% 


**» 


V; 


*- 


8L    v\  * 


>>  ' 


n 

■s 


m 


var 


^ 


\«cr 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s2journaldemathm02pari 


JOURNAL 

DE 

MATHÉMATIQUES 


/  r 


ELEMENTAIEES 

A    L'USAGE 

DE  TOUS  LES  CANDIDATS  AUX  ÉCOLES  DU  GOUVERNEMENT 

ET  DES  ASPIRANTS  AU  BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 

PUBLIÉ  SOUS  LA  DIRECTION 
DE    MM. 

J.  BOURGET 

Recteur  de  l'Académie  de  Clermont. 


DE    LONGCHAMPS 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Charlemagne. 


VAZEILLE 

Directeur  des  études 
à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe 


2<  SERIE 

TOME  DEUXIÈME 


Année  1883. 


PARIS 

LIBRAIRIE   CH.  DELAGRAVE 

15,  RLE  BOUFILOT,  15 

1883 


3(ç 


COMITE  DE  REDACTION 


m.  BUURGET 

DE  LONGCHAMPS 

VAZEILLE 

MOREL 

BOQUEL 

COCHEK 


Sx> 


fX)ê 


JOURNAL 

DE 


MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIRES 


LA  GEOMETRIE  RECURRENTE 

Par  M.  <-.  de  Longcliainps. 


1.  —  Lu  plus'grande  partie  des  idées  et  des  propriétés  que 
nous  allons  développer  dans  cette  note  ne  sont  pas  nouvelles. 
Nous  avons  eu  occasion  de  les  exposer  déjà  (*•)  ;  mais  le 
principe  de  ce  que  nous  avons  nommé  la  Géométrie 
récurrente  est  une  idée  simple,  et  tout  à  fait  élémentaire  : 
nous  croyons  qu'elle  pourra  intéresser  les  lecteurs  de  ce 
journal. 

2.  —  Imaginons  dans  un  plan  trois  droites  A,,A2,A3;  soit 
P  un  point  remarquable  et  Lien  défini  de  ce  triangle  :  par 
exemple  le  centre  de  gravité,  le  centre  des  hauteurs,  le 
centre  du  cercle  circonscrit,  etc.,  pour  préciser  cette  défini- 
tion. Pour  marquer  que  P  est  un  point  Lien  déterminé  du 
triangle  A1A2A3,    nous   conviendrons  de  le  désigner  par  Pl23. 

Prenons  maintenant  quatre  droites  At,  A,2,  A3,  A4  ;  si  l'on 
fait  aLsfraction  de  l'une  d'elles,  de  A4  pour  exemple,  il  reste 
un  triangle  At  A.,  A,  auquel  correspond  le  point  Pua  précé- 
demment défini,  point  sur  lequel  on  se  propose  de  faire  une 
élude  de  Géométrie  récurrente.  Ayant  ainsi  fait  successive- 
ment abstraction  de  l'une  des  quatre  droites  données,  on 
obtiendra  quatre  points  P, 

P         I'        P         P 

A  1235      x  Mil     x  3H>      u  iii' 

tlttoue  de»  Sociétés sav&ntex,  mai  lsii't.  —  Annales  scient  i  figues  de  l'Ecole 
normale,  t.  111,  1K67.    —  Xuucetle  Currespondawe  mathemalioue,  1877. 
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Ces  quatre  points  jouissent,  soit  par  leurs  positions  res- 
pectives les  uns  par  rapport  aux  autres,  soit  par  leur  situa- 
tion vis-à-vis  des  droites  données,  de  propriétés  géométriques 
qui,  dans  certains  cas, peuvent  être  remarquables  :  nous  en 
donnerons  tout  à  l'heure  des  exemples  divers.  De  cette  étude 
géométrique  peut  résulter  la  découverte  d'un  point  que  nous 
désignerons  par  P1234,  et  qui  jouit,  par  rapport  aux  droites 
An  A2>  A3>  \  ou  par  rapport  aux  points  P123,  P234,  P341,  P412. 
de  propriétés  géométriques  remarquables  et  qui  rappellent 
celles  qui  liaient  le  point  P123  au  triangle  At  A2  A3. 

Nous  conviendrons  de  dire  que  le  point  Pl23  défini  par  le 
triangle  est  un  point  P  d'ordre  3  ;  et  que  le  point  analogue 
P128i  qui  correspond  à  quatre  droites,  est  un  point  P  d'ordre  4. 

Prenons  maintenant  cinq  droites  et  faisons  successivement 
abstraction  de  l'une  d'elles,  de  A3  par  exemple.  Nous  aurons 
à  considérer  un  quadrilatère  complet  formé  par  les  quatre 
autres  droites,  et  à  ce  quadrilatère  correspond  un  point  P 
d'ordre  4,  point  que  nous  désignons  par  P1234.  On  obtient 
ainsi  cinq  points  d'ordre  4, 

P        P         P        P        P 

-Ll234>    x  2345.'    ±  3451?    Jr4S12?    r5)23' 

Si  l'on  peut  avec  ces  cinq  points  construire  un  point  P 
qui  s'en  déduise  comme  on  a  déduit  le  point  P  d'ordre  4  des 
points  P  d'ordre  3,  nous  dirons  que  ce  point  est  un  point  P 
d'ordre  S,  et  nous  le  désignerons  par  P12343. 

3.  —  On  voit  maintenant,  d'après  ces  explications,  comment 
on  peut  former  un  théorème  de  Géométrie  récurrente. 

Prenons  pour  point  de  départ  un  théorème  de  Géométrie 
élémentaire,  relatif  au  triangle  :  par  exemple,  et  comme 
nous  le  ferons  tout  à  l'heure,  celui  qui  fait  remarquer  que 
les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  côtés  d'un  triangle  se 
coupent  au  même  point  0,  cenfre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle. 

Pour  faire  l'étude  récurrente  de  ce  théorème  on  procédera 
comme  nous  allons  l'expliauer.  On  prendra  dans  un  plan 
quatre  droites,  deux  à  deux  concourantes;  à  ces  droites 
correspondent  quatre  points  0  ;  on  étudiera  la  position  res- 
pective de  ces  points  0  d'ordre  3,  et  l'on  trouvera  qu'ils  sont 
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placés  sur  une  même  circonférence.  Nous  dirons  que  le 
centre  de  cette  circonférence  est  le  point  0  d'ordre  4. 

Prenons  maintenant  H  droites  ;  nous  aurons  5  points  0 
d'ordre  4  et  nous  ferons  voir  qu'ils  sont  placés  sur  une  cir- 
conférence. Nous  dirons  que  le  centre  de  cette  circonférence 
est  le  point  0  d'ordre  5. 

Pour  généraliser  la  proposition  on  admettra  que  les  pro- 
priétés trouvées  appartiennent  aux  points  0  d'ordre  (n  —  i), 
et  l'on  fera  voir  qu'elles  subsistent  pour  le  point  0  d'ordre  n. 

Telles  sont  les  idées  générales  qui  servent  de  base  à  cette 
Géométrie  récurrente; les  applications  que  nous  allons  expo- 
ser feront  mieux  ressortir,  pensons-nous,  l'intérêt  qui  s'atta- 
che à  cette  idée  élémentaire. 

PREMIÈRE   APPLICATION 

4.  —  Étude  d'une  série  de  cercles  se  déduisant,  par  voie 
récurrente,  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

On  sait  que  si  l'on  considère  un  quadrilatère  complet  dé- 
liai par  quatre  droites,  les  circonférences  circonscrites  aux 
triangles  formés  par  ces  droites  combinées  trois  à  trois  se  coupent 
au  même  point, 

Ceci  posé,  nous  énoncerons  d'abord  le  théorème  suivant: 

Théorème  I. —  Soient  quatre  droites  i,  2,  3, 4 situées  dans 
un  plan:  considérons  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  for- 
més pur  les  droites  combinées  trois  à  trois  ;  les  centres  Om, 
Om,  Om  déterminent  un  triangle  semblable  à  celui  qui  est  formé 
par  les  droites  2,  3,  4. 

Nous  désignerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  les  n  droites 
dont  il  sera  question  par  les  nombres 
1,  2,  3,  .   .   .  n; 
(a,  p)  désignera  le  point  de  concours  des  droites  numérotées 
el  nous  supposerons  formellement  que  ce  point  n'est  pas 

rejeté  à  l'infini.  La  notation  a,  p  indiquera  l'un  des  angles 
que  fait  la  droite  a  avec  p  et  quand  nous  écrirons  l'égalité 

nous  voudrons  exprimer  par  cette  écriture  que  les  droites  a 
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et  p  forment  un  système   qui  est  superposable   à  celui  des 
droites  a',  Sf. 

Cette    notation 'admise,   revenons    au   théorème   énoncé. 
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Appelons  F  le  point  commun  aux  quatre  circonférences 
circonscrites  aux  triangles  123,  124,  134,  234.  Les  droites 
^123  Ont*  et  Om  013i  son^  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  F  (1.  2)  ;  F  (1,  4).  Les  angles 

OmOmOm  et  (1,2)  F  (1,  4) 
sont  donc  égaux.  Le  quadrilatère  déterminé  par  les  sommets 
du  triangle  124  et  le  point  F  étant  inscriptible  on  a 
OiMOm01M  =  2.4. 

Ainsi,  si  l'on  considère  trois  cercles  circonscrits  et  leurs  centres 
Oaj  Os  0  •  l'angle  Oa  0^  CL  est  égal  à  l'angle*  des  deux 
droites  dont  les  numéros  s'obtiennent  en  retranchant  auxindices 
extrêmes  oc,  y  les  numéros  qui  leur  sont  communs. 

Cette  propriété  qui  sert  de  base  aux  propriétés  suivantes 
montre  aussi  l'utilité,  contestable  au  premier  abord,  de  la 
notation  à  indices  que  nous  avons  adoptée.  Sans  cette  nota- 
tion il  serait  difficile  d'indiquer  nettement  et  sans  ambiguïté 
quels  sont,  dans  les  figures  que  nous  étudions,  les  couples 
de  lignes  qui  sont  superposables. 

En  appliquant  successivement  la  remarque  précédente 
aux  trois  angles  du  triangle  0123  Om  Om,  on  reconnaît  que 
ce  triangle  a  des  angles  égaux  ou  supplémentaires  avec  ceux 
du  triangle  234,  triangle  obtenu  en  supprimant  le  numéro 
commun  aux  trois  indices.  Mais  on  sait  que  deux  triangles 
qui  ont  les  angles  égaux  ou  supplémentaires  ont  nécessaire- 
ment leurs  angles  égaux  deux  à  deux  et.  par  suite,  sont 
semblables.  C'est  la  propriété  énoncée. 

5.  —  Théorème  II.  —  Les  centres  des  cercles  circonscrits 
aux  quatre  triangles  formés  par  quatre  droites,  combinées  trois 
à  trois,  appartiennent  à  un  même  cercle. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  quadrilatère 

"m  ^i.h  ^m  '-'s.if 
on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

01M  Om  Om  =  2^  (i) 

et  aussi  0„,  Om  Om  =  24  (2) 

puisqu'il  faut  faire  abstraction  du  numéro  commun  aux  trois 
indices,  ici~8,  et  prendre  dans  l'indice  moyen  les  deux  autre< 
numéros. 
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La  comparaison  des  égalités  (1)  et  (2)  prouve  bien  que  le 
quadrilatère  considéré  est  inscriptible.   Nous  désignons  par 

01234  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère  et  nous 
dirons  qu'il  est  d'ordre  4. 

6.  —  Considérons  maintenant  le  pentagone  complet  formé 
par  cinq  droites  1,  2,  3,  4,  5  situées  dans  le  même  plan  et 
deux  à    deux  concourantes.    Aux  deux  quadrilatères   1234. 

1235  correspondent  deux  cercles  d'ordre  4,  lesquels  ont  un 
point  commun  0123.  Soit  G  le  second  point  commun,  on 
aura  donc  Om  G  Om  =  0134  02^0m. 

Mais  on  a  vu  que     0134  0234  0123  =  2.4  ; 
donc  0134  G  0123  =^24.  (*) 

On  voit  que  le  second  membre  2,4  de  cette  égalité  s'ob- 
tient en  faisant  abstraction  des  numéros  communs  aux 
deux  indices  134,  123  de  la  lettre  0  dans  le  premier  membre. 

D'après  cette  remarque  on  peut  écrire  aussi 

0123  G  0135  =  23.  (2) 

Des  égalités  (1)  et  (2)  on  déduit,  en  remarquant  que  les 
deux  angles  ont  un  côté  commun  G  0123, 

Om  G"  °i35  =  2^4  +  2?5  =4~5. 
De  cette  égalité,  après  avoir  répondu,  comme  nous  le  ferons 
tout  à  l'heure,   à  une   difficulté   et  à    une  objection  qu'elle 
soulève,  on  déduit  la  propriété  suivante  : 

Soit  G  le  point  de  concours  (autre  que  0123 )  des  deux  circon- 
férences d'ordre  4,  01234  et  01235  ;  soient  Oa  et  Og  deux  points 
d'ordre  3  pris  sur  ces  circonférences  et  tels  que  les  indices  <x  et  Ç> 
aient  deux  numéros  communs  :  l'angle  Oa  G  Og  est  égal  à  celui 
des  deux  droites  dont  les  numéros  s'obtiennent  en  retranchant 
aux  indices  les  numéros  communs. 

1'.  —  Mais  avant  d'aJer  plus  loin  nous  devons  nous  expli- 
quer sur  la  difficulté  que  nous  venons  de  signaler,  et  qui 
se  rencontre  plus  ou  moins  dans  toutes  les  questions  de 
Géométrie  récurrente. 

Dans  la  Géométrie  élémentaire,  la  figure  aide  puissamment 
au  raisonnement,  et  les  constructions  donnent  aux  éléments 
de  la   figure  des  positions  respectives  qui,  pour  ainsi  dire, 
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s'imposent  et  permettent  d'affirmer  que  tel  angle  A  est  bien 
égal  à  un  angle  B  et  non  au  supplément  de  celui-ci  ou.  dans 
d'aulres  cas,  que  tel  angle  A  est  bien  égal  à  la  somme  des 
angles  inférieurs  B  et  C  d'un  triangle  et  non  à  leur  différence. 

Dans  la  Géométrie  récurrente  la  figure  ne  peut  plus,  à 
un  certain  moment,  être  tracée,  puisque,  comme  nous  le 
verrons  tout  à  l'heure,  il  faut  poursuivre  le  raisonnement 
jusqu'à  la  considération  de  n  droites.  Il  faut  donc  montrer 
ici,  non  par  une  figure  dont  le  dessin  est  contestable  ou  im- 
possible, mais  par  un  raisonnement,  que  l'on  a  bien  toujours, 
et  dans  tous  les  cas 

4.5  =  Om  G  0135. 

Considérons  à  cet  effet  le  triangle  2  4  5  et  soient  a,  (3,  y 
les  angles  intérieurs  de  ce  triangle. 

Nous  avons  dit  que  l'angle  012.;G0134  était  égal  à  l'angle 
a,  ou  à  (tt  —  a)  ;  de  même  0123G0133  est  égal  à  p  ou  à 
(-  —  p).  Supposons  pour  fixer  les  idées  que  ces  angles  soient 
a  et  |î  :  si  les  points  Om01230135  et  G  sont  disposés  comme 

0 


Fig.  A. 
le   montre   la   figure   (A),  alors   l'angle   0,3iG0135  est  égal  à 
(::  —  y),  par  suite  on  peut  écrire,  comme  nous  l'avons  fait, 
Oi.uGOm  —  4T5. 
Mais  cette  conclusion    n'est  plus  exacte  dans  l'hypothèse 
de  la  figure  (B)  ;  le  principe  que  nous  avons  énoncé  ne  pour- 
rait plus  être  accepté,  ou  moins  dans  tous  les  cas.  C'est  en 
ce  point  délicat  que  réside  la  difficulté  que  nous  avons  tenu 
à  signaler  et  à  laquelle   on    répond  comme  nous  allons    le 
montrer.  - 

JOURNAL  DE  MATH.  BLBV.  1883  1. 
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Supposons  un  instant  que  la  disposition  de  la  figure  (B) 
soit  possible  :  faisons  tourner  la  droite  5    autour  du  point 

(4.5)  jusqu'à  ce  qu'elle 
vienne  se  confondre  avec 
4.  L'angle  (3  augmente  sans 
cesse  et  a  pour  limite 
(t.  —  a)  ;  dans  la  figure  (B)  le 
point  0(35  se  déplace  de 
telle  façon  que  la  droite 
Fl9~  D-  G013b    s'écarte   de  plus  en 

plus  et  a  pour  position  limite  un  point  qui,  dans  aucun  cas, 
ne  peut  venir  se  confondre  avec  Om.  Ceci  implique  contra- 
diction, car  il  est  évident  que  ladroite  5  étant  confondue 
avec  4,  le  triangle  134  est  le  même  que  1 35  et  les  deux  points 
Om0133  doivent  occuper  la  même  position,  à  la  limite. 

On  examinera  de  même  les  autres  cas,  ceux  où  l'on  sup- 
pose 0123GOm  =  t:  —  a  ou  0123G0133  =.  t.  —  p  et  l'on  verra, 
en  suivant  le  raisonnement  précédent,  que  dans  tous  les  cas 
on  a  013iG0133  =  4.5. 

(A  suivre.) 


ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  M.  A.  Slorel. 


Nous  nous  proposons,  dans  cette  note,  de  faire  connaître  à 
nos  lecteurs  quelques-unes  des  intéressantes  propriétés  qui 
ont  été  exposées  par  M.  Brocard,  capitaiue  du  génie,  dans  la 
Nouvelle  Correspondance  d'abord,  puis  dans  le  Malhesis  ; 
nous  serons  ainsi  amenés  à  considérer  deux  points  et  un 
cercle  auxquels,  suivant  l'avis  de  M.  Neuberg,  nous  propo- 
sons de  donner  le  nom  de  points  de  Brocard  et  de  cercle  de 
Brocard. 

1.  —  Théorème.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on 
peut  trouver  un  point  w  dans  le  plan  de  ce  triangle,  tel  que, 
en  le  joignant  aux  joints  A,  B,  C,  les  angles  wAB,  a>BC.  wGA 
soient  égaux. 
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En  effet,  si  je  fais  passer  par  les  deux  sommets  A  et  B 
(fig.  1)  une  circonférence,  tangente  au  côté  13C,  tout  point  <■> 
de    l'arc    inté- 
rieur AwB    est 
tel  que  les  an- 
gles wAB,  coBG 
sont  égaux, car 
ils    ont    même 
mesure;  si  donc 
je    fais    passer 
parles  points  B 
et  G;  une  cir- 
conférence tan- 
gonle    au    côté 
AC,    cette    cir- 
conférence cou-  FirJ-  '■ 
pera  la  première  en  un  point  w  qui   répond  à  la  question  ; 
car,  pour  ce  point  particulier,  on  a 

o)AB  =  coBG  =  wCA. 

L'arc  AwB  est  le  segment  capable  du  supplément  de  l'angle 
B  ;  de  même  l'arc  BojG  est  le  segment  capable  du  supplément 
de  l'angle  G  et  l'on  voit  que  :  si  sur  chacun  des  côtés  d'un 
triangle  comme  corde  on  décrit  un  segment  capable  du  sup- 
plément d'un  angle  adjacent  en  prenant  ces  angles  toujours 
dans  le  même  sens,  en  parcourant  le  périmètre  du  triangle, 
ces  trois  segments  de  cercle  se  coupent  en  un  point  w,  qui 
jouit  de  la  propriété  indiquée. 

La  construction  mémo  que  nous  venons  d'indiquer  nous 
montre  que  si  nous  prenons  les  angles  du  triangle  en  par- 
courant le  périmètre  en  sens  contraire,  nous  aurons  un  second 
point  a)'  tel  que  les  angles  w'AG,  w'BA,  co'AB  soient  égaux. 

Ce  sont  ces  deux  points  w  et  a>'  que  nous  appellerons  les 
points  de  Brocard 

2.  —  Nous  allons  calculer  la  valeur  de  l'angle  wAB  en 


[•    .M.  Brocard  appelle  ces  points  les  points  segmentaires,  par  suite  de  la 

construction  môme  qui  a  servi  a  les  déterminer    voir  Nota-elle  Correspon- 
dance inathciu'.,  t.  III,  p.  109) 
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fonction  des  angles  du  triangle  donné;  appelons  a  cet  angle; 
x,  y,  z,  les  longueurs  wA,  coB,  wC  ;  nous  avons  immédiate- 
ment 

x  sin  (B-y.)        y  sin  (C-a)        z  siu  (A-x) 

y  sin  a       '    z  sin  a       '    œ  sin  a 

Multiplions  ces  égalités  membre  à  membre;  les  quantités 
x,  y,  z   disparaissent,  et  il  reste  l'équation 

sin  (A-a)  sin  (B-a)  sin  (C-a)  =  sin3  a.  (1) 

Développons  cette  équation  ;  divisons  par  sin3  oc,  qui  n'est 
pas  nul  ;  il  vient 

cotg3  a  sin  A  sin  B  sin  C 
—  cotg2a  cosA  cosB  cosG  (tgB  tgC  -)-  tgA  tgC  -j-  tgA  tg  B) 
-f-  cotga  sinA  sinB  sinC  —  (i  -f-  cosA  cosB  cosC)  =  o.     (2) 
En  divisant  par  le  produit  des  trois  sinus,  il  vient  après 
réductions  faciles 
cotg3  a  —  cotg2  a  (cotg  A  -f-  cotg  B  -}-  cotg  C;  -f-  cotg  % 
—  (cotg  A  -f  cotg  B  -f-  cotg  G)  =  o.  (3) 

Cette   équation  n'admet   qu'une  seule  solution  ;  car  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

(cotg2  a  -(-  i)  (cotg  a  —  cotg  A  —  cotg  B  —  cotg  C)  =  o. 
Donc  la  relation  cherchée  est 

cotg  a  =  cotg  A  -f-  cotg  B  -f-  cotg  C.  (A) 

3.  —  On  pourrait  encore  obtenir  cette  relation  au  moyen 
d'équations  de  degré  moindre  ;  en  effet,  le  triangle  AwB  nous 

y         sin  a 
donne  —  =  — - — ^r  5 

c  sin  B 

de  même,  le  triangle  AtoC  donne 

z         sin  (A  —  a) 


b  sin  A 

d'où  l'on  tire  par  division 

by  sin  A  sin  a 


cz  '      sin  B  sin  (A  —  x) 


y 

Dans  cette  équation,  remplaçons  —  parla  valeur  trouvée 

,    ,  ,  b  sin  B  . 

précédemment,  et  —  par  le  rapport — : — --  ;  il  vient 
r  c  sin  C 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  I  -\ 

sin  B  sin  (C  —  x)  sin  A  sin  oc 

siu  G  sin  x  sin  B  sin  (A  —  x)  ' 

Cette  équation  développée  devient,  en  divisant  par  sin2  a, 

cotg2  a  sin  A  sin  G  sin2  B  —  cotg  a  siir  B 

—  cos  B  (i  -f-  cos  A  cos  B  cos  G)  =  o.  (51 

Cette    équation  est  du    second  degré;    ses    racines    sont 

rationnelles,  car  la  quantité  sous  le  radical  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

sin2B  [sin'B  -f-  4sinA  sinG  cosB  (i  -{-  .cosA  cosB  cosC)]  =  o; 

mais  la  quantité      i  -f-CosAcosBcosC      peut  être  remplacée, 

puisque  A,B,C  sont  les  angles  d'un  triangle,  par 

sin2  B  -f-  sin  A  sin  G  cos  B  ; 

donc  la  quantité  sous  le  radical  est  égale  à 

sin2  B  (sin2  B  -f-  2  sin  A  sin  G  cos  B)2. 

On  trouve  par  suite  pour  l'une  des  racines 

sin2  B  -f-  sin  A  sin  G  cos  B 

COtg  7.  =  : : — - — : — =r . 

sin  A  sin  G  sin  B 

ou  bien,  d'après  une  transformation  simple, 

cotg  7.  =  cotg  A  -f-  cotg  B  -f-  cotg  G. 

L'autre  racine  donne 

cotg  a  =  —  cotg  B, 

qui  ne  convient  pas  à  la  question. 

On  peut  même  obtenir  immédiatement    une  équation  du 

premier  degré;  en  effet,  le  triangle  AcoB  donne 

x  sin  (B  —  a) 


de  même,  AwC  donne 


sin  B 

sin  (A  —  1 
sin  A 


x 
en  divisant  membre  à  membre,  il  vient,  en  remplaçant  — — 


par  sa  valeur  trouvée  plus  haul. 

sin  B  sin/y.  sin  (B  —  a)  sin  A 


sin  G  sin  B 

Cette  équation  développée  donne 

sin2  B  -|-  si'1  A  siu  G  cos  B 


(6) 


COtg    7.   = 


sin  A  sin  G  sin  B 
el  par  suite         cotg  a  =  cotg  A  +  cotg  B  -j-  cotg  G. 
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4.  —  Nous  pouvons  nous  proposer  de  calculer  les   lignes 
coA,  toB,  wC  ;  pour  cela,  nous  avons   dans  le  triangle  A03B 
x  sin  (B  —  a) 

c  sin  B 

Le  triangle  AwG  nous  donne 
x  sin  a 


b         sin  A 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  x,  nous  avons 

b  sin  B  sin  a  =  c  sin  A  sin  (B  —  a) 

.  .  ,  csinBA  sin  B 

ce  qui  donne     Ig  x  =— . 

b  sin  B  -f-  c  sin  A  cos  B 

En  multipliant  haut  et  bas  par  ia,  et  remplaçant  iac  sin 

B  par  4S,  iab  sin  B  par  2b2  sinA,  et  lac  cos    B    par  a2  -}-  c2 

—  62  il  vient,  pour  la  valeur  de  œ  en  fonction  des  côtés, 

tg  «  =  1Ë (7) 

d  ou  sin  - 


y/(62  +  c2  -|-a2)2+  16S2 
Mais  on  a 

16S2  =  2a262  -f-  2a2c2  -f  2&2c2  —  a1  —  ¥  —  c'. 

On  en  tire 

2S 
sin  a  =  — .  (8) 

y/u262  -j-  a*c*  -f-  />2c2 

Posons  a262  +  a2e  -f-  b-d1  =  K2  ; 

..     .      .  .  26S 

il  vient  «A  =  — — : — —  , 

a  sin  A 

et.  puisque  2S   —  bc  sin  A,  on  trouve 

b*e 
u>A  =  —rr-. 
k 

On  aura  de  même 

"B=— ;     WG=  — .  (9) 

Un  calcul  analogue  nous  donnerait,  pour  les  distances  du 

point  10'  aux  sommets,  les  valeurs  suivantes  : 

'a         c'b       rn         «2c        ,n        b*a 
coA=  —  ;  uB  =  y;  WC  =  — .  (10) 
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Ces  dernières  valeurs  trouvées  par  M.  Chadu  (*)  vont  nous 
permettre  de  signaler  une  relalion  fort  importante  entre  les 
points  w  et  w'.  En  effet,  on  a 

tùk         b   t      wC  b  _ 

to'A  c  '  co'B  c 
donc  les  deux  triangles  wâ-C,  a/AB  sont  semblables,  et  par 
suite  les  côtés  homologues  étant  «A  et  w'A,  wG  et  w'B,  les 
angles  wAC,  wAB  sont  égaux;  donc  les  lignes  Aco',  Bw'  sont 
symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  en  A  ; 
il  en  est  de  même  pour  chacun  des  autres  couples  de  droites 
par  rapport  à  la  bissectrice  correspondante. 

(A  suivre.) 


QUESTION  34 

Solution  par  MM.  Vail  etLENOiR,  Ecole  Albert-le-Grand. 


Par  un  point  P  sur  le  prolongement  de  la  base  BG  d'un 
triangle,  mener  une 
transversale  rencon- 
trant AC  en  Q  et  AB 
en  R,  de  façon  que  le 
produit  AR.  CQ  soit 
minimum. 

(Educ.  Times.) 

Menons  QS  paral- 
lèle à  AB.  Soit  PCr= 
(/,  PB  =  m,  PS  =  x,  m  —  d=  a. 

On  a  OU  =  —  (x  —  d) 


a 
AR  =  c 


///'• 


ax 


(x  —  il) 


d'où 


AR.QU  =  iî  [*-<*-.!!.(  a,  _2(j  +  ±y 

a   L  a    \  x  /_ 


(*)Nouv.  Annales  mulh..  1875.  Sol.  de  lu  question  116U. 
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bc    I       /          m    ,     nul2  \        ,    ,     2md 
—  —  \  x{  i —  d  -f- 

Cette  expression  est   rainima  si 


m 


w*d2 


=  o 


ax* 

d'où  x2  =:  mrf  ; 

donc  PS  doit  être  moyenne  proportionnelle  entre  PB  et  PC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lachesnais,  de  Saint-Louis  ; 
Bablon,  d'Épinal. 


QUESTION  52 

Solution  par  M.  Deville,  brigadier  d'artillerie  de  marine,  à  Lorient. 

On  prend  un  angle  droit  AOB.  et  sur  OB  un  point  fixe  M.  Soit 
un  cercle  tangent  en  0  à  la  droite  OA.  Menons  par  M  une  tan- 
gente à  ce  cercle  et 
soit  P  le  point  de 
contact.  Menons  OP 
et  les  bissectrices 
des  angles  formés 
par  les  droites  OC 
et  MP. 

Démontrer  que  le 
lieu  décrit  par  les 
points  I  et  ï  où  ces 
bissectrices  rencon- 
trent OP  est  un 
s  ij  sic  me  de  deux  cer- 
cles quand  on  fait 
varier  le  cercle  G. 
(G.  L.) 


or 


Soit  MI  la  bissectrice  intérieure,  on  a 

OIM=  180  —  (IOM-J-IMO); 

TAU                              arc  PD 
IOM  a  pour  mesure = 


2PD 
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PMG                                 arc  OP  —  arc  PD 
IMO  — a  pour  mesure  


4 
PD  4-  PO  71 

donc  IOM  +  IMO  =  ^ =  —  =  45°, 

4  4 

donc  OIM  =  i35°;     de  même  OI'M  =  450. 

Les  lieux  des  points  I  et  I'  sont  donc  respectivement  deux 
segments  de  cercles  capables  de  i35°  et  450  décrits  sur  OM 
comme  corde. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Puig.  à  Marseille  ;  Mosnat, 
à  Thiers. 


QUESTION  54 

Soin  1  ion  par  M.  Toussaint,  à  Bar-le-Duc. 


Résoudre  le  système  : 

x2  —  y2  —  z2  —  d2  _      a 

x2  4-  y2  +  z2  —  d2  ""  ~d~'  ''  ^ 

2y^~d) =  A  (2) 

x*  _j_  ya  _L.  z-  —  d*  d  '  W 

2Z  (X—   d)  _        C 

x2  4-  y2  4-  z*  —  d2  "  '  d  ' 

en  supposant  a2  -|-  b2  4-  c2  différent  de  d2.  (G.  L.) 

L'équation  (1)  donne 

x2  —  d2         a  4-  d 


y2  -\-  z*     "  d  —  <i  ' 
Divisant  terme  à  terme  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 


(4) 


7  =  7    ouy  =  j.  (S) 


Portant  dans  (4)  cette  valeur  d'y,  il  vient 

x2  —  d1  a  -4-  </ 

"o7?  =   d  —  a' 

% 


(«) 


C 

portant  de  même  dans  (2)  la  valeur  d'//,  ou  a 
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2  (x   —  <1) 

C  I) 


or  (6)  peut  s'écrire 

oc*  —  d«  o  -f-  d 


H) 


(8) 


.     b"a*     .     .       JO  2d 

,T2  -\ V-  S2  —  d2 

en  ajoutant  à  chaque  dénominateur  le  numéral  cur. 
Divisant  membre  à  membre  (7)  par  (8),  il  vient 

*=(g  +  ">'-d.  (9) 

Portant  dans  (0)  cette  valeur  de  x,  on  a 

2cd  (d  —  a) 


d?  —  a2  —  62  —  c2 
Connaissants,  on  tire  ce  et  y  en  substituant  cette  valeur  dans 

fs)et(9)    ,=<;— :+?:+t 

d2  —  a2  —  62  —  c2 

y  =  2oa 


d2  —  a'2  —  62  —  c2 

Nota.  —  La    même  question    a  été  résolue  par  MM.  Poi tresse,  à  Épinal; 
Mosnat,  à  Thiers. 


QUESTION  56 

.Solution  par  M11*  Lucie  J...,  à  Liège. 


On  considère  un  cercle  C  de  centre  O.  Soit  AB  un  diamètre 
fixe  de  ce  cercle.  Par  le  point  O  on  mène  une  circonférence  C 
tangente  à  AB,  puis  on  mène  une  tangente  commune  aux  cercles 
C  et  C\  On  propose  de  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de 
cette  droite  avec  C,  lieu  qui  se  compose  de  deux  droites  paral- 
lèles. (G.  L.) 

Soit  M  un  des  points  du  lieu  et  soit  MP  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  M  sur  AB.  Menons  MO',  M'O.  La  figure 
MOO'Q  est  un  parallélogramme.  Donc  MQ  =  00'  (1). 
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Les  triangles  rectangles  OPQ,  MM'Q  qui  ont  l'hypoténuse 
égale    et   un    angle    aigu    égal 
sont   égaux,    donc  PQ   —    M'Q 
=  OM'  —  OQ  =  OM'  —  O'M  $). 

Additionnant  (1)  et,  (2)  on  a 
MQ  +  PQ  =  MP  =  R, 
rayon  de  la  circonférence  0. 

Donc,  quel  que  soit  le  point 
M,  il  est  toujours  éloigné  de 
AB  d'une  quantité  constante. 
Le  lieu  des  points  M  est  donc 
la  parallèle  au  point  S,  à  la 
droite  AB.  Le  lieu  se  compose 
donc  du  système  des  tangentes 
au  cercle  G  parallèles  à  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Deville,  à  Lorient  ;  Puig,  à 
Marseille  ;  Bordier,  pensionnat  de  Blanzac  (Charente)  ;  Musy,  Richelet  collège 
de  Pontarlier  ;  Desplanques,  collège  de  Condé;  Richelet,  Sauv,  à  Moulins; 
Bablon,  à  Epinal. 


QUESTION  58 

Solution  par  M.  Bf.rthei.ot,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Bourges. 


On  considère  l'équation  du  quatrième  degré 

(x  -f  a)(x  -f  «  -f-  i)(x  -J-  K  -f-  2)(x  +  a  -f  3)  4-  h  =  o. 

On  propose  de  résoudre  cette  équation  et  de  montrer  que  ses 
racines  sont  imaginaires  si  h  est  supérieur  à  1  ;  deux  à  deux 
coïncidentes,  si  h  =  i,  et  réelles  si  h  est  inférieur  à  1.     (G.  L.) 

Cette  équation  peut  s'écrire 

[(x  4-  «)(aj  4-  «  4-  3)][(œ  4-  *  4-  i){x  4-  «  +  »)]  +  h  =  o 

[a;»  4-  (27.  4-  3)x  4-  a2  4-  3a  4-  2][J32  4-  (2a  4~  3)x  4-  a2 
4-  3a]  4-  h  =  O. 

Si  on  pose      x2  4~  {-''■  4~  ^)x  +  a*  4~  3a  =  */>  (i) 

l'équation  transformée  devient 

ï/'  +  2  y  4-  h  m oi 
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d'où  y  =  —  i  -f  s 'TZTfc 

y"  =  —  i  —  v'i  —  h 

Remplaçons  successivement  dans  (1)  y  par  ces  valeurs,  il 
en  résulte  pour  x  les  quatre  valeurs  suivantes  : 

-  (2a  +  3)  +  1/5+4  \/T^Ï 
x,  = 


2 

-  (2a  +  3)  - 

0  + 

4  \  l 

—  h 

o 

-  (2a  +  3)  + 

V»- 

4\  ^ 

—  ft 

0 

_    -  (2  a  +  3)  - 

vA- 

-  4  A7 1 

—  h 

2         

Ces  valeurs  seront  réelles  si  5  >4»/i  h. 

Si  /i  >>  1,  la  quantité  sans  le  radical  est  imaginaire,  par 
suite  les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

Si  h  =  1,  la  quantité  sans  le  radical  égale  5  ;  les  racines 
sont  deux  à  deux  égales. 

Si  h  <  1 ,  la  quantité  4  J  l  n'  est  plus  petite  que  5  ;  les 

racines  sont  dès  lors  réelles. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Chevalier,  à  Sainte-Barbe  ; 
Deville,  brigadier  d'artillerie,  à  Lorient;  Mosnat,  à  Thiers;  Rougelin.  Sauv, 
Giat,  à  Moulins;  Bablon,  à  Epinal. 


QUESTION  59 

Vol  11  (  ion  par  M.  Chevalier,  élève  à  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Résoudre  l'équation 

x  (x  +  a)  (x  +  6)  (x  +  a  +  B)  +  h  =  o. 

(G.  L.) 
Cette  équation  peut  s'écrire 

[x  (x  +  a  +  p)]  [(x  +  a)  (x  +  p)]  +  A  =  o 
[œ«  -f  («  +  s)  œ]  [x2  +  (a  -j-  8)  ce  +  oc6]  -f  *  =  o 
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et  si  l'on  pose  x2  -\-  (ce  -\-  6)  x  =  y,  (1) 

L'équation  transformée  devient 

y-  +  %py  + ll ■  =  °  ; 

„  ,  -—«6  +  i/a2&2— 4/1 

d  ou  7  = ! ■ — 

,;  2 

En  remplaçant  dans  (l)  et  résolvant  on  trouve 

—  (a  +  p)  ±  y/a*  +  V  ±  2  v/W»—  4  A 

,r  = . 

2 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  cette  valeur  de  ce. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Berthelot.  à  Bourges;  Puig, 
à  Marseille  ;  Marny,  à  Valenciennes;  Deville,  brigadier  d'artillerie,  à  Lorient; 
Giat,  Rougelia,  Sauv,  à  Moulins;  Bablon,  à  Epinal. 


QUESTION  61 

Solution  par  M.   Bablon,  élève  au  Collège  d'Épinal. 


Résoudre  l'équation 

X  2X  3x 


+  — -1— -  + 


=  0. 


X-f-I  X-f-2  x+3  (x+  I)  (x  +  2)  (x+  3 

(G.  L.) 
Réduisant   au  même  dénominateur,  il  vient,  en  chassant 
le  dénominateur, 

x  (x  +  2)  (x  +  3)  +  ix  (cc+  1)  {x  +  3)  + 
3x  (x  -\-  1  )  (x  -\-  2)  -J-  4  =  o. 
Cette  équation  peut  s'écrire 
x  (x  +  3)  (3x  +  4)  +  3x2  (x  +  3)  -f  (6x  +  4)  =  o 
ou  x  (x  -f-  3)  (6x  -f-  4)  +  6as  -f-  4  =  o 

ou  enfin  (6x  4~  4)  (x*  +  ^œ  4-  0  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres  : 

to  4-  4  =  o,      d  OU  U5  =: , 

2 

et  œ2  4"  3x  4"  ï  =  o, 

-3±y/5" 

qui  a  pour  racine  ■ 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Savonnetel  Simon,  à  Salins. 
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QUESTION  63 

Solution  par  M.  Chollet,  élève  au  Lycée  d'Angers. 


Les  premiers  termes  d'une  série  sont  1.7  et  19;  mais  on  a 
perdu  la  loi  de  récurrence  de  cette  série;  on  sait  seulement  que 
le  terme  général  u„  était  une  fonction  entière  et  de  second  degré 
en  11. 

Retrouver  cette  série  et  démontrer  que  la  somme  des  11  premiers 
termes  est  égale  à  n3.  (G.  L.) 

1. —  On  sait  que     «„  =  art*  -j-  bn  -f-  y 

Ou  en  déduit 

, =d+p+Y 
7  =  47.  -f  2p  -f-  y 

19  =  9a+  3!>  +  V- 
(Je  qui  donne, 

Par  suite 

ua  —  3  (n2  -    n)  -f-  1  =  3w  (w  —  1  )  — |—  1 . 

On  pourra  donc  reconstituer  la  série  de  la  manière  sui- 
vante : 

Sur  une  première  ligne  horizontale  on  écrira  la  suite  natu- 
relle des  nombres  entiers,  précédée  de  zéro. 

Sur  une  seconde  ligne  on  écrira  le  produit  de  chacun  des 
nombres  de  la  ligne  (I)  par  celui  qui  le  précède  immédiate- 
ment. 

Enfin  sur  une  troisième  ligne  on  écrira  le  triple  augmente 
(.l'une  unité  de  chacun  des  nombres  de  la  ligne  (II).  —  La 
ligue  (III)  contient  alors  la  série  demandée  : 

(I)  o         1         2        3        4        5         6         7         8.... 

(II)  o        2        6       12       20      3o      42       56  ...    . 

(III)  1        7       19      37      61      91     127     169  .... 
1.  —  Appelons   X:  la    somme    des  n  premiers    termes   de 

la  série.  —  En  vertu  de  l'égalité  un  =.    3  (n2  — n)  -f-j,  nous 
pouvons  écrire 


JOUHNAL    1>K    UAlM&UàTJQVW    fcLÉMENTAJMES  Sf| 

S  «s  3  (l*  —   l)  +  1  +  3   (2a  —  2)  -f    1    -(-3(3*  —  3)  +    1 
•     •     •    +3(^-2)+   •. 

Ou  eiTgroupant  les  facteurs  de  même  espèce 
Ss=3[(ia-|-aa4-3a  ...  +n»)-(]  +  2  -f  3. . .  +  »,]  +  ». 

L'expression  entre  crochets  représente  l'excès  de  la  somme 
S2  des  secondes  puissances  des  »  premiers  nombres,  sur  la 
somme  S,  des  premières  puissances  de  ces  mêmes  nombres. 
n(n  4-  'X2W  +  '  I 


Or  S*  = 


et  S, 


6 
»(«  -f  î) 


Portant  ces  valeurs  dans  H.  on  a 

-  3    f  »(»+  i)U"4-  1)    _    "("  +  0  1    , 

Et  après  réduction  ^  =  na  c.  q.  ».  d. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.- S.,  à  Toulou.se  ; 
Gilloteaux  au  lycée  Charlemagne ;  Savonnet,  Simon,  à  Salins;  Uesplanquo, 
à  Condé. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


67.  —  On  considère  un  rectangle  dont  les  sommets  sont 
les  points  0,  P,  Q,  R.  Par  les  points  P,  Q,  on  fait  passer  une 
iniiniléde  cercles;  soit  A  l'un  d'entre  eux.  Ce  cercle  A  coupe 
QR  en  un  point  M,  et  la  droile  OM  coupe  à  son  tour  le  cercle 
A  en  un  point  I  ;  démontrer  que  le  lieu  du  point  I  est  une 
circonférence.  (G.  L.) 

68.  —  On  considère  un  cercle  lixe  A,  et  un  diamètre 
fixe  PQ  de  ce  cercle.  Soit  A  un  point,  supposé  mobile,  sur 
A;  abaissons  de  co  point  une  perpendiculaire  AB  sur  PQ,  et 
du  point  A  comme  centre,  avec  AB  comme  rayon,  décrivons 
une  circonférence  qui  rencontre  A  aux  points  C  et  D  :  la 
droite  CD  rencontre  AB  au  point  I.  1°  Trouver  le  lieu  décrit 
par  le  point  1  ;  w2"  démontrer  que  si  l'on  considère  sur  A  deux 
points  A  et  A'  lois  que  la  corde  AA'  soit  vue  du  centre  0  sous 
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un  angle  droit  et  si  l'on  répète  au  point  A'  la  construction 
indiquée  pour  le  point  A,  les  distances  du  point  0  aux  deux 
cordes  CD,  CD' ainsi  déterminées  ont  une  somme  constante; 
3°  étudier  les  variations  de  CD  quand  le  point  A  se  déplace 
sur  A  ;  4°  après  avoir  remarqué  que  le  point  I  est  le  milieu 
de  AB,  on  propose  de  démontrer  que  les  cercles  décrits  sur 
BP  et  BQ  comme  diamètres  sont  tangents  l'un  et  l'autre  à  la 
droite  CD  ;  5°  CD  rencontre  PQ  en  un  point  R  ;  démontrer 
que  la  polaire  du  point  R  par  rapport  aux  droites  AP  et  BQ 
passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  CD. 

(G.  L.) 
69.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  a 


*  =  £V 


m2  —  h2 


h     f     Za  —  h*    ' 
R,  l,  m,  h  étant  respectivement  le  rayon  du  cercle  inscrit,  la 
bissectrice,   la  médiane    et  la  hauteur  partant   d'un    même 
sommet.  (E.  Lemoine.) 

70.  —  Dans  un  triangle  ABC,  si  ht1  ft2,  h3  sont  les  trois 
hauteurs  partant  de  A,  B,  C,  x,  y,  z  les  distances  du  point  de 
concours  des  hauteurs  aux  côtés  BC,  AC,  AB,  on  a 

ii  //,  -f-  x 


hzz         h2y         h(X  (h^  —  x) 

(Em.  Lemoine.) 

71.  —  Dans  un  triangle  ABC.   on  mène   les   bissectrices 
BD,  CF  des  angles  en  B  et  C,  et  la  droite  DF.  Démontrer  que 
si  d'un  point  quelconque  M  de  DF,  on  abaisse  les  perpen- 
diculaires MP,  MQ,  MN  respectivement  sur  AB,  AC,  BC,  on  a 
MN  =  MP  +  MQ.  (D.  André.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES    CHEMINS    DE    FER.   —    IMPRIMERIE    CHAIX. 
RUE  BERGÈRE,  20,    PARIS.   —  286"î- 
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LA  GEOMETRIE  RECURRENTE 

Par  M.  Ci.  de  Loiigchanips. 

[Suite,  voir  p.  3.) 


8.  —  Théorème  III.  —  Soit  un  polygone  complet  formé 
pur  les  cinq  droites  i,  2,  3,  4,  5;  soit  fait  abstraction  de  l'une 
d'entre  elles,  de  la  droite  5  par  exemple.  Au  quadrilatère  com- 
plet 1,  2,  3,  4.  correspond  un  cercle  d'ordre  quatre,  cercle 
précédemment  défini  :  les  cinq  circonférences  d'ordre  quatre  ainsi 
obtenues,  en  faisant  successivement  abstraction  des  droites  données, 
vont  passer  par  un  même  point.  & . 

En  effet,  G  désignant  le   point,  autre  que    012.3.   qui   est 
commun   aux   circonférences    d'ordre   quatre     01234,  0123b, 
nous  veuons  de  montrer  que  l'on  avait 
o28<  CI  0.21,  =  Çb 

0 


123 


,-  6 


1L"+ 


123* 


D'autre  pari,  d'après  la  remarque  établie  au  théorème    1. 
on  a  (  », ...  <>,. ,  (  >.,....  =  4.5 

De  ces  deux  égalités  il  résulte  que  les  angles 
-     Om  GO„,  el   ".  .  "  .   "... 
sont  égaux  ou  supplémentaires.   Dans  l'un  el  l'autre  cas.  le 
quadrilatère  G  0      "     "     estinscriptible.  Mois  Le   cercle 
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circonscrit  au  triangle    0234  03i5    0233    est    précisément    le 
cercle  d'ordre  quatre  02345. 

Ainsi  les  trois  cercles  01234,  0123S,  0234S  passent  par  le  même 
point;  par  suite  l'on  peut  conclure  que  les  cinq  cercles 
d'ordre  quatre  passent  par  le  môme  point.  - 

9.  —  Remarquons  maintenant  que  la  ligne  01234  01233  est 
perpendiculaire  sur  G  0123;  et  01234  023ts  sur  G  023i.  Consi- 
dérons le  point  0124  ;  les  trois  points  0123,  0124,  0234  sont 
situés  sur  la  circonférence  01234,  laquelle,  nous  venons  de 
le  remarquer,  passe  par  le  point  G.  Ainsi  les  deux  droites 
Oi23«  023«,  0123i  01233  forment  un  système  superposable  à 
celui  des  droites  0124  0123,  0124  0234.  D'ailleurs  nous  avons 
reconnu  (§  4)  que  l'angle  0123  012i.  0234  était  égal  à  l'angle 
des  deux  droites  qu'on  obtenait  en  retranchant  aux  indices 
extrêmes  les  numéros  qui  leur  sont  communs.  On  a  donc 

0123  Om  0234  =  1.4J 

par  suite  0123b  0123i  0234S  =  1.4. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  la  propriété  suivante  : 
Si  l'on  considère  trois  cercles  d'ordre  quatre:  OajO^  0     l'angle 

Oa  0«  0     est  égal  à  celui   des  deux  droites   dont  les   numéros 

s'obtiennent  en   retranchant  aux  indices  extrêmes  les   chiffres 

qui  leur  sont  communs. 

10.  —  Appliquons  cette  remarque  aux  trois  angles 

°a   %   %     ^   Oy   Oa>     Oy   0.   Op; 

on  reconnaît  que  le  triangle  formé  par  les  trois  points 
Oa  06  0  a  des  angles  égaux  ou  supplémentaires  deux  à 
ilcux  de  ceux  du  triangle  formé  par  les  numéros  qui  ne  sont 
pas  communs  aux  trois  indices  -j.  p  y. 

Pour  préciser  ce  point  considérons  les  trois  centres  d'ordre 
quatre  01234,  Om6,  03431. 

Il  y  a  nécessairement  aux  trois  indices  deux  numéros  com- 
muns ;  ici  ce  sont  les  chiffres  3  et  4.  Les  autres  numéros 
sont  1,  2,  5  :  les  angles  du  triangle  Ol234  02343  03451  sont  deux 
à  deux  égaux  à  ceux  du  triangle  1  2  5  ou  deux  à  deux  sup- 
plémentaires des  angles  de  ce  triangle.  Mais  deux  triangles 
qui  jouissent  de  cette  propriété  ont,  comme  l'on  sait,  leurs 
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angles  nécessairement  égaux  deux  à  deux,  et  sont  par  consé- 
quent semblables.  Nous  dirons  donc  :  Le  trianqlc  0    CL  CL 

J        a     p     l 


S 


Corme  par  trois  centimes  d'ordre  quatre  est  semblable  au  triangle 
Uterminè  par  les  trois  droite,  dont  les  numéros  s'obtiennent  en 


a>-*? 
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supprimant  aux  trois  indices  a,  (3,  y  les  deux  numéros  qui  leur 
sont  communs. 

11.  —  Théorème  IV.  —  Les  centres  des  cinq  circonfé- 
rences d'ordre  quatre  qui  correspondent  à  un  pentagone  formé 
par  cinq  droites  indéfinies  et  deux  a  deux  concourantes  sont 
situés  sur  une  même  circonférence.  Cette  circonférence  est  d'ordre 
cinq. 

Il  résulte,  en  effet,  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire 
(^  9),  que  les  angles  obtenus  en  joignant  les  deux  points 
01234,  0234S  successivement  à  chacun  des  points 

^'l23o5    ^1243'    ^1345^ 

sont  tous  les  Irois  égaux  à  l'angle  i.5.  Les  cinq  points  0 
d'ordre  quatre  sont  donc  situés  sur  une  même  circonférence. 
C'est  cette  circonférence  d'ordre  cinq  que  nous  désignons 
par  la  notation  012343.     (T»i£a  ftg 

12.  —  Théorème  V.—  Lorsque  cinq  droites  i  2045  sont 
tangentes  à  une  même  parabole,  les  cinq  circonférences  d'ordre 
quatre  passent  par  le  foyer  de  la  courbe. 

Considérons,  en  effet,  les  trois  circonférences  d'ordre  quatre 

^123i)    ^234d>    ^3451 

qui  se  coupent  au  point  G  (théorème  III).  En  dehors  de  ce 
point  G  ces  circonférences  se  coupent  deux  à  deux  aux 
points  023i,  0184,  03i5. 

Les  droites  GOm,  G034S  sont  perpendiculaire  .  respective- 
ment sur  les  droites 

Ol23i  ^3*51      et      Ojm  023i,. 

On  a  donc      0134  G0345  =  012:ji  03451  02345. 
Mais  nous  avons  vu  (§  9)  que  l'on  avail 
0123i  03m  0234S  =i.5. 
On  a  donc,  finalement 

0134  G03i5  =  i.5. 

Le  point  F,  par  où  passent  tous  les  cercles  d'ordre  trois, 

dans  l'hypothèse  où  les  cinq  droites  sontlangenlesàune  même 

parabole,  jouit  précisément  (§  4)  de  cette  propriété.    Cette 

■remarque  s'appliquant aux  indices  1,  2,  3,4,  5  combinés  deux 

à  deux  de  toutes  les  façons  possibles,  on  peut  conclure  que 
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le  point  (î  coïncide  avec  le  foyer  F  de  la  parabole  tangente 
aux  cinq  droites  proposées. 

13.  —  Théorème  VI.  —  Lu  circonférence  d'ordre  cinq 
qui  correspond  aux  cinq  droites  î,  2,  3,4.  5;  lorsqu'on  suppose 
qu'elles  sont  tangentes  à  une  même  parabole,  passe  par  le  foyer 
de  cette  courbe. 

En  effet,  considérons  le  quadrilatère 
(_iOj234  U284S  U34S1  ; 
nous  allons  reconnaître  qu'il  est  inscriplible. 


On  a  vu  (§  7)quel'angle  (>a  <J  <>,  pour  des  points  0 d'ordre 
piatre  étail  égal  a  celui  des  deux  droites  dont  les  numéros 
s'obtenaient,  eu  retranchant  aux  indices  y.  et  H  les  chiffres 
iommuns. 

D'après  cela  on  a  donc 

-    ols84  Go3t5l=  2  n. 

On  a  vu  aussi  (§  9)  que  L'angle  Ott  Oa  Oy  pour  des  points  0 
l'ordre  quatre  était  égala  celui  des  droites  dont  les  numéros 
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s'obtenaient  en  supprimant  les  deux  chiffres  communs  aux 
indices  a,  y.  On  peut  donc  écrire 

O1234  02345  03i51  =  2.5. 
Le  quadrilatère  considéré  est  donc  inscriptible.  D'ailleurs 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  0123i  023i5  03m,  c'est  le  cercle 
012S4S  ;  on  peut  donc  dire  que  le  cercle  0  d'ordre  cinq  passe 
par  le  point  G  foyer  de  la  parabole  inscrite  au  pentagone 
proposé. 

44.  —  Les  théorèmes  V  et  VI  sont. des  cas  particuliers  des 
théorèmes  généraux  que  nous  avons  donnés  plus  haut  en 
supposant  cinq  droites  quelconques  et  non  pas  cinq  droites 
tangentes  à  une  même  parabole.  Ces  cas  particuliers  ont 
été  retrouvés  par  M.  Ritschie  (*).I1  nous  reste  à  montrer  com- 
ment on  étend  à  n  droites  quelconques  du plan  les  théorèmes 
III  et  IV. 

Nous  indiquerons  d'abord,  à  propos  de  cette  généralisa- 
tion, la  notation  qu'il  nous  paraît  bon  d'employer  pour  ex- 
poser les  raisonnements  nécessaires  à  cette  généralisation. 
Le  point  sur  lequel  on  effectue  une  étude  de  géométrie  ré- 
currente étant  désigné  par  P,  nous  l'affecterons  de  deux  in- 
dices. L'indice  supérieur  indique  V ordre  du  point;  l'indice 
inférieur  représente  le  numéro  de  la  droite  qui  a  été  supprimée 
pour  considérer  le  point  en  question.  D'après  cela  P^  désigne 
un  point  P  d'ordre  a  obtenu  en  considérant  (a  -f-  i)  droites, 
parmi  lesquelles  on  a  supprimé  celle  qui  portait  le  numéro  [3. 
Lorsqu'il  n'y  a  pas  d'indice  inférieur  à  la  lettre  P,  lorsqu'on 
écrit  Pn  on  entend  représenter  par  là  le  point  P  d'ordre  n 
qui  correspond  aux  droites  1,2,  ...  n.  De  même  P£g2 
désigne  le  point  P  d'ordre  (n  —  3)  qui  correspond  au  polygone 
complet  obtenu  en  supprimai!  les  droites  a, [3,  et  ainsi  de 
suite.  Ces  notations  peuvent  présenter  quelque  difficulté, 
quand  on  les  emploie  pour  la  première  fois;  mais  elles  son! 
indispensables  à  une  étude  de  géométrie  récurrente. 

15.  —  Il  est  maintenant  facile  de  comprendre  comment 

(*)  Messenger  of  mathematics,  vol.  IV,  p.  127.  —  Nouvelle  Correspondance 
mathématique,  1877,  p.  147. 
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on  pourra  passer  de  l'élude  des  polygones  de  (n  —  i)  droites 
à  celle  du  polygone  de  n  droites.  On  admettra  les  propriétés 


s, G' 


't.  G 


v.     ,. 


a.  G' 


établies  ci-dessus  pour  lous  les  points  P  d'ordre  (n  —  2) 
qui  se  déduisent,  d'après  la  loi  étudiée,  des  polygones  de 
(n —  1)  droites;  on  démontrera  que  ces  propriétés  appar- 
tiennent encore  aux  points  P  d'ordre  (n  —  1)  obtenus  avec 
un  polygone  de  n  droites,  quand  on  fait  successivement 
abstraction  de  l'une  d'entre  elles.  Les  théorèmes  démontrés 
pour  les  points  P  d'ordre  (n  —  1)  subsisteront  donc  pour  les 
points  P  d'ordre  n. 

Considérons  les  Irois  points  d'ordre  (n  —  2) 

0^.   0$>,    0*$.  (A) 

Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points,  cercle  qui  ren- 
ferme tous  les  points  C)n~\"o'-x%  ctc->  a  Pour  ccnlre  le  Poinf 
que  nous  désignons  par  Oa  .  Considérons  de  même  le  perde 
Ofl  .  Ces  deux  circonférences  ont  un  point  commun,  savoir: 
uo|3  :  nous  désignerons  par  G  le  second  point  d  intersection 
de  ces  deux  circonférences. 

Les  points  (À)  sont  trois  points  d'ordre  (n  —  2)   apparle- 

,              ,.     ,      .              /i  .2  ... .  n\         .    „ 
nant  au  polygone  a  ordre  (n —  i)>  ( )  '■>    S1     ' ,m 
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convient  de  désigner  ainsi   les  (n  —   i)  droites   qui  se  dé- 
duisent des  droites   proposées   1,2.  ...  n;    en   supprimant 
celle  qui  est  numérotée  a. 
On  peut  appliquer  aux  points  (A)  la  propriété  du  §  9;  on  a 

donc  05a°<°5'=^'  (*) 

Prenons  maintenant  sur  la  circonférence  0£~'  le  point  Og~l» 
qui  est  certainement  situé  sur  elle  ;  ceci  résulte  de  la  défini- 
tion  même  de    cette    circonférence  O"-1.  De  l'égalité  (1)  on 

conclut  O^2  G  O»-2  =  pj»  (2) 

Cette  égalité  constitue  un  principe,  duquel  on  déduit 

Des  égalités  (2)  et  (3)  on  tire 

05?G05? ="'?•  (i) 

Ceci  posé,  considérons  les  trois  points 

r\n—2  Hn-2  (")"-2 

qui  sont  trois  points  d'ordre  (n  —  2)  du  polygone 

1  .2   ...  n 


On  sait  que  l'on  a  (§  9) 

0^0-7  O5?  =  a,p.  (5) 

En  comparant  (4)  et  (o)  on  voit  que  le  cercle  O'^,1  ()','r,-  0£~,2 

passe  par  le  point  Gr.  Tous  les  cercles  O/1-1,  O.;--,.  . .  passent 
donc  par  le  même  point  G. 

On  voit  ensuite,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait 
plus  haut  (théorème  IV),  que  les??  points  d'ordre  (n —  1) 
appartiennent  à  une  même  circonférence.  Cette  circonférence 
passe  par  le  point  G,  quand  les  11  droites  sont  tangentes  à 
une  même  parabole,  et  ce  point  G  est  alors  le  foyer  de  cette 
courbe. 

Nous  pouvons  donc  finalement  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  général.  —  Soil  un  système  de  n  droites 
1,  2.  3,   ...  n 
deux  à  deux  concourante*:  /oisons  abstraction  de  l'une  d'entre 
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elles  :  nous  obtiendrons  (n —  i)  droites  formant  un  polygone 
eomplet  auquel  correspond  un  point  d'ordre  (n  —  i)  et  une  cir- 
conférence d'ordre  (n  —  i  )  définis  par  la  loi  de  récurrence  que 
nous  avons  développée.  Cette  loi  qui  prend  pour  point  de  départ 
la  considération  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés 
par  les  quatre  droites  d'un  quadrilatère  complet,  conduit  aux 
conclusions  suivantes  : 

1°  Les  n  circonférences  ainsi  obtenues  passent  par  un  même 
point  <i  ; 

2°  Les  centres  de  ces  circonférences  sont  situés  sur  une  même 
circonférence  0; 

3°  Dans  le  cas  particulier  où  les  n  droites  enveloppent  une 
même  parabole,  le  point  G  est  le  foyer  de  la  courbe  et  la  cir- 
conférence 0  passe  par  ce  point. 

(A  suivre.) 


ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  M.  A.  Horel. 

[Suite,  voir  p.  10.) 


5. —  Lorsque  le  triangle  a  une  forme  particulière,  ou  peut 
trouver  facilement  la  valeur  de  l'angle  a,  et  par  suite  la 
position  des  points  o>  et  &>'. 

Si  le  triangle  est  équilaléral,  il  est  évident  que  l'angle  % 

est  t'gal  à  30°;  les  points  w  et  w'  sont  confondus  au  ccnlre 

du  triangle.  Du  reste,  la  formule  qui  donne  x  devient  alors 

cotg  k  =  3  cotg  A  =  1/3^ 

Donc  a  =  30". 

r \ 

Si  le  triangle  est  isoseele,  un  aB  =  C  =  — — .  Donc 

2 

col  g  7.  =  COtg  A  -f-  2lg . 

r  1  ,         i       \  '  A  I  A 

Vax  remplaçant   cotg  A  par —  cotg tg — ,  on  trouve 

2  2  2     '     2 

3         A         i  A         2  cos  A 

cotg  X  =  —  tg  —  -f 


2      °    2      '      2  °    2  si  u   A 
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Lorsque  le  triangle  est  rectangle 
A=  — ,  et  B  =  —  —  C; 

2  2 

2 


on  a  alors     cotg  x  =  cotg  B  -f-  tg  B  =  — : 


6.  —  Cherchons  dans  le  cas  général  la  distance  des  deux 
points  m  et  w'.  Soient  d  celte  distance,  wBA,  ûGB  les  angles 
égaux  à  x.  En  désignant  Aco  et^Aco'  par  x  et  ce',  on  a 


ce  =: 


c  sm  x 


b  sin  a 

si n   A. 


sin  A 

Le  triangle  oxo'A  uous  donne 

o2  =  x-  -f-  ce'2  —  2XX''cos  (A  —  2a). 

Si  nous  remplaçons  x  et  ce'  par  leurs  valeurs,  nous  trouvou  • 

sin2  A         ,  ,    . 

o2   — ; =  6*  -L.  c2  —  26c  cos  A  —  27.)  : 

sm2  oc 

d'autre  part  nous  avons 

b*  -f-  c2  =  a2  -f-  26c  cos  A; 

>in2  A 


donc 


— —  =  a2  —  46c  sin  a  sin  (A  —  a). 


sin2  x 

Xous  trouverions  de  même  très  facilement  les  valeurs 

.      sin2  B         ,  . 

o2  — : =  b2  —  ±ca  sm  a  sm  (B  —  x)    , 

sin2  7.  v  ' 

sin2  C  ,     .  „        . 

S2   ■— r-z —  =  c2  —  4^6  sm  y.  sin  (G  —  a). 
sm2a  x  ' 

En  égalant  les  deux  premières  valeurs  de  o2,  nous  avons 
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a-  —  46c  sin  a  sin  (A.  —  62  —  qcû  fin  x  sin  (B  —  x) 

sin2  A  sin-  B 

Cette  relation  donne,  après  réduction, 

b  sin  (A  —  y.)  a  sin  (B  —  x) 

sin2  A  siu2  B 

ou  encore     sin3  B  sin  (A  —  7.)  =  sin"  A  sin(B  —  7.) 
d'où  nous  tirons 

si  if  B  cos  A  —  sin3  A  eos  B 


rot?  A 


sin  A  sin  B  sin  (i  sin  (B  — A) 
Mais  on  a 

sin3  B  cos  A  —  sin3  A  1:0s  B  .       L    ,      .    n    .'  „ 

=  sin2  A  -j-  sin  B  sin  C  cos  A; 


sin(B  —  A) 

par  conséquent,  nous  retrouvons  ici  l'expression  déjà  obte- 
nue pour  cotg-  a: 

sin*  A  4-  sin  B  sin  G  cos  A 

COtg  7.=  ■ r-1—, ; =: — : . 

sin  A  sin  B  sin  (  ; 

7.  —  La  discussion  de  la  valeur  que  nous  venons  d'indi- 
quer pour  ki  valeur  de  0  conduit  à  un  résultat  intéressant. 
Nous  avons  trouvé  l'égalité 

sin2  A 
o2  — — —  =  a2  —  Abc  sin  7.  sin  (A  —  a). 
sin2  a  ^  v  ' 

Or  on  a  aussi 

...  k         sin  y.  sin2  A 

sin  (A  —  a. 


sin  B  sin  C 
Donc  on  trouve 

k.  sin*  A  .  ,      sin2  oc  sin2  A 

=  a2  —  46c 


sm2  7.  T         sin  B  sin  (  ! 

Mais,  d'autre  part,  dans  le  triangle  ABC,  on  a 

abc 

sin  A  sin  B  sin  C 

On  en  tire  facilement 

<:■  sin"  A 

— — —  a\\  —  4  sin2  aï, 

sin*  a 

et  par  suite  on  a 

a  '      b  c  <•; 


smA  sin!;  si,,(J  sinav/i-4sm«« 

R  étant  !«•  rayofl  tin  cercle  circonscrit  au  triangle. 


ïK. 
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Cette  intéressante  relation  entre  o,  l'angle  a  et  le   rayon, 

nous  apprend  en  outre  que,  pour  que  l'on  ait  des   valeurs 

réelles,  il  faut  que  l'angle  a  ne  dépasse  pas   3o  degrés;  car 

cet  angle  est  évidemment  aigu  et  son  sinus,  comme  nous   le 

i 
voyons,  ne  peut  surpasser  — . 

Un  pourrait,  du  reste,  obtenir  ce  résultai    en  partant  im- 
médiatement de  la  formule 

cotg  a  =  cotg  A  +  cotg  B  -f-  cotg  G. 
Les  angles  A,  B,  G,  étant  les  angles  d'un  triangle,  on  a 

cotg  C  =  —  cotg  (A  -f  B). 
Donc 

cotg  a  =  cotg  A  -f  cotg  B  —  cotg  (A  +  B). 
Supposons  d'abord  l'angle  A   constant;  il  suffit    donc  de 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 
cotg  B  —  cotg  (A  +  B), 

2  sin  A 

ou-  de  • t 77 — ; — ïjr~. 

cos  A  —  cos  (A  -f-  2B) 

Cette  expression,  essentiellement  positive,  passera  par  un 
minimum  pour        cos  (A  -f-  2B)  =  —  1 
ou  A  -f-  2B  =  «. 

Mais  déjà  A  -f  B  -f-  C  =  tc  ; 

donc  B  =  G, 

et  par  suite,  pour  une  valeur  donnée  de  A,  a  deviendra 
maximum  lorsque  le  triangle  sera  isoseele,  les  côtés  égaux 
étant  ceux  qui  comprennent  l'angle  A. 

Cherchons  maintenant  pour  quelle  valeur  de  A  la  fonction 

cotg  x  =  cotg  A  -f-  2  tg  — 

devient  minima. 

Nous  avons  vu  que  celte  expression   pouvait   se  mettre 


sous  la  forme        cotg  a 


A 

b  tang2  — ■  -|-  1 

2  tang  ■ — 

2 


il  est  alors  facile  de  voir  qu'elle  passe  par  un  minimum  pour 
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to-A-Ll. 

&      2      ~"  3       ' 

alors  A  =  6o° , 

et  par  conséquent  le  triangle  est  cquilalcral. 
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(A   suivre.) 


QUELQUES  THEOREMES  DE  (iÉOMÉTRIE  ELEMENTAIRE 


Par  M.  E.  Catalan  [*). 


1.  —  Annexes  d'un  triangle.  —  Soient  M,  N,  P  les  points 


Fig.  i. 


symétriques  des  sommets  A.  B,  G  d'un  triangle,  relativement 

aux  côtés    BC,    CA,  AB.    Si  l'on    mène  1rs  droites  PB,  NC. 


Extrait  do  Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Belgique.   ■'('  série    i     IV 
n-  9,  io,  18ML 
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elles  déterminent  en  général,  avec  BC,  un  triangle  BCA.'  (*), 
que  l'on  peut  appeler  annexe  de  ABC,  suivant  BC.  De  même, 
CAB',  ABC  sont  des  annexes.  Ces  triangles  jouissent  de 
propriétés  assez  remarquables. 

2.  —  Angles  des  annexes.  —  Soit  Bu.-  le  prolongement  de 
AB.  D'après  la  construction, 

A'Bx  =  PBA  =  CBA  =  B  ; 
donc  ABC  =  2''  —  2B. 

De  même,  BCA'  =  2d  —  2C. 

Par  conséquent,  A.'  =  id  —  2A.  (  '    ) 

Ainsi,  les  angles  de  l'annexe  suivant  BC  sont  les  suppléments 
des  doubles  des  angles  de  ABC.  Il  en  est  de  même  pour  les 
doux  autres  annexes.  Conséqucmment,  (es  trois  annexes  sont 
semblables  ;  et,  en  outre  : 

ABC  =  ABC  =  B', 
BCA'  =  ACB'  =  C, 
BAC  =  CAB'  =  A'. 

3.  —  Remarque.  —  Soit  0  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  ABC.  L'angle  au  centre,  BOC,  est  double  de  A. 
Donc  BOC  -L-  A'  =  2''  :  le  quadrilatère  BOCA'  est  inscriptible. 
DemônieCOAB'jAOCA'sont  des  quadrilatères inscriptibles ("  '  ' ). 

4.  —  Hexagone  des  annexes.  —  Dans  l'hexagone 

A'C  B'A  C'B  A', 
les  angles  en  A',  B',  G'  ont  pour  valeur,  respectivement: 

2d  —   2Â,   2d  —  2J3,    2''  —  2C. 

L'angle  en  A  égale 

CAB'  +  A -f  BAC  =  2Â'  +  A=  4''  —  3A. 
Donc  l'angle  extérieur  (****)   B'AC   est,  le  triple  de  A.    Sem- 
blablement  :  angle  ext.  B'CA  =  3C, 

anffleext.  G'BA'  =  3B. 


\*)  II  est  visible  c*ner,   si  l'angle  A  est  droit,  les  lignes  PB,  A'C  sont  paral- 
lèles entre  elles.  Cette  conclusion  résulte,  d'ailleurs,  des  valeurs  suivantes. 
(.**)  Lorsque  A  =  1',  A'  est  nul,  conformément  à  la  remarque  précédente, 
[***)  Nous  reviendrons  sur  celle  propriété. 
••**)  L'expression:  angle  extérieur, n'a  pas,  ici, la  signification  habituelle. 
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5.  —  Remarques.  —  I.  La  somme  des  angles  intérieurs,  en 

A,  B.  C,  est         i  2"  —  3(A  +  B  -f-  C)  =  6*; 

donc  un  au  moins  de  ces  trois  angles  surpasse  deux  droits. 

II.  L'hexagone  est  non  convexe. 

III.  La  somme  des  angles  intérieurs,  en  A',  B',  C,  égale  deux 
droits. 

6.  —  Théorème.  —  1°  La  droite  AA'.  qui  joint  un  sommet 
de  ABC  au  sommet  correspondant  d'une  annexe  BCA',  contient 
le  centre  0  de  la  circonférence  circonscrite  au  premier  triangle 
et  le  centre  %  de  la  circonférence  inscrite  à  l'annexe  :  2°  le  second 
centre  est  situé  sur  la  première  circonférence. 

Soient  Bf  perpendiculaire  à  BA.  Cg  perpendiculaire  à  CA. 
D'après  la  définition  1 1 1.  _-••--.. 

ces  droites  sont  bissec-  , '*  *-... 

trices  des  angles  CBA'.  /  *"*.• 

BAC;  dont  elles  se  cou- 
pent, au  centre  %  du  cer- 
cle inscrit  à  l'annexe. 

En  second  lieu,  la 
circonférence  décrite 
sur  Av.,  comme  diamètre, 
contient    les    sommets 

B,  <  :  :  ollc  est  circon- 
scrite au  triangle  ABC. 

Menons  la  droite  aA', 


Fig.  8. 


laquelle  est  bissectrice  de  l'angle  A'.   Nous  aurons 


BaA'  =  2" 


(A'-fF)  =  A-f-B; 


cl.  parce  que  BaA,  HUA  sont  inscrits  au  même  segment, 
BaA  =  BOA  =  (  l 
Donc  BaA'  -f  BaA  =  A  -f-  B  -f-  G  =  2d, 

A'a(  >.\    est    une   ligne  ilroite. 

7.  —  Corollaires.  —  I.  Si,  dans  le  erre  le  0,  la  corde  BC 
est  fixe,  et  que  le  point  X  soit  mobile,  le  lieu  eu  point  A'  est 
un  are  de  h  circonférence  B0( 
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IL  Si,  au  contraire,  le  point  A  est  fixe,  et  ([ne  la  corde  BA 
soit  mobile,  le  lieu  du  point  A'  est  le  prolongement  du  diamètre 
passant  en  A  (*). 

8.  —  Autre  construction  de  l'annexe.    —  Soit  a  le    point 
diamétralement  oppose  à  A.  dans  la  circonférence  circons- 
4 


Fif)  S. 

critc  au  triangle  ABC.  De  ce  point,  comme  centre,  décrivez 
la  circonférence  tangente  au  côté  BC.  Des  extrémités  de  ce 
côté  menez  les  tangentes  BA',  CA'  :  elles  se  coupent  en  un 
point  A',  situé  sur  AOx  5  et  BA'.  C'est  l'annexe  demandée. 

9.  —  Annexes  d'un  polygone  inscrit,  ayant  un  nombre  impair 
de  côtés.  —  Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE.  ins- 
crit à  la  circonférence  0.  La  construction  iudiquée  ci-contre 
détermine  les  annexes  DA'C,  EB'D,  ...  ;  puis  le  décagone 
AC'EB'D  ....  dans  lequel  les  diagonales  se  coupent  au  rentre 
du  cercle  donné  (*).  (A  suivre] 

(*)  On  verra,  tout  a  l'heure,  comment  cm  doit  prendre  la  corde  mobile  pour 
que  le  point  A'  soit  fixe. 
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QUESTION  .J2 

Solution  par  E.  Mosnat,  à  Thiers. 


Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
deux  équations  ax-  -f-  bx  -f-  c  =  o 

(ab'  —  La')  x2  -j-  2(ac'  —  ca'jx  -f-  (hc'  —  cb')  =  o 
aient  une  racine  commune  est  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  équa- 
tions ait  ses  racines  égales.  (Lauvernay.J 
Si  les  deux  équations 

ax*  -f-  bx  -f-  c  =  o 

y,/:2  -\-  $X  -f-  Y  =  O 

ont  une  racine  commune,  elle  sera  racine  de  l'équation  ob- 
tenue en  éliminant  x2  entre  les  deux  équations  précédentes, 

,    , .  ,    ,  ca  —  av 

c  est-a-dire  ei-ale  a  ■ ; — . 

ary  —  b-j. 

Portons  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  ;  nous 
aurons 

a  (cet  —  av)2  -f-  Uc-j.  —  «y)  (a[i  —  bx)  -j-  c(a(3  —  by.)2  =  o  ; 
telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  équations  aient  une 
racine  commune. 

Développons  et  ordonnons  par  rapport  à  oc,  (3,  y,  et  suppri- 
mons le  facteur  commun  o,.  différent  de  zéro,  il  vient 

cV  +  ac$-  -f  a2y2  -f  (/r  —  2ac)  v.v  —  b$  (ca  +  a--)  =  o. 

Dans  le  <-as  particulier  considéré  on  a 

Cet  -\-  av  =  — — 

2 

\rV- 
ci  par  suite  '■'-?.-  -f-  a2y8  =  — '■ — ■  —  aacay. 

4 
Portons  ces  valeurs  dans  la  condition  donnée,  on  obtient 
après  simplifications 

■i ayj  (6*  —  40c)  =  o, 

si  a  csl  différent  de  zéio  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait 
//-  —  44c  =  o 

ou  y-  —  4-y.v  =  o. 


42 
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c'est-à-dire  que  l'une  ou  l'autre  des  équations  ait  ses  racines 
égales. 

Nota.  —   Ont  résolu    la    même  question    :    MM.  Gino-Loria,  à  Mantoue  ; 
Lachesnais,  lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  51 

Solution  par  M.  M.  Vazou. 


On  considère  un  cercle  Oei  deux  diamètres  rectangulaires  AB, 

CD;  on  joint  le 
point  G  à  un 
point  M  pris 
arbitrairement 
sur  AB,  et  en  ce 
pointM.  on  élève 
à  CM  une  per- 
pendiculaire qui 
rencontreOaux 
points  P  et  Q; 
si  en  ces  points 
P  et  Q  on  mène 
les  tangentes  au 
cercle,  ces  droi- 
tes se  coupent  en 
un  point  I  dont 
on  demande  le 
lieu  géométrique 
quand  le  point 
M  se  déplace  sur 
AB.     (G.  L.) 

Menons  01 
qui  rencontre 
PQ  en  L,  et 
abaissons     du 


point  I  la  perpendiculaire  111  sur  CD. 
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R2 

On  a  01=—. 

La  similitude  des  triangles  OGM  et  OML  donne 

or,  =  0M' 


CM  ' 

CM 


OM2  ' 
01  R2 


par  suite  on   a  OI=R2X 

ce  qui  peut  s'écrire 

H      ]  CM  OM2 

mais  la  similitude  des  triangles  OCM,  HOI  donne 

01  IH 


CM         OM' 

11-  R4 

par  suite  =_ ;     IH*=  — 

mes  triangles  d 
01  R2 


La  similitude  des  mêmes  triangles  donne  également 


R  CM  OM-  ' 

OH  IH 

ce  qui  donne  -^-  =  — — , 

IH  OM        _R_ 

ÔÏÏ"  ~~  ~BT:~   IH* 
Donc  IH2  =  R.  OH, 

ce  qui  montre  que  les  points  I  appartiennent  aune  parabole 

avant  pour  sommet  0  et  pour  paramètre  —  . 
Nota.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Devîlle,  à  Lorient. 


QUESTION  55 

Solution  ]>:ir  .M.  Gh.  Mascart,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  dans  un 
plan  une  courbe  o  quelconque,  mais  symétrique  pur  rapport 
ii  Ox.  SoïtM  un  point  de  la  courbe;  on  mène  la  normale  en  M 
à  y;  puis  ayant  pris  le  point  M.',  symétrique  de  M  par  rapport 
ii  Ox,  point  qui  est  sur  y, par  hypothèse,  on  mené  la  tangente  à  f 
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au  point  M':  cette  tangente  et  la  normale.  enM  donnent  deux  droites. 
On  considère  les  bissectrices  de  leur  angle  et,  du  point  0,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  bissectrices.  Lieu  des  pieds 
de  ces  perpendiculaires, 

Appelons    a   l'angle  MAM'  des  normales  à  cp  en  M  et  M'  ; 


h  l'angle  MBIT  de  la  normale  en  M  et  de  la  tangente  en  M'; 
BE,  BE'  les  bissectrices  de  cet  angle  et  I,  l'aies  projections 
du  point  0  sur  ces  bissectrices. 
Nous  avons 

h  =  i   dr.  —    BAM'  =  7.—  i   dr. 


// 

\   2 


AEB  =  2  dr.  —  (—+  EkB)  =  — 


dr. 


XOI  =  i  dr.  —  IEO  =  —  dr 


On  a  de  même 


XOI'  =  —  dr 


Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  deux  droites  situées 
dans  le  plan  de  o,  se  coupant  en  0  sur  l'axe  Ox  et  inclinées 
à    io°  sur  cet  axe. 
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Le  plan  de  o  pouvant  occuper  toutes  les  positions  pos- 
sibles autour  de  Occ, l'ensemble  de  toutes  les  positions  de  la 
courbe  sera  une  surface  de  révolution  d'axe  Ox,  et  le  lieu  sera 
un  cène  à  deux  nappes  d'axe  Ox,  de  sommet  O,  et  d'angle  au 
sommet  égal  à  45°. 

Nota.  —  La  même  question  acte  résolue  par  MM.  Deville,  à  Lorient;  Julien 
Sauve  à  Moulins;  Lenoir,  Louvet  et  de  Berlhes,  collège  Stanislas;  II.,  S.  lycée 
tic  Toulouse. 


QUESTION  57 

.Nul ii (ion  par  M.  Jacob,  lieutenant  d'artillerie  de  marine,  à  Lorient. 


On  considère  un  cercle  C  et   une  droite  D  tangente  à  G  au 
point  O;  sur  D  on  prend  deux  points  A  et  B  tels  que  OA.OB 


=  K2:   K  étant  une  ligne  donnée  par  ces  points  A   et  B.  on  mène 
à  C  des  Hangenles;  soient  A'  et  B'   les  points  de  contai!.  D'un 

point  fi.ee    P  pris  dans  l'espace  on  uhiiisse  sur   A  11'  une  perpen- 
diculaire PI.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  I. 
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Du  point  P  de  l'espace  abaissons  une  perpendiculaire  P-j 
sur  le  plan  du  cercle,  la  droite  a>I  sera  perpendiculaire  à 
A'B'  et  la  question  revient  à  trouver  le  lieu  du  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  ep  sur  A'B'. 

Soit  M  le  point  d'intersection  de  AA'  et  de  BB',  je  dis  que 
le  lieu  du  point  M  est  une  parallèle  à  la  tangente  AB.  Pour 
le  prouver  abaissons  MB  perpendiculaire  à  AO,  évaluons  de 
deux  manières  l'aire  du  triangle  MAB.  On  a 

MP  (OA  -f  OB)  =z2r  (OA  -f  OB  -f  MA'), 
r  désignant  le  rayon  du  cercle  donné. 

Or  le  rayon  r  est  donné  en  fonction  des  côtés  par    la    for- 
mule pv-  =  ( p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c), 
ou  ic i            (OA  +  OB  +  MA')  r2  =  0 A .  OB .  MA'  : 
tirons  de  là  la  valeur  de  MA'  : 

MA,  =  (OA  +  OB)  r2  _  _  (OA  +  OB)  r- 

donc  MP  = 

MP  = 


OA.OB  —  r2  K2  — r2       ' 

OA  -f  OB 

2lv°-r 


K2  —  r2 

MP  est  doue  constant  et  par  suite  le  lieu  du  point  M  est 

une  parallèle  à  AB.  Il  suit  de  là  que  la  corde  des  contacts 

A'B'  passe  par  le  pôle  de  cette  droite  A    et  la   distance  de  ce 

point  au  point  0  s'obtient  aisément. 

Soit  J  ce  point,  on  a 

GJ.GN^r2, 

2K2r 
CX  =  ■= -  r, 

K-  —  r- 


GN  = 


GJ 


(K2  +  r1)  r 

K2  —  r2 
r  (K2  —  r2) 


K2  +  r- 

la  droite  A'B' passant  par  le  point  fixe  J,  le  lieu  I  est  le  cercle 
décrit  sur  oJ  comme  diamètre. 

Nota.  —  Ont  résolu   la   même    question:  MM.  Sanlol,  à  Toulouse;  Julien 

Snuvc,  à  Moulins. 
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Traité  d'algèbre  élémentaire,  par  M.  •!.  Collin,  ancien  élève  de  l'École 

polytechnique.  Paris,  librairie  Gauthier-Yillars. 

L'algèbre  de  M.  Collin  est  faite  à  un  point  de  vue  absolument  pratique,  et 
cette  qualité  la  rend  particulièrement  recommandable  pour  les  élèves  qui,  devant 
préparer  des  examens  élémentaires,  ont  à  se  préoccuper  du  calcul  algébrique. 

Le  calcul  proprement  ditprend  place  maintenant  même  dans  les  compositions 
du  baccalauréat  es  sciences;  cette  année  encore,  dans  plusieurs  facultés  on  a 
donné  des  expressions  à  simplifier  ou  des  systèmes  d'équations  littérales  à 
résoudre.  Et  cependant  combien  sont  peu  nombreux  les  élèves  qui  savent  cal- 
culer! Cela  tient  à  ce  que  tous  les  petits  détails  et  artifices  qui  constituent 
réellement  le  calcul  ne  s'enseignent  qu'oralement  et  ne  sont  indiqués  explici- 
tement  dans  aucune  Algèbre  imprimée  jusqu'ici.  M.  Collin  a  voulu  combler 
cette  lacune,  il  a  pris  ces  petits  détails  un  à  un,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  se 
i.'nt  dans  l'exposition  générale  de  la  théorie,  les  explique,  les  développe 
et  après  chacun  d'eux  traite  quelques  exemples  et  propose  des  exercices:  de 
celle  manière  il  familiarise  l'élève  avec  le  calcul  algébrique. 

Pour  les  maxima  et  les  minima,  l'auteur  commence  par  énoncer  explicite- 
ment plusieurs  axiomes;   puis   il   résout   dix  types   généraux  ût'S  problèmes  et 

fait  suivre  chacun  d'eux  de  quelques  exemples. 

Les  candidats  au  baccalauréat  trouveront  aussi  dans  ce  livre  tous  les  pro- 
blèmes importants  sur  l'équation  générale  du  second  degré,  tels  que  la  somme 
des  puissances  semblables  des  racine;,  la  condition  pour  que  deux  équations 
aient  des  racines  communes,  etc. 

Quant  aux  élevés  qui  se  préparent  à  Saint-Cyr,  ou  à  l'École  forestière,  les 
chapitres  sur  les  radicaux,  les  inégalités,  les  indéterminations  apparentes  leui 
seront  fort  utiles.  Pour  l'étude  de  la  variation  des  fonctions,  l'auteur  emploie  la 
métho  le  directe  qui  évite  tout  tâtonnement ,  et  fait,  en  outre,  sur  la  traction  du 
second  degré  plusieurs  remarques  importantes,  et  bien  propres  à  guider  les 
élèves;  non  ;  signalerons  ce  qu'il  appelle  les  courbes  élémentaires  de  la  fraction 

Enfin,  pour  résumer  ce  que  nous  pensons  de  ce  livre,  nous  dirons  que, 
avec  ses  150  exemples  résolus,  et  ses  Î0O  exercices  proposés,  il  constitue  un 

excellent  guide  pour  les  élèves  sérieux,  qui    veulent   arriver  aux  examens  avec 

une  préparation  complète  pour  l'algèbre,  cette  partie  important  ■  dans  les  com- 
positions écrites.  A.  M . 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


72.  —  Résoudre  le  système 

xy  (x  -J-  y)  —  ab  (<t  -f-  6) 
<•'-  —  V)  (■>■■  +  VI)  (2J3  +  .'/)  =  (a  —  b)  (a  -f  26)  (2a  -f  6). 

(E,  Lu 
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73.  —  On  considère  une  parabole  P.  de  foyer  F  et  de 
directrice  A.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  P 
et  au  cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec  le  paramètre 
pour  rayon  :  1°  se  coupent  sur  l'axe  en  un  point  symétrique 
de  F  par  rapport  à  A  ;  2°  que  l'angle  de  ces  tangentes  est 
de  60°.  (G.  L.) 

74.  —  On  donne  une  droite  A,  et  trois  points  A,  B,  C,  en 
ligne  droite;  soit  M  un  point  quelconque  de  A;  par  le  point 
B,  on  mène  une  droite  qui  rencontre  MA  au  point  I.  et  MO 
au  point  I';  on  suppose  d'ailleurs  que  BI  =  BI'.  Trouver  le 
lieu  du  point  I  et  celui  du  point  I'.  (G.  L.) 

75.  —  On  donne  un  quadrilatère  inscriptible  ABOI)  dont 
les  diagonales  se  rencontrent  en  M.  Du  point  M  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  quatre  cotés  du  quadrilatère. 
Les  pieds  de  ces  perpendiculaires  forment  un  nouveau  qua- 
drilatère ://vp;  on  propose  de  démontrer  que  ce  quadrilatère 
est  circonscriptible.  (I.  H.  S.) 

76.  —  On  propose  de  résoudre  les  deux  équations 

x  [x.«  -L.  y*  _  d  (x  -f-  y)]  a_ 

(y  +  x.—  â)(œ*  +  y*)       -  cl  ' 

as8  +  !/s  —  d(x  +  y)  __   b_ 
J  {y  +  x  —  cl)  {x-  -f  if)     ~  cl  ' 
on  vérifiera  que  les  formules   demandées    s'obtiennent  par 
la  simple  permutation  des  lettres  a  et  x  d'une  part;  b  et  y 
de  l'autre.  (G.  L.)  ' 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES   CHEMINS  DE   HT..     —    IMPRIMERIE  CHAIX. 
RUE  BERGÈRE,  20,    PARIS.  —  21310-S. 
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LA  GÉOMÉTRIE  RÉCURRENTE 

Par  M.  €■•  de  Longcliaiups. 

[Suite,  voir  pages  3  et  25.) 


DEUXIÈME   APPLICATION 

Étude  de  géométrie  récurrente  sur  la  droite  de  Simson. 

16.  —  On  sait  que  si  d'un  point  M  pris  sur  une  circonfé- 
renceO  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  triangle, 
triangle  dont  les  sommets  i,  2,  3  sont  situés  sur  0,  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  sont  situés  sur  une  droite  A123. 

Ce  théorème  est  dû  à  Simson.  Nous  appellerons  droite  de 
Simson  cette  droite  Am,  et  pour  rappeler  qu'elle  est  obtenue 
au  moyen  de  trois  points  pris  sur  la  circonférence  (abstrac- 
tion faite  du  point  M),  nous  dirons  qu'elle  est  d'ordre  trois  et 
qu'elle  correspond  au  point  M.  Enfin  pour  mieux  distinguer 
ce  point  M,  nous  le  nommerons  point  fondamental. 

Prenons  maintenant  quatre  points  1,  2,  3,  4  sur  la  circon- 
férence 0.  Si  nous  faisons  successivement  abstraction  de  l'un 
de  ces  points,  nous  obtiendrons  quatre  triangles  :  à  chacun 
d'eux,  et  au  point  M,  correspond  une  droite  de  Simson  d'ordre 
trois, ces  quatre  droites  sont  liées  les  unes  aux  autres  par  des 
propriétés  que  nous  allons  établir. 

17.  —  Théorème.  —  Le  triangle  formé  par  trois  quel- 
conques des  droites  de  Simson  d'ordre  trois 

^123       "JJ«        -\;u        -\l2  5 

droites  qui  correspondent  aux  quatre  points  1,2,3,4  (^'  ^a  circon- 
férence 0.  est  semblable  au  triangle  que  l'on  obtient  en  suppri- 
mant au.i:  trois  indices  considérés  le  numéro  qui  leur  est  commun. 

Considérons  en  effet  la  droite  de  Simson  A123,  qui  correspond 
au  point  M  ,~Xes  angles  marqués  y.  et  [3  sur  [a  figure  sont 
égaux,  puisque  le  quadrilatère  3.M.H,3.H23  est  inscriptible. 
D'autre  part  L'angle  p  est  complémentaire  de  l'angle  M.  3.  Hta, 

JOUBft  M     Dl     M  V.  T  M .    KLK.M.     ISS!!  3 
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angle  qui  est  égal  à  M.  i  .2  (fig.  1).  Celte  remarque  conduit 

d'abord  à  la 
propriété  sui- 
vante :  une 
droite  de  Sim- 
son  d'ordre  trois 
A123  est  inclinée 
sur  l'un  des  cô- 
tés du  triangle, 
sur  le  côté  1 .3, 
par  exemple, 
d'un  angle  aigu 
qui  est  égal  au 
complément  de 
celui  sous  lequel 
la  corde  2. M  est, 
vue  d'un  point 
quelconque  de  la 
circonférence^ . 
Considérons 
maintenant 
quatre  points 
1,   2,  3,  4;  sur 

la  circonférence  0,  et  les  deux  droites  Al23,  A12i  qui  corres- 
pondent au  point  Met  aux  deux  triangles  123,  124.  Ces  deux 
droites,  conformément  à  leur  défmition  même,  ont  pour  point 
commun  H12,  projection  du  point  M  sur  le  côté  1.2.  Ces 
droites  A123,  A124  sont,  d'après  la  remarque  que  nous  venons 
de  faire,  inclinées  sur  le  côté  1 .2  d'angles  qui  sont  respec- 
tivement égaux  à  ceux  sous  lesquels  on  voit  les  cordes  3. M 
et  4. M  d'un  point  quelconque  de  0.  On  conclut  de  là  que 
le  système  des  deux  droites  A123  A12i  est  superposable  au 
faisceau  des  deux  droites  3. M  et  4. M  (fig.  2). 

On  peut,  d'après  cela,  énoncer  cette  seconde  propriété  :  Si 
l'on  considère  quatre  points  1,2,  3,  4  sur  une  circonférence  0 
et  deux  droites  A,  de  Simson  d'ordre  trois,  correspondant  à  ces 
points,  ces  deux  droites  forment  un  faisceau  qui  est  superpo- 
sable à  celui  des  droites  qui  joignent  le  point  fondamental  M 
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aux  deux  points  dont  les  indices  ne  sont  pas  communs  aux 
deux  droites  A  considérées. 


Fig.  2. 

Considérons  maintenant  trois  droites  de  Simson  d'ordre 
(rois  :  A123  Am  A13i  ;  elles  forment  un  triangle  dont  les  angles 
sont  égaux  à  ceux  qu'on  obtient  en  joignant  le  point  M  aux 
points  2,  3  et  4  ou  sont  supplémentaires  de  ceux-ci.  On  peut 
donc  dire  que  les  angles  du  triangle  Alsa  Am  Am  sont  doux 
à  deux  égaux  à  ceux  du  triangle  234,  ou  sont  supplémentaires 
de  ces  angles.  Mais  on  sait  que  deux  triangles  dont  les  angles 
sont  égaux  ou  supplémentaires  ont  nécessairement  les 
angles  égaux  et,  par  suite,  sont  semblables.  Nous  pouvons 
don»-  conclure  que  les  deux  triangles  A,.,.,  A,,;  Am  et  2.  3.  4 
sont  semblables.  Le  théorème  énoncé  se  trouve  donc  démon- 
tré, et  il  conduit  immédiatement  à  la  droite  de  Simson 
d'ordre  quatre,  droite  définie  comme  nous  allons  le  dire. 
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18.  —  Théorème.    —   Si  du  point   fondamental  M   on 
abaisse  des  perpendiculaire*  sur   les   quatre   droites  de  Simson 


d'ordre  trois  qui  correspondent  aux  points  r,  2.  3.4,  les  quatre 
points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  droite  :  nous  nommerons 
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cette  droite  droite  de  Simson  d'ordre  quatre,  et  nous  la  désigne- 
rons par  A,.m. 

Considérons  en  eilèt  les  trois  point-- 
H12,     H,,.     Hu, 
projections  respectives  du  point  fondamental  sur  les  coi  des 
1.2,    [.3,    1.4.    Le  triangle  formé  par  ces  trois  points  est, 
justement,  celui  des  droites  que  nous  désignerons  par 

^128  >     A I  ■>  i  -    A , 3V .  , 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ce  triangle  est  sem- 
blable au   triangle  2^4:  on  a  donc  en  particulier 

AiaA3A84  =  3.1.4  (1) 

D'ailleurs    les  droites    MH1S,  MH14  sont   perpendiculaires 

respectivement  sur  les  droites  r  .3  et  1.4:  on  a  donc   ffig.  3) 

H18MHU=  3.1.4.  (2) 

En  comparant  (1)  e'  (2),  on  voit  que  le  quadrilatère  M  Hl2 
H13  HH  est  inscriptible;  propriété  qui  est  d'ailleurs  évidente, 
ces  quatre  points  appartenant  au  cercle  décrit  sur  la  droite 
1  .M  comme  diamètre. 

Cette  remarque  étant  faite,  si  l'on  applique  le  théorème 
de  Simson  au  point  M  et  au  triangle  H12  H18  H14.  on  obtient, 
en  projetant  ce  point  M  sur  les  cotés  de  ce  triangle,  trois 
points  Hm  Hl24  Hi4  qui  sont  situés  en  ligne  droite.  Du 
moment  que  parmi  les  quatre  points  H123  Hm  H,.n  H234  trois 
sont  en  ligne  droite,  il  est  évident  que  ces  quatre  points 
sont  situés  sur  une  même  droite.  Nous  convenons  de  dire 
que  cette  droite  est  une  droite  de  Simson  d'ordre  quatre  et 
nous  la  désignerons  par  A128t. 

19. —  Pour  poursuivre  l'élude  de  ces  droites  de  Simson, 
il  faudrait,  du  moins  en  obéissant  aux  idées  générales  que 
nous  avons  précédemment  exposées,  chercher  la  loi  géomé- 
trique qui  lie  la  droite  de  Simson  d'ordre  quatre  avec  les 
droites  de  Simson  d'ordre  trois.  On  reconnaît  ainsi,  el 
sans  difficulté,  que  lu  droite  i{.,.ri  fait  avec  A,.2)  un  angle  égal 
an  complément  de  l'angle  inscrit  à  la  circonférence  0  et  dont  l'un 
des  côtés  pusse  pur  le  point  M,  tandis  que  l'autre  passe  par  le 
point  i. 

Mais  il   se  présente,    dans  cette    question,  une   condition 
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particulière  qui  permet   de   reconnaître   immédiatement  le 
théorème  général. 

Prenons  sur  la  circonférence  0,  cinq  points  1,2,3,4,  5; 
et  considérons  trois  droites  de  Simson  d'ordre  4, 

^12345       ^12451       ^l23o* 

Ces  droites  peuvent  être  obtenues  de  la  façon  suivante. 
Imaginons  le  point  H12  et  les  trois  droites  de  Simson  d'ordre 
trois  qui  paitent  de  ce  point 

A         A        A 

a123'      J124'     "125* 


Fij.  3. 

Si  nous  projetons  le  point  M  surces  droites,  on  obtient  les 
points  H123     Hj24    Hl25 

et  la  droite  H123  Hm,  par  exemple,  n'est  autre  chose,  d'après 
ce  que  nous 'avons  dit  au  paragraphe  précédent,  que  la  droite 
de  Simson  d'ordre  quatre  Al23t.  Ainsi  le  triangle  H123  Hm 
H125  est  justement  le  triangle  des  droites  A123l  Am3  A1233. 

Ceci  posé,  le  cercle  décrit  surH12M,  comme  diamètre,  passe 
évidemment   par  les   points  H123  Hm  H125;  le  théorème  de 
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Simson  prouve  donc  que  les  pieds  Hm4  Hmg  Hls88  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  de  ce  triangle 
sont  trois  points  en  ligne  droite. 

Aux  cinq  points  considérés  1,2,3,4,5  correspondent 
cinq  droites  de  Simson  d'ordre  quatre,  et  nous  venons  de 
reconnaître  que  si  l'on  projette  le  point  M  sur  trois  de  ces 
droites,  on  obtenait  trois  points  en  ligne  droite.  Le  là  il 
résulte  nécessairement  que  les  cinq  points  sont  en  ligne 
droite.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème. — Étant  donnes  cinq  points  1,2,3,4,5  sur  une 
circonférence  0  on  considère  les  cinq  droites  A  de  Simson  d'ordre 
quatre,  droites  précédemment  définies  et  qui  correspondent  à  un 
certain  point  M  de  0  ;  les  projections  du  point  M  sur  les  droite-: 
A  sont  cinq  points  situés  en  ligne  droite.  Cette  droite  désignée 
par  la  notation  Al2343  est  dite  droite  de  Simson  d'ordre  cinq. 

20.  —  On  voit  maintenant  comment  on  peut  établir  par 
un  procédé  calqué,  pour  ainsi  dire,    sur    la   démonstration 
précédente,    le   théorème    général    relatif    aux    droites    de 
*Simson. 

Nous  admettons  la  conception  et  les  propriétés  des  droites 
de  Simson  d'ordre  inférieur  à  n  et  nous  voulons  démontrer 
l'existence  de  la  droite  de  Simson  d'ordre  n.  A  cet  effet, 
nous  imaginerons  le  point  H1.2...  (n—3\  et  les  droites  de 
Simson  d'ordre  (n  —  2). 

Ai.2...(n— 3)(»_ a]      "12...1B— 3)(n— i)      Âi2...(n-3|n 

droites  qui,  nécessairement,  et  d'après  leur  définition  même. 
passent  par  ce  point.  Du  point  fondamental  M  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  ces  droites  et  en  obtient  trois  points 

H12.  .  .,n_3,i i-2,,      H12.  .  .  „_3  „_[  ,      H12.  .  .(n— 3)n 

qui,  joints  deux  à  deux,  donnent  trois  droites  de  Simson 
d'ordre  (n  —  1) 

A,._,.  .  .,„_;  „_2  „  _|  .      A12.  .  .„_-j  „:i_„  ,      Al2.  .  .  (n— 3](n— l)n« 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  cercle  décrit  sur  la 
droite  MH12. .  .(„_3j  comme  diamètre  est  circonscrit  au  trian- 
gle formé  par  ces  trois  droites,  on  voit  que  les  projections 
du  point  fondamental  sur  trois  droiles  de  Simson  d'ordre 
(/( — 1)  son!   eu   ligne   droite.  Mais  alors  les  n  projections 
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sout  en  ligne  droite  et  nous  résumerons  ces  propriétés  sur 
la  droite  de  Simson  dans  l'énoncé  suivant  : 

Théorème  général.  —  Etant  donnés  n  points  sur  une 
circonférence,  si  l'on  fait  successivement  abstraction  de  l'un 
d'entre  eux,  on  obtient  (n  —  i)  points  auxquels  correspond 
une  droite  de  Simson  d'ordre  (n  —  i)  ;  droite  définie  précédem- 
ment, correspondant  à  un  point  M  de  la  circonférence  0.  Si 
du  point  M  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  n  droites, 
les  n  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  droite.  Cette 
droite  désignée  par  la  notation  A12. . .  „  est  dite  droite  de  Simson 
d'ordre  n. 

21.  —  C'est  cette  propriété  que  nous  visions  plus  parti- 
culièrement dans  cette  étude  et,  dans  le  but  d'abréger  la 
démonstration,  nous  avons,  à  un  certain  moment,  comme 
on  a  pu  le  remarquer,  abandonné  l'étude  des  positions  res- 
pectives des  droites  de  Simson  des  différents  ordres.  Mais  si 
l'on  avait  voulu  poursuivre,  par  la  méthode  normale,  l'étude 
des  droites  de  Simson,  on  aurait  facilement  démontré  la  pro- 
priété suivante  : 

Théorème.  —  Le  triangle  formé  par  trois  droites  de  Sim- 
son d'ordre  (n  —  i  )  est  semblable  au  triangle  dont  les  numéros 
s'obtiennent  en  supprimant,  aux  indices  considérés,  les  numéros 
qui  leur  sont  communs; 

Et  aussi  celle-ci  : 

Théorème.  — La  droite  de  Simson  d'ordre  n,  àa,fait  avec 
une  droite  de  Simson  d'ordre  (n  —  i),  Agtm  angle  égal  au  com- 
plément de  l'angle  inscrit  à  la  circonférence  donnée,  angle  dont 
les  côtés  passent  :  l'un  par  le  point  fondamental  M,  l'autre  par 
le  point  dont  le  numéro  n'est  pas  commun  aux  indices  a  et  p, 

(A  suivre.) 
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QUELQUES  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 

Par  M.  E.  Catalan. 

(Suite,  voir  page  37.) 


10.  —  Circonférence  des  neuf  points  (fig.  4).  —  Supposons 
quo  A,  B,  C  soient  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  FGH. 
La  circonférence  0  devient  la  circonférence  des  neuf  points 
(milieux  des  côtés,  pieds  des  hauteurs,  milieux  des  seg- 
ments compris  entre  les  sommets  et  le  point  de  concours 
des  hauteurs),  relative  à  ce  triangle.  D'après  le  théorème  (6), 
cette  circonférence  contient  les  centres  z,Ç>,y  des  cercles  inscrits 
au.r  annexes  de  ABC;  et  ces  centres  sont  diamétralement  op- 
posés à  A,B,C.  (*) 

„     7v*r -r — 7« 


Fig.   i. 

Voilà  donc  trois  points  ajoutés  aux  neufÇ'')  que  l'on  con- 
naissait (***). 

11.  —  Cercles  ex-inscrits  aux  annexes  (fig.  5).  —  A/A  est  la 
bissectrice  de  l'angle  A'  (G).  Le  côté  BA,  perpendiculaire  à 


(,*)  En  outre,  les  quadrilatères  AC'EO,  EB'DO,  DA'CO,  CE'BO,  BD  AU  sont 
inscriptibles. 

(**)  Ou  plutôt  aux  quinze.  Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  élémentaire, 
6 édit.,  p.  177. 

(***)  Je  lais  abstraction,  bien  entendu,  des  pointa  remarquables,  en  nombre 
indéfini,  on  la  circonférence  0  touche  certains  cercles.  Loc.  Cit.,  g.  L81. 

JOURNAL    l)K    MATH.    ÉLKM.  1883.  3. 
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la  bissectrice  Ba  de  ABC,  est  bissecteur  de  l'angle  extérieur 
AB.r.  Pour  la  même  raison,  CA  est  la  bissectrice  de  A'Cy. 


Fig.s. 

Donc  A  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  à  l'annexe  BCA ,  tan- 
gent au  côté  BG.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  la  hauteur  AH. 

Considérons  les  deux  autres  cercles  ex-inscrits  à  BCA'. 
Le  centre  de  l'un  est  l'intersection  de  AB  avec  la  droite  YZ, 
menée    par    A',    perpendiculairement  à  A'A;    le    centre    de 
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l'autre  est  l'intersection  de  cette  même  droite  YZ  avec  AC. 
Par  conséquent  : 

/.      centres  des  cercles  ex-inscrits  aux    trois  annexes  sont  : 

1°  Les  sommets  du  triangle  ABC: 

■1  Les  intersections  des  côtés  de  ce  triangle  avec  les  droites 
YZ,  ZX.  ZY,  menées  par  A.  B.  C.  perpendiculairement  a  A  A. 
BrB,  CC. 

12.  —  Remarque.  —  Ces  droites  sont  parallèles  aux  tan- 
gentes, en  A.  B,  C,  au  cercle  0. 

13.  —  Lemme  (fig.  6).  —  Soit  ABC  un  triangle  isoscéle, 
inscrit  à  un  cercle  0.   S  4 

l'on  trace  la  corde  AD. 
coupant  en  E  la  base  du 
triangle,  on  a 

AD.AE  =  AB2. 

Menons    le    diamètre 
AOG  et  la  corde  GD.  Le 
quadrilatère  DEHG,  qui 
a  deux   angles    opposés    \ 
droits.  estinscriptibie('j.      \ 
Donc 

AD.AE  =  AG.AH. 

D'après  un  théorème 
connu,  le  second  membre 
égale  AB.AC=ÂP;  donc 
la  proposition  est  démontrée. 

14.  —  Relation  métrique.  —  Le  lemme  précédent,  appli- 
qué à  la  figure  o,  donne 

OB.OC  R- 

~  01  » 


OA' = 


01 


puis 


ou 


AI 


H 


A  A 


4  x  =r-ôî  ' 

UI_ 
AI  ' 


'    Autrement  dit,  les  triangles  ABO,  AHE  sont  semblables. 
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~  R       OK     R      OL 

De  même         _=_,_  =  _. 

Par  conséquent 

Jî_   ,   _R_  _i_JL         01     ■     OK     ,     OL 
AA'  "^  BB'  +  "CCT  =~    AI    +  BK     '     CC  ' 
Mais  il  est  connu    (et  évident)  que    la  somme   des  trois 
derniers  rapports  se  réduit  à  l'unité  (*).  Donc  enfin 

AT  +  bF  ^  cïf^lï' 

relation  semblable  à  celle  qui  existe  entre  les  rayons  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  (**).  Par  suite, 
on  peut  construire  un  triangle  dans  lequel  ces  quatre  rayons 
soient  égaux  à  R,  AAr;  BB',  CC  (***). 

15.  —  Théorème.  —  Si  un  triangle  inscrit  ABC  (fig.  S) 
a  un  sommet  fixe  A,  et  que  le  côté  BC  passe  par  un  point  fixel, 
appartenant  au  diamètre  Aa,  le  sommet  A'  de  l'annexe  est  inva- 
riable. 

En  effet,  on  vient  de  voir  que 

0A  =  ÔT 

16.  — Remarques. —  I.  La  réciproque  est  vraie  :  Si  le  som- 
met A!  est  fixe,  toutes  les  cordes  BC  passent  par  un  point  fixe, 
situé  sur  AA'. 

II.  La  propriété  qui  vient  d'être  démontrée  complète  l'une 
de  celles  qui  l'ont  été  ci-dessus  (7,  11). 

III.  Les  points  I,  A'  sont  réciproques  (****).  Donc  la  polaire 
du  point  I  est  la  droite  YZ  (II).  De  même  ZX  et  XY  sont  les 
polaires  des  points  L,  K. 

17.  —  Hexagone  de  Brianchon  (fig.  7).  —  Les    diagonales 

(*)  De  là  résulte  que.  dans  tout  triangle  rectiligne, 

sin  aA  +  sin  2B  +  sin  2C  =  4  sin  A  sin  B  sin  C. 
Cette  prooosition,  également  connue,  est  facile  à  vérifier  directement. 
(**)  Théorèmes  et  Problèmes...,  p.  198. 
(***)  ht.,  p.  116. 
(****)  Éléments  de  Géométrie,  p.  114. 
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de  l'hexagone   A'CB  AC'B  se  coupent  au   point   0.  Donc  cet 
hexagone  est  circonscrit  à  une  conique. 

C 


-■»c 


D  \ 


i    /  ■ 

i  o  « 


Fi  g.    7. 

18.  —  Hexagone  de  Pascal.  —  En  1848,  nous  avons  fait 
connaître  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d'un  hexa- 
gone de  Brianchon,  sont  les  côtés  d'un  hexagone  de  Pascal  ('). 

On  vient  de  voir  que  C'BA'CB  A  est  un  hexagone  de  Brian- 
chon. Donc  les  droites  C'A',  BC,  A'B',  GA,  B'C',  AB  sont  les 
côtés  successifs  d'un  hexagone  de  Pascal.  Cet  hexagone  est 
DEFGHI.  Autrement  dit,  les  points  D,  E,  F,  G,  H,  I  sont 
situés  sur  une  conique. 

19.  —  Circonférence  des  neuf  points.  —  Supposons,  comme 
précédemment  (10),  que  A,  B,  G  soient  les  milieux  des  cotés 
d'un  triangle  T  ('  '  ).  Soit  0  la. circonférence  des  neuf  poinls 
relative  à  T,  et  soienl  ABC',  BCA', GAB'les  annexes  de  ABC. 
Les  dernières  remarques  donnent  lieu  à  la  proposition  sui- 
vante: 

(*)  Nouvelles  Annules  de  Mathématiques,  1s.j2.  p.  17.{;  Bulletins  de  l'Aca- 
démie, déc.  1878  ;  etc 

Non  représenté  sur  la  Qgure. 


62         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

1°  L 'hexagone  AC'BA'CB  est  circonscrit  à  une  conique  ; 

2°  L'hexagone  DEFGHI,  formé  par  les  intersections  successives 
des  droites  AB,  C'A',  BC,  A'B',  CA,  B'C';  AB,  est  inscrit  à  une 
conique. 

19.  —  Remarque.  —  Si,  comme  au  n°  9,  on  remplaçait 
le  triangle  ABC  par  un  polygone  convenablement  choisi, 
on  pourrait  généraliser  les  dernières  propriétés.  Mais  en 
voilà  assez  sur  ce  sujet. 


ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  M.  A.  Horel. 

{Suite,  voir  pages  10  et  33.) 


8.  —  Si,  sur  les  côtés  AB.  BC,  CA.  d'un  triangle  ABC,  on 
X  construit  des  tri- 

angles isoscèles 
semblables  ABCi. 
CBAi,  CAB15  les 
troispoints  Al5B,, 
C,,  sont  les  som- 
mets d'un  nou- 
veau triangle. 
Nous  allons  cher- 
cher quelle  est  la 
c  valeur  qu'il  faut 
donner  à  l'angle  9  à  la  base  des  triangles  isoscèles  pour  que 
le  triangle  A1B1C1  soit  semblable  au  triangle  ABC. 

Appelons  ?  la  valeur  commune  des  angles  à  la  base  des 
triangles  isoscèles  ABjC,  B^A,  CAiB;  nous  avons  évidem- 
ment dans  le-  triangle  ACjBj  : 

CjBi2  =  AC,*  -f  AB^  —  2AC1AB1  cos  (A  —  29); 
nous  obtiendrons  des  valeurs  analogues  pour  les  deux  autres 
côtés  ;  puis,  en  remplaçant  ACj,  AB,  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  côtés  du  triangle  primitif  et  de  l'angle  tp,  nous  aurons 
_  62  -f-  c2  —  2bc  cos  (A  —  2?) 
4Cos2cp 
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« 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  si  nous  pouvons  détermi- 
ner l'angle  9  de  façon  que  le  triangle  AjB^  soit  sembla- 
ble au  triangle  ABC,  les  sommets  homologues  étant  A  et  Aj. 
B  et  B1?  C  et  C,.  On  devra  donc  avoir,  en  remplaçant  chacun 
des  côtés  du  triangle  donné  par  sa  valeur  en  fonction  des 
autres  côtés  : 

62  -f-  c2  —  26c  cos  (A  —  2<p)  _      rl  -}-  (f-  —  2C(l  cos  (B  —  2<p) 
b2  -f-  gs  —  26c  cos  A  c2  -f-  a2  —  2ca  cos  B 

a2  -f-  b2  —  2ab  cos  (C  —  29) 
a2  -f-  h2 —  206  cos  G 
Sous  cette  forme,  on   voit   immédiatement  une  première 
solution  évidente,  qui  est  9  =  o:  nous  allons  retrouver  cette 
solution  dans  le  calcul  même. 

En  comparant  les  deux  premiers  rapports,  on  trouve  faci- 
lement,   après  des  transformations  très    simples,  l'équation 
b(c2  +  a2)  sin  (A  —  9)  sin  9  —  a  (b2  -f  c2)  sin  (B  —  9)  sin  y 

—  abc  sin  (A  —  B)  sin  29  =  o, 
ou 

sin  9  [b(c2  -f  a2)  sin  (A  —  ©)  —  a  (b2  -f-  c2)  sin  (B  —  9) 
—  2abc  sin  (A  —  B)  cos  9]  —  o, 
ce  qui  donne  d'abord  la  solution 

sin  9  =  o. 
L'autre  facteur  donne 

Me2  +  a2)  cos  A  —  a  (b*  -f  c2)  cos  B 

j0g<?~  6(c2  -f-  a»)  sin  A  —  a(62  4-  c2)  sin  B—  206c  sin  (A  —  B) 
Le  dénominateur  peut  se  mettre  sous  la  forme 
6*  sin  A  —  a3  sin  B; 
et  le  numérateur  sous  la  forme 

63  cos  A  —  «;i  cos  B, 
en    remplaçant  c2  -f-  a2  par  b2  -f-  iac  cos  B,  et  b'1  -f-  c2  par 
a*  -f-  26c  cos  A. 
Donc  on  a 

b*  cos  A  —  a'  cos  B 

COt°'  o   =   ■ . 

//■  sin  A  —  rr1  sin  B 

Si.  maintenant,  je  remplace   les  côtés  par  les  sinus,  qui 

leur  sont  proportionnels,  il  vicnl 

sin1  B  cos  A  —  sin1  cos  B 

co  te  0  = , 

sin  'Bsin  A  —  sin* A  sin  H 
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ce  qui  devient 

sin  (B  —  A)  1 1  -f-  cos  A  cos  B  cos  Cl 

COtff  cp  =  ^ r-^ — : — ~ — : 77; r\ ~  • 

sin  A  sin  B  sin  G  sin  (B  —  A) 

En   supprimant  le   facteur    commun  sin    (B   —  A),  nous 

1  -f-  cos  A  cos  B  cos  G 

trouvons   cota:  ©  = — — : — : — t: — : — ^ • 

sm  A  sm  B  sm  G 

De  cette  valeur  nous  tirons 

cotg  g  =  cotg  A  -f-  cotg  B  -f-  cotg  G. 

Ainsi  l'angle  ©,  que  nous  obtenons  ainsi,  n'est  pas  autre 
chose  que  l'angle  que  nous  avons  précédemment  désigné 
par  a  ;  de  plus,  la  symétrie  de  la  formule  qui  donne  cotg  © 
nous  montre  que,  si  nous  égalions  le  premier  rapport  au 
troisième,  nous  obtiendrions  encore  le  même  angle. 

Donc  les  lignes  qui  joignent  les  points  de  Brocard  aux 
sommets  du  triangle  se  coupent  en  trois  points  A1?  Bu  Gx,  qui 
sont  les   sommets  d'un  triangle  semblable  au  triangle  ABG. 

La  solution  cp  =  o,  que  nous  avons  trouvée,  donne  une 
seconde  position  du  triangle  semblable  au  triangle  ABC  ; 
comme  les  sommets  des  triangles  isoscèles  tels  que  ABC^  sont 
toujours  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux  côtés  du  triangle 
ABG  en  leurs  milieux,  il  en  résulte  que  le  triangle  correspon- 
dant à  la  solution  s  =  oa  pour  sommets  les  milieux  de  ABG  ; 
il  est  évident  que  ce  triangle  est  semblable  au  triangle  ABG. 

9.  —  Le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles  ABG. 
A^Ci  est  facile  à  déterminer;  en  effet,  ce  rapport  est  égala 

\/  Ô2  +  C~  —  2bc  COS  (A  —  2a) 

ia  cos  a 
Or,  nous  avons  vu  précédemment  que,  o  désignant  la  dis- 
tance des  points  co  et  co',  on  avait 

8  sin  A  ,- — ; ; — —   ; 

— : ■  =  \>b%  4-  c2  —  20c  cos  (A  —  2a) 

sm  a 

donc   le   rapport  de  similitude   cherché  est,  en  remplaçant 

0  sin  A  ,  ,  .  , 
par  sa  valeur  précédemment  indiquée, 


2  cos  a 
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10.  —  Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
AjBjCi',  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  triangle 
A^C,  est  semblable  au  triangle  ABC,  le  sommet  At  étant 
l'homologue  du  sommet  A,  et  de  môme  pour  les  autres 
sommets.  Il  en  résulte  que  l'angle  At  est  égal  à  l'angle  A. 
Mais,  d'après   la   manière  dont  est    déterminé  le  point  w, 


••%.. 


l'angle  Au>C  est  le  supplément  de  l'angle  A  du  triangle  AC1': 
par  conséquent  l'angle  C^Bj  est  égal  à  l'angle  A. 

On  verrait  de  même  que  l'angle  Ajo/Cj  est  égal  à  l'angle 
B,  et  par  suite  à  l'angle  B4  ;  donc  les  points  w  et  co'  sont 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A^C,. 

De  même,  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  joint  les  points 
A,  et  Bt  au  centre  0  (*)  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC,  les  lignes  ainsi  menées,  d'après  la  construction  même 
des  points  A4,  Bt,  Ct,  sont  les  perpendiculaires  respective- 
ment aux  côtés  BC  et  AC;  de  plus,  la  ligne  A,0  est  bissec- 
trice de  l'angle  BAtC;  par  suite  elle  passe  par  le  milieu  de 
l'arc  coAtCio/.  De  même  la  ligne  Bt0  est  bissectrice  de  l'angle 
toBjw';  elle  passe  donc  aussi  par  le  milieu  de  l'arc  wA^to'. 


*)  Le  point  0  o'esl   |"-   marqué  BOT  la  Bgare;  le  lecteur  est  donc  prie  de 
lai  re  les  constructions  qui  concernent  ce  point. 
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Donc  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A^C^  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 
On  voit  ainsi  que 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ABC  aux 
points  de  Brocard  relatifs  à  ce  triangle  se  coupent  en  trois 
autres  points  A1?  Bl5  C4,  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle 
semblable  au  triangle  ABC  ;  et  que  la  circonférence  qui  passe 
par  les  points  Aj,  Blt  G1}  passe  aussi  par  les  points  de  Brocard 
et  parle  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

C'est  ce  cercle  que  nous  appelons  le  cercle  de  Brocard. 

11.  —  L'angle  wOu'  est  égal  à  2a;  car  il  est  égal  à  l'angle 
(oCjU)',  lequel,  étant  extérieur  au  triangle  isoscèle  A^B,  est 
égal  à  la  somme  des  angles  à  la  base,  c'est-à-dire  à  l'angle  2a. 

12.  —  Le  triangle  coOw'  est  isoscèle.  En  effet,  l'angle  Oww' 
est  égal  à  l'angle  OA^o';  mais  celui-ci  est  égal  au  complé- 
ment de  a,  dans  le  triangle  isoscèle  BAjC;  il  en  résulte  que 
la  bissectrice  de  l'augle  en  0  du  triangle  wOco'  est  perpen- 
diculaire sur  le  côté  opposé;  donc  le  triangle  est  isoscèle. 

13.  —  Le  rayon  du  cercle  de  Brocard  est  facile  à  déter- 
miner en  fonction  de  l'angle  a  et  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC;  on  a  en  effet,  en  appelant  Rt  le  rayon  de 
ce  cercle,  et  R  le  rayon  du  cercle  ABC  : 

Rx  BjCi  \   i  — 4siu2  x 

~R~  "        BC  2  cos  * 

On  retrouverait  facilement  cette  formule,  en  s'appuya nt 
sur  le  fait  que  le  triangle  wOo)'  est  isoscèle,  et  que  l'angle  en 
0  est  égal  à  2a;  on  a  alors 

R1  = 


2  sin  2x 
Mais  nous  avons  vu  (7)  que  l'on  a 

0 


2  sin  a  y/i  —  4  sin2  a 

R  v  1  —  4  sil1'2  * 
Donc  R,  =  — : 

3  COS  7. 


2R. 


(A  suivre.) 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 


07 


NOTE  DE  GEOMETRIE 
sur  l'enveloppe  d'une  droite  mobile 

Par  M.  Weville,  à  Lorient. 


Déterminer  l'enveloppe  d'une  droite  qui  intercepte  sur  deux 
axes  rectangulaires  des  segments  dont  la  somme  est  constante. 

I.  —  Détermination  du  point  de  contact.  —  Soient  deux  axes 
rectangulaires  et  une  droite  AB  se  déplaçant  entre  ces  deux 
axes  de  manière  que  OÀ  -)-  OB  ==  constante  =  l.  Soit  A,B, 
une  position  voisine  (fig.  4)  ;  j'ai,  en  considérant  le  triangle 
OAB  coupé  par  la  transversale  A1GB1, 
OB,       A  A,       BG 


or 


donc  on  a 


BB,    '   OA,    '    AC 

OA  -f  OB  =  OA,  +  OB, 

OA    -  OA,  =  OB,  —  OB 

AA,  =  BB, 

BG  OA, 

"ÂC   ~   OB, 


Gette  relation  subsiste  à  la  limite 
quand  A,  B,  coïncide  avec  AB.  Ainsi  le 
point  de  contacte  avec  l'enveloppe  est  Fi3-  '■ 

,,.        .    ,         .        .  ..  BG  OA 

détermine  par  la  relation     — — r  =  — —  . 

II.  —  Détermination  du  lieu.  —  Si  D  est  le  point  de  con- 
cours des  perpendiculaires  menées  en  A  et  B  aux  axes,  CD 
est  la  bissectrice  de  ADB  d'après  la  relation  obtenue.  Le 
point  D  se  meut  sur  la  droite  RS  telle  que  OR  =  OS  =  l\ 
je  mène  OF,  OH,  perpendiculaire  et  parallèle  respectivement 
à  RS;  ce  sont  les  bissectrices  des  axes  OU,  OY;  je  joins  OD 
et  je  prolonge  GD  en  H,  j'ai  II)  =  IF, 

1I)  =  IB; 
donc  le  cercle  ABD  passe  par  les  points  F,  A,  0,  H. 

AFBH  'est  un  carré  :  car  d'abord  FB  =  AH  et  ensuite 
comme  OH  =  HG,  GB  =  BD  =  OA,  les  deux  triangles  OAH, 
BCH  sont  égaux,  et  AH  =  BH.  De  ce  que  AFBH  est  un  carré. 


R8 
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je    conclus  que  AB  est  perpendiculaire   sur    FH,  que    par 
suite  CH  =  CF. 


Le  lieu  cherché  est  donc  une  parabole  ayant  pour  direc- 
trice la  deuxième  bissectrice  et  pour  foyer  le  point  de 
la  première  bissectrice  qui  est  distant  des  axes  de  la  lon- 
gueur — . 


QUESTION  6 

Solution  par  M.  Paul  Godefroy,  à  Lyon. 


A  tout  triangle  ABC  ont  peut  inscrire  deux  triangles  ayant 
leurs  côtés  'parallèles  aux  bissectrices  de  ABC.  Ces  triangles  ont 
le  même  cercle  des  neuf  points. 

Soient  Aer,  B6,  Ce.  les  bissectrices  du  triangle  ABC.  Pour 
obtenir  l'un  des  triangles  inscrits  dont  les  côtés  sont  paral- 
lèles aux  bissectrices,  traçons  dans  l'angle  c  une  parallèle  py 
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à  ka,  puis  des  points  S  et  y  des  parallèles  [ta,  yo  aux  bissec- 
trices Bb,  Ce.  On  formera  ainsi  un  triangle  aSy  homothélique 
du  triangle  cherché. et  le  point  C  sera  pour  cesdeux  triangles 
un  ceutre  de  similitude  directe  :  la  droite  C-o.  coupera  AB 
en  un  point  M  qui  sera  l'on  des  sommets  du  triangle  cher- 
ché, il  ne  restera  plus  qu'à  mener  de  ce  point  des  parallèles 
MX,  MP  à  Bb,  Ce  et  à  joindre  NP. 

En  répétant  la  même  construction  dans  l'angle  B  et  dans 
l'angle  A,  on  obtient  le  second  triangle  dont  les  côtés 
sont  parallèles  aux  bissectrices.  Soit  M'N'P'  ce  second 
triangle. 

A 


Les  deux  triangles  MNP,  M'N'P',  ayant  leurs  côtés  paral- 
lèles deux  à  deux,  sont  hoinologiques  :  il  s'ensuit  que  les 
droites  MM',NN\PP'  qui  joignent  les  sommets  opposés  aux 
côtés  correspondants  sont  concourantes  en  un  point  0.  De 
'•■  que  ces  droites  sont  concourantes  on  conclut  que  les 
triangles  MNP'.  M'N'P  sont  aussi  hoinologiques;  les  côtés 
respectivement  opposés  aux  sommets  P  et  P',  M'  et  M,  N'  et 
X  doivent  donc  se  rencontrer  deux  à  deux  en  trois  points  en 
ligne  droilt-;  or  les  côtés  MX,  M'X'  sont  parallèles,  il  en  est 
donc  de  même  des  côtés  P'N  et  PN .  PM  et  PM';  on  verrait 
de  même  que  MX  cl  .\M  sonl  parallèles. 

Les  deux  triangles  MNP,  M'N'P  auront  le  même  cercle  des 
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neuf  points,  si  les  milieux  des  trois  côtés  de  chaque  triangle 
sont  six  points  sur  une  même  circonférence.  Soient  D,E,F 
les  milieux  des  côtés  du  premier  triangle,  D'E'F'  les  milieux 
des  côtés  du  second.  Joignons  DD',  EE',  FFr.  Les  figures 
MNM'N',  MPM'P',  NPNT'  étant,  comme  on  l'a  vu,  des  paral- 
lélogrammes, les  droites  DD',EE', FF'  qui  joignent  les  milieux 
de  côtés  parallèles  sont  respectivement  parallèles  et  égales  à 
NM',  MP',  PN';  de  plus  elles  passent  toutes  trois  par  0,  point 
de  concours  commun  des  diagonales  des  trois  parallélo- 
grammes, et  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  ce 
point.  Tout  revient  donc  à  prouver  que  DD'  =  EE'  =  FF'. 

Le  triangle  PN'M'  est  isoscèle.  On  a  en  effet 
angle  M'N'P  =  angle  6BN' 
angle  N'M'P  =  angle  P'MN  =  angle  P'B6. 

Mais  B6  étant  bissectrice  de  B,  on  a  6BN  =  P'Bfr.  Donc 
enfin  le  triangle  PN'M'  est  isoscèle  ;  il  s'ensuit  quePN'  —  PM; 
mais  PN'  =  FF'  et  PM'  =  EE'  :  donc  EE'=FF';  on  prouve- 
rait de  même  que  DD'  =  EE  =  FF'. 

Ces  droites,  étant  égales  et  étant  divisées  en  deux  parties 
égales  par  le  point  0,  sont  des  diamètres  du  cercle  des  neuf 
points  commun  aux  deux  triangles  considérés.  Ce  cercle  a 
pour  centre  le  point  0. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Prémorant,  élève  au  col- 
lège de  Cherbourg. 

QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 
de  l'école  navale 


a  et  b  étant  des  angles  moindres  que  900,  on  a 
cos  a  .  cos  b 


a  +  b 
cos2 


I 


On  a  les  relations 

,        r  -f-  a 


2 


r  =  y  ra  ; 


r  —  a  .  . 

trouver  la  limite  du  rapport  — ■ ■  quand  a  tend  vers  r. 


a 
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—  Ou  donne  deux  sphères  dont  la  distance  des  centres 
est  d;  trouver  sur  la  ligue  des  centres  un  point  tel  que  la 
somme  des  deux  zones  vues  de  ce  point  soit  minima. 

—  Trouver  la  limite  de  l'expression  y  =  a  —  y  a2  —  62 , 
lorsque  à   et  b  tendent  vers  l'infini  ;  sachant   que,  dans   ces 

o2 
conditions,  —  tend  vers  une  limite  m. 
a 

—  On  donne  l'équation  aHf  -j-  tfx1  =  a262.  Trouver  la 

y'  —  '/' 

limite  de  tg  x  =  — '—r   , 

s  x —  x ' 

sachant  que  x,  y'  ;  x",  y"  sont  racines  de  l'équation  donnée. 

—  \De  l'équation  (i  -(-  e  cos  6)  (i   —  e  cos  u)  =   i   —  e-, 

„■,  .     „,        ,.               0          l/i-fe  u 

déduire  1  équation   tg  —  =  V tg — ■■ 

—  Démontrer  géométriquement  la  formule 


S  =  \  '  p  (p  —  a)  (p  —  b)(p—c)    ' 

—  On  donne  un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère.  Par 
deuxpoints  A  et  A', pris  sur  l'axe  du  cylindre  et  symétriques 
par  rapport  au  centre  delà  sphère,  on  circonscrit  deux  cônes 
à  la  sphère.  Ces  cônes  coupent  le  cylindre  suivant  les  cer- 
cles BC  et  B'C.  Trouver  le  minimum  de  la  surface  totale 
formée  des  surfaces  latérales  des  deux  cônes  et  de  la  surface 
cylindrique  comprise  entre  les  cônes. 

—  Quelles  relations  doivent  exister  entre  u,  a,  b,  b',  pour 
que  les  équations 

u"1  sin  oc  sin  et'  -j-  62  cos  a  cos  x  =  o, 
a262 


a  -  = 


sin2  a  -f-  b-  Co.VJ  x 


a  ■  mu-  x  -j-  b-  cos2  a' 
soient  satisfaites,  quels  que  soient  y.  et  x'. 

—  Ou  mène  les  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe 
AH  d'une  ellipse  el  une  tangente  quelconque  qui  rencontre 
en  C  et  D  les  tangentes  AC  et  151).  Démontrer  que  la  tan- 
gente DC  est  vue  des  foyers  sous  un  angle  droit  et  que 
AU  X  B.O  est  constant. 
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—  Si  dans  une  parabole  on  mène  par  le  foyer  F  une  corde 
AFB  quelconque  et  que  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  AA', 
BB'despoinls  d'interseclion  sur  l'axe,  on  a,  bS  étant  le  sommet 
de  la  courbe,  SF2  =  SA'  x  SB'. 

—  On  donne  un  trapèze  non  isoscèle  ABCD  et  la  diagonale 
BD.  Par  un  point  T  quelconque  sur  la  hauteur  BH,  on  mène 
une  parallèle  EON  à  la  base,  rencontrant  les  côtés  en  E  et  N, 
et  la  diagonale  en  0.  Trouver  le  point  I  pour  lequel  EO2 
-f-  ON2  est  maximum. 

—  Trouver  la  valeur  que  prend,  pour  x  infini,  l'expression 

y  =  \J  4CC2  —  3x  -f-  2   —  y  4X2  -|-  3  . 


QUESTIONS  PROPOSEES 


77.  —  Construire  un  triangle  connaissant  les  deux  côtés 
AB,  AG  et  la  longueur  delà  partie  de  la  bissectrice  de  l'angle 
BAC  comprise  entre  les  deux  hauteurs  partant  de  B  et  de  G. 

(E.  Lemoine.) 

78.  —  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  une 
hauteur,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle 
circonscrit. 

79.  —  Mener  dans  un  triangle  une  transversale  tangente 
au  cercle  inscrit  au  triangle  et  détachant  un  triangle  de 
surface  donnée.  (Reult.) 

80.  — Étant  données  les  équations 

cos  x  -j-  cos  y  =  2o  cos  a 
sin  x  -f  sin  V  =  2?  sina, 

trouver  réqualion  quiadmet  pour  racines  tg  —  œettg—  y. 


Le  Rédacleur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES   CHEMINS  DE    FER.     —    IMPRIMERIE  CHAIX. 

RUE  BEHUKHF,   211,    PARIS.   —   5254-3- 
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LA  GÉOMÉTRIE  RÉCURRENTE 

Par  M.  G.  de  IiOiigehamps. 

[Suite,  voir  pages  3,  25  et  49.) 


TROISIÈME    APPLICATION 

Étude  de  géométrie  récurrente  sur  tes  centres  de  gravité. 

22. —  Le  point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle  se 
prête  particulièrement  bien  à  une  étude  de  géométrie  récur- 
rente, parce  qu'il  jouit  d'uue  propriété  particulière  qui  per- 
met défaire  cette  élude  par  des  considérations  empruntées 
à  la  mécanique,  et  qui  conduisent  au  point  d'ordre  n.  d'une 
façon,  pour  ainsi  dire,-  intuitive. 

Considérons  quatre  points  dans  l'espace  i,  2,  3,  4,  et  l'un 
d'entre  eux  en  particulier,  le  point  4.  Si  l'on  joint  ce  point 
au  point  de  concours  des  médianes  du  triangle  r,2,3,  au 
point  que  nous  désignerons  par  G123,  nous  obtenons  une 
droite  ±1.  Les  quatre  droites  A„  A2,  A3,  A4,  ainsi  obtenues, 
concourent  en  un  même  point  G123l,  et  s'y  partagent  mutuel- 
lement dans  le  rapport  de  1   a  3. 

23. —  Généralement:  imaginons  n  points  1.  2....11  dans 
l'espace  et  considérons  l'un  d'eux  en  particulier,  le  point  n. 
Si  l'on  joint  ce  point  au  point  G,,2,. .  .(„_,  .  précédemment 
défini,  on  obtient  une  droite  A„.  Les  n  droites  ainsi  obtenues 
concourent  en  un  même  point  Grm...n  et  s'y  partagent 
mutuellement  dans  le  rapport  de  1   à  //. 

Cette  propriété  peut  s'établir  par  des  considérations  pure- 
ment géométriques  et  en  prenant  pour  base  et  pour  point 
de  départ  la  définition  géométrique  du  point  G183.  Mais  on 
>.iif,  et  nous  n'avons  pas  à  rappeler  ici  comment  on 
démontre  immédiatement  celle  propriété  en  imaginant  /! 
masses  égales  appliquées  aux  points  1,  2...??,  et  en  cherchant 
Le  centre  de  gravité  de  ces  n  masses. 

24. —  Nous  dirons  maintenant  quelques  mots  très  rapides 
journal  de  matu.  llhm.  1883.  4 
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sur  les  points  que  nous  avons  imaginés  autrefois  (*)  et  que 
nous  avons  nommés  centres  de  gravité  dans  les  polygones  com- 
plets. Ces  points  remarquables  ont  été  trouvés  par  un  pro- 
cédé très  différent  de  celui  que  nous  allons  exposer  et 
beaucoup  moins  simple. 

Imaginons  d'abord  la  figure  formée  par  quatre  droites 
indéfinies  1,2,  3,4,  situées  dans  un  plan:  faisons  abstraction 
de  l'une  d'elles,  de  la  droite  4.  par  exemple,  il  reste  un 
triangle  1,2,  3  auquel  correspond  un  point  Gl23.  D'autre 
part,  les  côtés  de  ce  triangle  rencontrent  la  droite  4  en  trois 
points  4,1;  4,2;  4,3;  que  l'on  peut  considérer  comme 
formant  les  sommets  d'un  triangle  aplali.  A  un  pareil 
triangle  correspond  un  point  y4.  Ce  point  y4  est  le  centre  de 
gravité  de  trois  masses  égales  appliquées  aux  points  4,1; 
4,2;  4.3  :  si  l'on  veut  rester  dans  le  domaine  purement 
géométrique,  on  peut  dire  alors  que  y4  est  le  point  limite  du 
point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle  qui  s'aplatit, 
les  trois  sommets  ayant  des  positions  limites  bien  déterminées 

On  obtient  ainsi  une  droite  A4,  en  joignant  le  point  G123 
à  y4:  les  quatre  droites  qu'on  peut  ainsi  obtenir  concourent 
au  même  point  et  s'y  partagent  mutuellement  en  deux  par- 
ties égales. 

On  reconnaît  immédiatement  cette  propriété  en  appliquant 
des  masses  égales  aux  six  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  données.  On  peut  imaginer  que  l'on 
cherche  le  centre  de  gravité  de  ces  six  masses  en  cherchant 
d'abord  le  point  d'application  de  la  résultante  des  masses 

1,2;     i,3;     2,3; 
point  qui  est  précisément  G123  ;  puis  le  centre  de  gravité  des 
masses  4,1  ;     4,2  ;     4,3  ; 

ce  second  point  est  y4.  Le  point  d'application  de  la  résul- 
tante des  six  masses  que  nous  avons  imaginées  est  donc 
placé  au  milieu  de  y4  G123.  Ceci  prouve,  tout  à  la  fois  :  l°que 
les  quatre  droites  analogues  à  y4  G123  concourent  au  même 
point;  2°  qu'elles  se  partagent  en  ce  point,  que  nous  dési- 
gnerons par  G123i,  en  deux  parties  égales. 

(*)  Annales  scientifiques  de  l'École  normale  supérieure,  t.  lit. 
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25.  —  Prenons   maintenant  le   polygone    complet  défini 

par    n    droites,  deux    ù    deux    concourantes.  Ce   polygone 

n(n—  i)  ,  ,  . 

admet sommets  ;   si    nous   plaçons    des  masses 

égales  à  chacun  de  ces  points,  le  raisonnement  que  nous 
avons  fait  tout  à  l'heure,  appliqué  à  cette  figure  générale,  con- 
duit au  théorème  suivant  qui,  comme  l'a  remarqué  M.  Cata- 
lan (*),  rappelle  un  beau  théorème  de  Coriolis  (**). 

Soit  1,2... n,  n  droites  deux  à  deux  concourantes,  f disons 
abstraction  de  l'une  d'elles,  de  la  droite  n  par  exemple;  il  reste 
un  polygone  complet  défini  pur  les  droites  1,2...  (n  —  1);  et 
à  ce  polygone  correspond  un  point  Gl,2..,  [n  -  i\,  point  défini  par 
la  loi  même  que  nous  énonçons  en  ce  moment.  Si  l'on  joint  ce 
point  au  point  yi.2...  (n  -  u>  centre  de  gravité  des  (n —  1)  points 
communs  à  la  droite  n  et  aux  droites  1,2...  (11 —  1),  les  11 
droites  ainsi  obtenues  concourent  en  un  même  point  et  s'y  par- 
tagent mutuellement  dans  le  rapport  de  2  à  (n  —  2). 

C'est  le  point  de  concours  des  n  droites  analogues  à 
Gï,2,...(n-i)»  ïi,2...(K-i)  qni  constitue  le  point  Gi2...„. 

26.  —  Nous  abrégeons,  le  plus  qu'il  nous  est  possible, 
cette  exposition  de  la  géométrie  récurrente  ;  mais  nous  ne 
pouvons  pas  quitter  cette  étude  des  centres  de  gravité  sans 
montrer,  par  un  nouvel  exemple,  comment  on  peut  variera 
l'infini  la  découverte  de  ces  théorèmes  successifs  qui,  prenant 
pour  point  de  départ  une  propriété  élémentaire,  conduisent, 
de  proche  en  proche,  à  un  théorème  général,  qui  est  leur 
conclusion  naturelle. 

Imaginons  encore  quatre  droites  deux  à  deux  concourantes 
et  à  chacun  des  sommets  plaçons  maintenant  deux  masses 
égales.  Nous  obtenons  ainsi  douze  forces  F  égales  et  pa- 
rallèles que  l'on  peut  composer,  comme  nous  allons  l'es  • 
pliquer. 

Considérons  les  trois  points 

4,1  ;   4,2;    4;3; 

(')  Nouvelle  correspondance  mathématique  t.  ili,  p.  346. 
(**)  Journal  de  V École  Polytechnique,  2\'  cahier,  p,  133. 
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^et  prenons,  à  chacun  de  ces  points,  une  des  forces  F.  Ces 
trois  forces  ont  une  résultante  3F,  appliquée  au  point  G123. 
Chaque  sommet  du  quadrilatère  complet  que  nous  considé- 
rons appartenant  à  deux  des  triangles  formés  par  ce  quadri- 
latère, on  obtient,  en  combinant  les  forces  F,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  quatre  forces  3F,  ayant  pour  points 
d'application  G123,  G23i,  G341,  G412. 

On  peut  maintenant  combiner  les  trois  forces  3F  appliquées 
aux  points  G234,  G341,  Gm  ; 

et  l'on  obtient  une  force  gF,  appliquée  au  centre  de  gravité  y'4 
du  triangle  G234,  G341,  G412.  La  droite  y'4  G123  et  les  droites 
analogues  passent  par  le  point  que  nous  avons  défini  tout 
à  l'heure  (§  24)  s'y  partagent  mutuellement  dans  le  rap- 
port de  i  à  3. 

De  cette  remarque  on  peut  conclure  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Étant  données  quatre  droites  1,2,3,4,  deux 
à  deux  concourantes  ;  si  l'on  fait  abstraction  de  l'une  d'elles,  de 
la  droite  4  par  exemple,  on  obtient  un  triangle  auquel  corres- 
pond  un  centre  de  gravité  Gl23  ;  si  Von  joint  ce  point  au  centre 
de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  autres  points  G  :  4°  les 
quatre  droites  A  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point  G1231; 
2°  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  complet,  c'est- 
à-dire  .  le  centre  de  gravité  des  six  sommets  de  cette  figure  ; 
3°  les  droites  A  se  partagent  mutuellement  dans  le  rapport  de 
1  à  3. 

27.  —  Prenons  maintenant  un  pentagone  complet  et  à 
chacun  des  sommets  appliquons  six  masses  égales,  produi- 
sant chacune  une  force  égale  à  F.  Faisons  abstraction  de 
l'une  des  droites,  de  la  droite  5  par  exemple,  et  considérons 
le  quadrilatère  complet  1,  2,  3,  4.  Aux  sommets  de  ce  qua- 
drilatère sont  appliquées  six  forces;  prenons  deux  d'entre 
elles  et  raisonnons  comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe 
précédent.  Nous  obtenons  une  force  1 2F  appliquée  au  point 
G1234.-  Chaque  sommet  du  pentagone  proposé  appartient  à 
trois  quadrilatères  complets.  Par  exemple  le  point  1,  2,  est 
un  sommet  dans  chacun  des  polygones' 

1,  2,  3,  4;   1,  2,  3,  5;   1,  2,4,  5. 
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Gomme  il  y  a  six  forces  F  à  chaque  point,  sommet  du  pen- 
tagone propose,  au  point  i,  2  en  particulier,  on  pourra 
diviser  ces  forces  en  trois  couples  égaux  à  2F  et  nous 
obtiendrons  finalement,  par  cette  composition  des  forces  F, 
5  forces  égales  à  12F  et  appliquées  aux  centres  de  gravité 
des  quadrilatères  complets  1,2,3,4;  1 ,2,3,5,  etc.,  points 
définis  comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Si  nous  combinons  maintenant  les  4  forces  5F  qui  sont 
appliquées  aux  points  Gr123S  etc.,  nous  obtenons  une  force 
4,  12  F  appliquée  en  un  point  y's,  centre  de  gravité  des 
quatre  points  Gr128s,  etc.  Les  cinq  droites  G123i  y'5  vontpasser 
par  le  point  d'application  de  la  résultante  des  60  forces  F 
considérées,  et.  pour  des  raisons  connues,  se  partagent  mu- 
tuellement dans  le  rapport  de   1  à  4. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Imaginons  cinq  droites  1,2,3,4,5,  qui  défi- 
nissent cinq  quadrilatères  complets,  à  chacun  desquels  corres- 
pond un  centre  de  gravité,  point  défini  précédemment.  Si  l'on 
joint  l'un  de  ces  points  au  centre  de  gravité  des  quatre  autres 
points  analogues,  les  cinq  droites  ainsi  obtenues  concourent 
au  même  point,  centre  de  gravité  du  pentagone  proposé,  et  se 
partagent  mutuellement,  en  ce  point,  dans  le  rapport  de  1 
à  4. 

28.  —  On  voit  facilement,  par  les  explications  qui  pré- 
cèdent, quel  est  le  théorème  général  auquel  aboutissent  les 
deux  théorèmes  précédents  et  comment  on  peut  faire  sa 
démonstration. 

On  imagine  n  droites,  deux  à  deux  concourantes,  et  à 
chacun  des  sommets  S  de  ce  polygone  complet  on  place 
1  .  2  .  3  . . .  (n  —  2)  masses  égales.  Chaque  sommet  S 
appartient  à  (n — 2)  polygones  complets  d'ordre  (n —  1),  et 
l'on  peut  partager  les  1  .  2  . . .  (n  —  2)  forces  appliquées 
en  S  en  (n  —  2  groupes  de  1  .  2  . . .  (n  —  3)  forces  F.  En 
combinant  ces  1  .  2  ...  (/(  —  3)  forces  appliquées  aux 
sommets  -du  Le  1,2,  ..  in  —  1),  on  obtient  un  point 

G1.2.....-1  précédemment  défini.  Si  l'on  joint  ce  point  au 
rentre   de  ui  a\  i  1  é  y  „  des  (n —  i)  autres  points  analogues, 
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on  sait  que  les  n  droites  ainsi  obtenues  concourent  et  se 
partagent  mutuellement  dans  le  rapport  de  i  à(n —  i).  Le 
théorème  général  qui  résulte  de  ces  considérations  peut  donc 
s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Considérons  n  droites,  deux  à  deux  con- 
courantes ;  elles  définissent  n  polygones  complets  d'ordre  (n  —  i) 
obtenus  en  faisant  successivement  abstraction  de  l'une  d'elles,  et, 
à  chacun  de  ces  polygones  correspond  un  centre  de  gravité, 
point  défini  précédemment.  Si  l'on  joint  l'un  de  ces  points  au 
centre  de  gravité  des  (n —  i)  autres  points  analogue-;,  les  n 
droites  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point,  centre  de 
gravité  du  polygone  complet  proposé,  et  s'y  partagent  mutuelle- 
ment dans  le  rapport  de  i  à  n.  (A  suivre.) 


SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DU    SECOND   DEGRÉ 
Par  M.  P.  Barrîeu,  professeur  au  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 


La  plupart  des  traités  d'algèbre  élémentaire  donnent  la 
démonstration  des  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  a  et  (3,  substitués  à 
x  dans  l'équation  du  second  degré,  donnent  au  premier  membre 
des  valeurs  de  signes  contraires,  a  et  $  comprennent  entre  eux 
une  racine  et  n'en  comprennent  qu'une. 

Théorème  II.  —  Si  les  deux  nombres  a  et  p,  substitués  à 
x  dans  l'équation  du  second  degré,  donnent  au  premier  membre 
des  valeurs  de  même  signe,  a  et  [5  comprennent  entre  eux  les 
deux  racines,  ou  n'en  comprennent  aucune. 

Nous  nous  proposons,  dans  le  cas  particulier  où  a  et  p 
sont  des  nombres  égaux  et  de  signes  contraires,  de  com- 
pléter l'énoncé  de  ces  deux  théorèmes  et  d'eu  modifier  la 
forme  de  manière  à  pouvoir  les  introduire  utilement  dans 
les  discussions  du  second  degré.  Nous  ferons  remarquer  que 
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le  cas  particulier  dont  il  s'agit  est  assez  fréquent;  il  se 
présente  notamment  dans  un  certain  nombre  de  problèmes 
sur  le  cercle  et  la  sphère,  et  dans  les  équations  du  second 
degré  qui  ont  pour  inconnue  un  sinus  ou  un  cosinus. 

Voici  les  deux  théorèmes  que  nous  proposons,  et  qui  mo- 
difient légèrement  ceux  que  nous  avons  rappelés  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  égaux  et  de  signes  con- 
traires, —  a  et  -f-  a,  substitués  à  x  dans  l'équation  du  second 
degré,  donnent  au  premier  membre  des  valeurs  dont  le  produit 
soit  négatif,  —  a  et  -f-  a  comprennent  entre  eux  une  racine  et 
n'en  comprennent  qu'une;  la  racine  comprise  est  celle  qui  a 
la  plus  petite  valeur  absolue. 

Théorème  II.  —  Si  deux  nombres  égaux  et  de  signes 
contraires,  —  n  «!  -f-  a,  substitués  à  x  dans  l'équation  du 
second  degré,  donnent  au  premier  membre  des  valeurs  dont  le 
produit  soit  positif,  et  si,  de  plus,  le  produit  des  carrés  des 
racines  est  moindre  que  a4,  les  deux  racines,  si  elles  sont  réelles 
sont  comprises  entre  —  a  et  -f-  ?.. 

Démonstration.  —  Soit  F  le  produit  des  facteurs  obtenus 
en   remplaçant    successivement  x  par  —  a  et  -j-  y.  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  du  second  degré  : 
P  =  (aa*  —  6a  +  c)  (aaa  -f-  6a  -f  c), 
nous  aurons  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  P  <<  o.  Les  deux  facteurs  de  P  sont  de  signes  contraires, 
donc  —  a  et  +  <*  comprennent  entre  eux  une  racine. 

La  racine  comprise  entre  — a  et  -J-  a  est  en  valeur  absolue 
moindre  que  a,  la  racine  extérieure  est  au  contraire  en 
valeur  absolue  plus  grande  que  a  ;  donc  la  racine  comprise 
est  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue,  et  le  théorème  I 
est  démontré. 

2°  P  >>  o.  Les  deux  facteurs  de  P  sont  de  même  signe  ; 
donc  —  y.  et  -\-  a  comprennent  entre  eux  les  deux  racines 
ou  n'en  comprennent  aucune. 

Si  les  deux  racines  sont  comprises  entre  —  v.  et  -f-  oc,  cha- 
cune d'elles  est  en  valeur  absolue  moindre  que  a,  et  le  pro- 
duit de  leurs  carrés  est  moindre  que  «*. 
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Si,  au  contraire,  les  deux  racines  sont  extérieures  a 

et  -\-  a,  chacune   d'elles  est  en  valeur  absolue  plus  grande 

que  a,  et  le  produit  de  leurs  carrés  est  plus  grand  que  a*. 

Donc,  pour   que   les   deux  racines  soient  comprises  entre 

—  a  et  -j-  a,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait  en  même  temps  : 

P>o 
x'2x"2  <  a* 
La  deuxième  condition  peut  s'écrire 

a- 
ou  (c  —  a  a2)  (c  -f-  aa2)  <  o. 

Pour  le  cas  particulier  où  a  =  i  cette  condition  devient 

(c  —  a)  (c  -f-  a)  <  o. 
Nous    allons    maintenant    appliquer    ces  théorèmes    à  la 
discussion  des  problèmes  du  second  degré. 

Problème  ï.  —  Discuter  l'équation    du  second    degré  en 
sin  x. 

(m  —  ï)  sin2  x  —  2  (m  -{-  1)  sin  x  -j-  2111  —  1=0. 

(Rebière,  Trigonométrie,  p.  75.) 
Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons  sin  x  =  y.  L'équa- 
tion devient  alors 

(m  —  1)  y2  —  2  (m  — | —  x )  2/  — I —  2m  —  1=0;  (1) 

Discussion.  —  Les  racines  doivent  être  réelles  et  com- 
prises entre  —  1  et  -j-  1. 

La  condition  de  réalité  est 

(m  -j-  ï)2  —  (m  —  1)  (2m  —  1)  >  o 
d'où  —  m2  +  5m  >  . 

m  (m  —  5)  <  o 

o  <  m  <   5.  (2) 

Soit  P  le  produit  des  facteurs  obtenus  en  remplaçant  suc- 
cessivement y  par —  1  et  — f-  1  dans  le  premier  membre  de 
L'équation  (1),  nous  avons 
P=|m —  i-J-2(m-j-  i)-j-2m —  1  j  jm—  1  —  2  (m-}- 1)-\-  2m —  i\ 

=  5m  (m  —  4). 

Donc  P  est  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises 
entre  o  et  4,  positif  pour  toutes  les  autres. 

La  condition  y'2y"2  <C  1  devient 
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(c  —  o)(c  +  a)<o  (Th.  II.) 

ou,  en  remplaçant  a  et  c  par  leurs  valeurs, 
m  (3m  —  2)  <  o, 

d'où  o  <  m  <  -|-,  (3) 

Le  produit  des  racines  est  de  même  signe  que 

(m  —  i)(2m  —  1)  =  2  (m  —  i)  (m — 

Les  racines  seront  donc  de  signes  contraires  pour  toutes 

1  ,         .  . 

les  valeurs  de  m  comprises  entre  — et  i ,    de  même   signe 

2 

pour  toutes  les  autres. 

La   somme   des   racine^  est  de  même  signe  que 

(m  -f-  i)(m  —   1). 
Elle  est  donc  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  m  com- 
prises  entre —  i   et  -j-    i ,   positive  pour  toutes  les  autres. 
Nous   pouvons  résumer  tous  ces  résultats  dans  les  deux 
tableaux  suivants  : 

P  < 


y  +  y"  <  o  y'  +  y"  >  o 

Il  est  inutile  de  considérer   les  valeurs  de  m  autres  que 
celles  comprises  entre  o  et  5.    puisque  les  racines  corres- 
pondantes seraient  imaginaires. 
Cela  posé,  nous  avons  deux  cas  à  considérer: 

Premier  cas.  o  <  m  <  4. 

Ou  a  P  <  o.  Um'  seule  racine  est  comprise  entre  —  1  et 
-f-  1 .  (Th.  I.)  Il  y  ;i  donc  une  seule  solution.  Pour  distinguer 
li  1  acine  Tjui  convient,  il  suffit  de  rechercher  au  deuxième 
tableau  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue.  (Th.   I.) 

JOOBNAL   DE  MATH.    U.KM.  t*s3.  4. 
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1°.        o  <  m  <<  — .  Les  deux  racines  sont  négatives.  Il 

faudra  donc  prendre  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue, 
c'est-à-dire  la  plus  grande  racine  en  valeur  relative.  Donc  : 
une  solution  négative. 

2°.  ■ — <  m  <  i.  Les  deux  racines  sont  de  signes  con- 
traires et  la  racine  positive  est  la  plus  petite  en  valeur 
absolue.  Donc  :  une  solution  positive. 

3°.  i  <  m  <  4.  Les  deux  racines  sont  positives;  on 
prendra  la  plus  petite.  Donc  :  une  solution  positive. 

Deuxième  cas.         4  <<  m  <  5. 

On  a  :  P  >  o  et  y'2y"2  >  1  •  Il  n'y  a  donc  aucune  racine 
comprise  entre  —  1  et  -f-  1 .  (Th.  II.J  Donc  :  pas  de  solution. 

(A  suivre.) 


EXAMENS  ORAUX  POUR  SAINT-GYR 


Algèbre. 

Étudier  les  variations  du  trinôme  3x2  -\-  2X  —  1  lorsque  x 
varie  de  —  00  à  -f-  00  . 

—  On  donne  l'équation   ce2  -f-  px  -f-  q  =  o ,  former  l'équa- 
tion admettant  les  racines  x'  -f-  77  et  x"  -\ 7, 

—  xm  —  am  est-il  toujours  divisible  par  x-  —  a2. 

—  Résoudre  x9  —  1=0.  Combien  cette  équation  a-t-elle 
de  solutions  ? 

—  Étudier  la  fonction  y  =  x1  —  5x2  -f-  7. 

—  Étudier  la  fonction  y  =  — —  lorsque   x  varie  de 

ce2  —  2/1 

—  00  à  -f-  où  .  Courbe  représentative. 

—  Étudier  la  fonction  y  =  ce2  —  2X  -f-  7;  courbe. 

—  Discuter  les  racines  de  l'équation 

mx°-  —  (2m  -f-  1)  x  -\-  3m  —  1=0, 
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quand  m  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Condition 
de  réalité  des  racines.  Que  faut-il  pour  que  les  racines 
soient  positives  ? 

—  Variations  de  la  fonction  y  =  3cc2  —  5x  -f-  4  quand  ce 
varie  de  —  aq,  à  -f-  oo  . 

—  Que  faut-il  pour  que  les  racines  de  ax2  -f-  bx 
_j_  c  —  2(i  =:  o  étant  réelles  soient  toutes  deux  plus  grandes 
que  2. 

_  ,        .  ce2  —  ix  —  i 

—  Résoudre  • >  o. 

x —  i 

—  Résoudre  ce2  —  \ix  -f-  35  >>  o. 

ce2  —  5  ce  -f-  7 


—  Maximum  et  minimum  de 


x%  —  bx  -f-  6 

—  Résoudre  3cc  -f-  2y/cc  =  tf. 

—  Résoudre  ce  -\-  y  =  a; 

x3  +  y3  =  63. 

—  Étudier    les    variations    de  la   fonction  y  =  ce4  —  8x* 
lorsque  a?  varie  de  —  oo    à  -f-  oo . 

(IX 

—  Résoudre f-  x  =  b. 

x  —  a 

Discuter.  Que    faut-il  pour  que   les  deux  racines  soient 
supérieures  à  io  a? 

—  Variation  du  trinôme  8x2  —  5a?  -f-  2. 

D,       ,  a2  &■  * 

—  Résoudre     : =  A. 

x2  —  bz         x"1  —  a2 

—  Résoudre  xy  —  [x  ; 

{x  +  a)2  -f-  (y  +  a)2  =  m2. 

Trigonométrie. 

—  Résoudre     cos  ce  =  m  tg  x.    Discuter. 

—  Résoudre  sin  2cc  =  tg  x. 

—  Résoudre         3  \g  x  -f-  5  cotg  x  =  4. 

—  Résoudre  a  tg  x  -f-  b  cotg  ce  =  c.  Condition  de  réalité. 
Rendre  calculable  par  log.  la  valeur  de    tgec. 

—  Résoudre     sin  ix  —  cos2  x  =  m.     Discuter. 

1  - -  t<T  ce 

—  Trouver  la  valeur  de quand  ce  tend  vers  45. 

1  —  cotir  x 
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—  Résoudre     cotg  x  -f-  sec  2X  =  m.     Discuter. 

r>  >        i  tg  (45  +  œ)         I 

—  Résoudre  _£_n: — i l  ==  /,-. 

tgac 

— -  Résoudre      siu  x  -f-  siu  (60  —  as)  =  n. 

siu  x 

—  Résoudre  — — .  =  m. 

siu  (7.  —  x) 

—  Résoudre  tg2  x  -f-  eotga  x  =  m*. 

—  Résoudre 

sec2  x  -J-  cosec2  x  =  2  (tg2  x  -f-  cotg*  x). 

—  Résoudre   siu1  x  -+-  cos'*  x  =  —  . 

2 

—  Résoudre  cos2j;  =  siu  3x. 

—  Résoudre        sec2  x  -j-  cosec-  x  =  1 . 

—  Résoudre  et  discuter 

(m  —  1)  tga  x  —  2  (m  —  2)  Ig  as  -}-  3  (m  —  3)  =^  o. 

„  .  .     .  .    '  siu  (x  —  3o) 

—  Voir  ce  que  devient  la  traction     — : — : ci  nanti 

1  —  2  sin  x 

x  teud  vers  3o°. 

—  Résoudre  et  discuter 

tg2  x  —  (m  —  1)  tg  x  -f-  (m  —  2)  =  o, 
x  devant  varier  entre  o  et  900. 

—  Résoudre  et  discuter 

m  tg4  x  —  2  [m  —  r)  tg*  x  -J-  »ï  —  2  =  0. 

—  Résoudre  et  discuter 

3  sin2  as  -\-  b  =  sin  a?  cos  a. 

—  Résoudre         2  sin  as  -f-  cos  2x  =  «i. 

—  Résoudre 

m  sin2  a?  —  (m  —  2)  sin  x  -f-  3  =  o. 

Applications  diverses. 

On  donne  un  cercle.  On  mène  la  corde  AG  et  la  corde 
symétrique  AD;  on  joint  CD  ;  mener  AG  tel  que  AG2  -f-  AD2 
-f  CD2  =  4m2. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB.  Mener  une  corde  PQ  per- 
pendiculaire à  AB  telle  qu'on  ait  AP  -f-  PQ  ==m;  discuter. 

—  Ou  donne  une  circonférence  O  et  un  point  A  sur  le 
diamètre  RG  prolongé.  Mener  unesécante  APQ  telle  que  l'angle 
OOP  soit  quadruple  de  l'angle  PAO. 
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—  Calculer  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscriptible 
en  fonction  des  côtés.  Expression  de  la  surface. 

—  Étant  donné  un  demi-cercle  Ali,  trouver  sur  AB  un  point 
C  tel  que  si  de  ce  point  on  mène  une  perpendiculaire  jusqu'à 
la  rencontre  d'une  droite  indéfinie  menée  par  le  point  A  et 
faisant  avec  AB  un  angle  a,  on  ail  CF2  -\-  CD-  =  m*.  Cas  oîi 
■j.  >  45°;  a  <  45°.  Conditions  de  possibilité  du  problème. 

—  On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  Mener  une  corde 
CD  perpendiculaire  à  AB  et  telle  qu'on  ait  AC2  -f-  CD2  =  m*. 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  le  cône  qui  a 
pour  base  la  section  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère 
ait  une  surface  égale  à  celle  de  la  calotte  qui  a  pour  base  la 
section. 

—  On   donne  une   sphère.   On  la   coupe  par  un   plan    de 

manière  à  en  détacher  un  segment  à  une  base.  Mener  ce  plan 

,    .  vol.  segment  BAM 

de  façon  que =  K. 

v.  secteur  BOM 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB  et  une  corde  AC.  Déter- 
miner sur  le  demi-cercle  un  point  M  tel  que  si  de  ce  point 
on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  AB  et  du  pied  P  de  cette 
perpendiculaire  une  perpendiculaire  PQ  sur  AC,  on  ait 

MP2  +  PQ2  =  m\ 

—  Somme  des  carrés  des  diagonales  dans  un  trapèze. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB  et  on  même  une  tangente 
en  B.  Placer  une  corde  PQ  telle  que  le  rapport  des  volumes 
engendrés  par  le  demi-cercle  et  le  triangle  PBQ  soit  égal  à  m. 

Mécanique. 

Un  nageur  voudrait  aller  de  A  en  C  pour  traverser  une 
rivière  dont  les  bords  sont  supposés  rectilignes  et  parallèles 
et  qui  coule  dans  un  sens  déterminé.  Dans  quelle  direction 
doit-il  nager?  On  connaît  la  vitesse  v  de  la  rivière,  celle  du 
nageur  h,  et  on  suppose  que  les  deux  mouvements  sont 
uniformes.  —  Discussion. 

—  La  barre  AB  du  poids  de  200  kil.,  de  longueur  im,20, 
supporte  en  A  et  en  B  des  poids  de  60  et  80  kil.  Ou  doit 
être  placé-le  point  ()  d'appui  pour  qu'il  y  ait  équilibre? 

—  Un  pendule  pesant  25  gr.   esl  écarté  de  la  position  ver- 
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ticale  d'un  angle  de  6o°.  Trouver  la  valeur  de  la  force 
horizontale  (une  source  d'électricité)  qui  maintient  le  pen- 
dule en  B'. 

—  Quelles  sont  les  valeurs  de  deux  forces  /"et  f  à  appliquer 
en  A  et  B  extrémités  d'une  barre  AB  pour  qu'elles  soient 
composantes  d'une  force  verticale  de  60  k.  appliquée  en  C 
tel  que  AG  =  i5  c.  m.  et  BG  =  25  c.  m. 

—  Si  d'un  point  M  de  la  résultante  R  de  deux  forces 
concourantes  P  et  Q  on  abaisse  deux  perpendiculaires  MN, 

MI,  démontrer  qu'on  a  la  relation  -        •  =  -=r. 
u  MN         Q 

—  Aux  points  A  et  B  d'une  droite  rigide  AB  sont  appliquées 
deux  forces  F  etP  faisant  avec  AB  des  angles  de  i2o°et  i5o° 
et  telles  que  P  =  2F.  Démontrer  qu'il  y  a  une  résultante  ; 
en  trouver  la  valeur  et  le  point  d'application  sur  AB . 

—  Une  poutre  AB  pesant  400  k.  repose  en  AB  sur  deux 
points  fixes  et  supporte  au  tiers  de  sa  longueur  un  poids  de 
5oo  k.  Trouver  la  pression  sur  les  points  d'appui. 

—  On  suppose  matérielles  et  pesantes  les  lignes  de  la 
ligure  dite  pont-aux-ànes  et  si  la  figure  peut  tourner  autour 
de  l'axe  perpendiculaire  à  son  plan  par  le  point  M,  milieu 
de  BG,  il  y  a  équilibre. 

—  Dans  un  triangle  on  donne  un  point  quelconque  0 
intérieur;  on  le  joint  aux  trois  sommets;  on  suppose  que  trois 
forces  sont  dirigées  suivant  OA,  OB,  OG;  on  demande  leur 
résultante.  Prouver  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  triangle.  Valeur  de  la  résultante  par  rapport  à  OG. 

—  Une  barre  AB  de  im,5o  de  long  pèse  80  k.  Quelle  force 
faut-il  appliquer  en  B  pour  que  AB  reste  horizontale,  la  barre 
pouvant  tourner  librement  autour  du  point  G  tel  que  AG 
=  0,80? 
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QUESTION  M 

Solution  par  H.  Georges  Berthelot,  ex-élève  du  Lycée  de  Chàteauroux, 
Répétiteur  au  Lycée  de  Bourges. 


On  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AB  ;  d'un  point  M  pris 

sur  la  circonférence,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  AB. 

Soit  G  le  milieu  de  PB.  Prenons  enfin  entre  A  et  B  un  point  D 

PB 
tel  que  AD  = .  Les  droites  MC  et  MD  rencontrent  le  cercle 

4 

en  des  points  G'  et  D'.  Démontrer  que  Von  a 

arc  MB  =  2BG'  +  AD'. 


Je  vais  d'abord  démontrer  que  MD  = 
En  effet,  dans  le  triangle  DMG,  on  a 


DC. 


MD2 


MU2  4-  DG2  —  2DG  X  PC. 


Or  dans  le  trianirie  MPG  on  a 


MG2  =  PM2  -f  PC*. 
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Et  dans  le  triangle  rectangle  AMB  on  a 

MP2  =  APxPB=  (l£-  -}-  DpWc  =  PC2  +  2PC  X  DP- 

Donc     MD2  =  2PC2  +  DC2  +  2PC  X  DP  —  2DC  X  PC. 
Et  comme  DC  =  DP  -f  PC,  on  a 

md2==dô2; 

d'où  MD  =  DC 
et  par  suite  angle  DCM  =  angle  DMC. 
De  plus  on  a 

AM  -f-  MB  =  BC  -i-  D'C  4-  AD' 

MB  =  BC  4-  D'C  +  AD  —  AM 
Or,  D'C  =  AM  4-  BC 

donc  MB  =  BC  4-  AM  +  BC  4-  AD  —  AM 

MB  =  2BC  +  AD'. 

Nota.   —  La  même  question  à  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  Montpellier; 
Deville,  à  Lorient. 


QUESTION  46 

Solution  par  M.  E.  Mosnat,  à  Thiers. 


On  donne  l'axe  Ox,  le  sommet  0,  et  un  point  M  d'une  para- 
bole; on  propose  de  construire  cette  courbe  point  par  point  au 
moyen  d'une  équerre.  (G.L.) 

Joignons  OM  ;  menons  par  le  point  0  e  perpendicu- 
laire à  OM  et  par  le  point  M  une  parallèle  à  Ox  ;  ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  I  ;  de  ce  point,  abaissons  une 
perpendiculaire  sur  Ox  ;  soit  A  le  pied  de  cette  perpendicu- 
laire et  B  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M. 

Les  deux  triangles  rectangles  OMB,  IAO  sont   semblables 

MB  AO 

et  donnent  —^r  =  -7-7- 

ou  comme  IA  =MB  ;     MB2  =  OB  .  AO  ; 

mais  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  parabole. 

MB2 

on  a  — =r-  =  const. 

UB 
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Donc  AO  =  const. 

ce  qui  prouve  que  le  lieu  du  point  I,  quand  on  fait  varier  la 
position  du  point  M  sur  la  parabole,  est  une  perpendiculaire 


à  l'axe  Ox  de  la  parabole  menée,  à  une  distance  du  sommet 

,     ,  MB8 

égale  au  rapport  ■.  c'est-a-dire  au  double  du  paramètre. 

Il  est  alors  facile  de  construire  la  parabole  ;  puisqu'on 
connaît  un  point  AT,  on  peut  déterminer  la  perpendiculaire 
IA. 

On  mènera  alors,  par  le  point  0,  une  droite  qui  coupera 
la  perpendiculaire  IA  en  I',  et  une  perpendiculaire  OIT  à 
cette  droite.  Par  le  point  I  on  mènera  une  parallèle  à  Oj: 
qui  coupera  la  perpendiculaire  OM'  en  M',  le  point  M'  appar- 
tient à  la  parabole. 

Nota.— La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vail,  à  Ârcueil;  La  Cb.es- 

Dais,  au  lycée    Saint-Louis,  à  Paris;  Besson,  à  Nantes;  Deville,  à   Lorient  ; 
II.  Bourget,  à  Aix. 


QUESTION  50 

Solution  par  M.  Deville,  brigadier  d'artillerie  île  Marine  à  Lorient, 


On  considère  un  angle  droit  AOB,  et  sur  OB  un  point  fixe  M.  On 
trace  une  droite  rencontrant  OB  au  point  Q,  OÀav  point  P  et 
telle  (jue  si  du  point  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  Mil  sur 
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PQ,  on  ait  toujours  larelation 

PH2         MH2  _ 
"ÔF  _  OQ2  ~ 
Démontrer  que  la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe. 

La  relation  considérée  peut  s'écrire 

PH2 


OP2 

ou 
PH2 


OP 


MH2 
OQ* 

M  H2 


OU2 


OP2 
Or  on  a 
PH2  =  PM2  —  MH2 
et 
p    a     PM2  =  OP2  -f  OM2. 
Donc 

PH2  —  OP2  =  OM2 
—  M  H2. 


Par  suite,  la  relation  peut  s'écrire 

OM2  —  MH2         MH2  _  OW_ 

ÔP1 
On  tire  de  là 


OQ2   ~~  OP2  f  OQ5 
MH.PQ 


OM2 
~P(T 


OM  = 


OQ 


Menons  MK,  parallèle   à    OP,    et  rencontrant  PQ  en  K; 
nous  aurons,  par  la  similitude  des  triangles  MHK,  OPQ  : 

MH.  PQ 


MK  = 


OQ 


Donc  MK  =  OM. 

Par  suite,  le  point  K  est  le  sommet  du  carré  construit  sur 
les  axes  OA  et  OB,  avec  OM  comme  côté.  Donc  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  fixe  K. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mosnat,  àTaiers. 
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QUESTION  53 


On  considère  l'expression 


et  on  propose  de  la  transformer  en  un  produit  de  deux  facteurs 
de  la  forme  \J  x  -f-  \/  y  .  Démontrer  que  la  transformation  n'est 
possible  que  si  a2d  =  bc,    et  quelle  n'est   avantageuse  que  si 
a2  —  b  et  a2  —  c  sont  des  carrés  parfaits. 
L'égalité 

yj a  +  vT+\/T+\/~d   =(/■£"+ /y)   (/«"+/») 

donne,  en  élevant   an  carré 

a  4-  v//"^"+  / c  +  \/  d—  ix-\-y  -\- 2  v  œy)  \u  -f- v  + 2  y/  wy)  • 

On  satisfait  à  cette  égalité  en  posant 
a  =  (x  +  y)  (u  -f  v) 
b  =  4  (x  -j-  yY  uv 
c  =  4  (u  -f-  t')2  a:?/ 
rf  =  16  xyuu. 
Ces  équations  sont  incompatibles,  si  l'on  n'a  pas  azd  =  bc. 
Lorsque  cette  condition  est   remplie,  le  système  est  indé- 
terminé ;  en  effet,  on  a,  quel  que  soit  y,  l'identité 

(v/~  +  v  Y)  'v~  +  s/~)  =  W~^  -f  \'V) 


x 


Kt  +  /t). 


On  peut  profiter  de  cette  indétermination  pour  prendre 
entre  deux  des  quantités  une  relation  quelconque.  Posons 
par  exemple  x  +  1/ =  i, 

On  déterminera  alors  facilement  u  et  v,  puis  a:  et  y.  On 
tire,  en  effet,  des  deux  premières  équations 


u  =  - — I v  °2  —  &  » 

a        1     / 

v  = v  a*  —  b     . 

2  2 

En  portant  ces  valeurs   dans    la  troisième,   on  a  xy,   e| 
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d'après  la  relation  qui  donne  x  -\-  y,  on  trouve 


i  i 


x  = 1 y/  a1  —  c; 

2  2(1 


i  i 


2  2(1 

On  voit  que  si  a2  —  b  et  a2  —  c  sont  des  carrés  parfaits, 
x  et  y  sont  rationnels,  et  que,  par  conséquent,  la  formule 
est  avantageuse,  puisque  l'on  a  un  produit  de  facteurs  qui 
sont  des  sommes  de  radicaux  simples. 

Soit  par  exemple 

On  a  ici  : 

b  =  —  -     c  =  — ■     *=— • 
4  '  '   9  '  9  ' 

la  condition  a''d  =  bc  est  remplie  et  l'on  a 

~~~     4 

a*  —  c  =  —    . 
9 
Donc 

II  2  I  I  I 


6 


i.i  3 

puis  u  = =  —     ; 

2  4  4     ' 

i  i  i 

_i        4  '  _~ 

TT          (y/  2    +  i)  (y/  3  +  3) 
Donc  U  = 


QUESTION  56 

Solution  par  M.  Sagols,  élève  au  Lycée  de  Toulouse. 


On  considère  un  cercle  C  de  centre  0;  soit  AB  un  diamètre 
fixe  de  ce  cercle  ;  par  le  point  0.  on  mène  une  circonférence  C 
tangente  à  AB;  puis  on  mène  une  tangente  commune  aux  cercles 
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C  et  G'  ;  on  propose  de  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de 
cette  dernière  droite  avec  G'. 

Soit  MD  la  tangente  commune,  D  étant  le  point  de  con- 
tact avec  G.  et  M  le  point 
de  contact  avec  la  cir- 
conférence G'  de  centre  0\ 
Menons  MO',  DO  et  joi- 
gnons M  au  point  G  où 
00'  rencontre  G.  Les 
angles  O'MO  et O'OM  sont 
égaux,  de  môme  O'MO  et 
MOD'  puisque  OD,  O'M 
sont  parallèles, donc  O'OM 
=  MOD-  Les  triangles 
MOG,  MOD  sont  donc 
égaux,  et  l'angle  MGO 
étant  droit,  le  point  M 
est  sur  la  tangente  au  point  G  au  cercle  G. 

Réciproquement  tout  poiut  M  de  la  droite  appartient  au 
lieu;  en  effet,  menons  par  M  la  tangente  à  G  autre  que  GM, 
joignons  Oà  D  et  menons  en  M  la  parallèle  à  DO  qui  coupe 
OG  en  0\  Menons  MO  qui  est  la  bissectrice  de  DOG.  Les 
angles  OMO'  et  DOM  sont  égaux,  donc  OMO'  =  MOO';  par 
suite  O'O  =  O'M  et  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  00'  est 
tangent  à  AB  en  0,  et  a  MI)  au  point  M. 

Le  lieu  du  point  31  se  compose  donc  dos  deux  tangentes 
à  G  parallèles  à  AB. 


QUESTION  02 

Solution  par  M.  Mascart,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  donne -un  cercle  0  et  deux  diamètres  rectangulaires  AB, 
GD.  A  partir  de  A,  on  prend  an  arc  A.Q  et  dans  l'autre  sens  an 
arc  AP  tel  que  arc  AP  =  2  .  arc  AQ. 

Soit  Q'   le  symétrique  de  Q  par  rapport  a  GD.  On  demande 
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le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  commun  aux  droites 
PQ'  ctBQ.  (G.  L.) 

C 


Les  arcs  QQ'  et  BP,  égaux  à  i8o°  — 2AQ,  sont  égaux, 
d'où  il  résulte  arc  QQ'B  =  arc  Q'BP 

et  QB  =  Q'P.  Donc  01  est  bissectrice  de  l'angle  de  ces  cordes 
et  passe  par  le  milieu  do  l'arc  QB.  Alors  IOB  =  IBO  comme 

AQ 

ayant  même  mesure  — — .    Le  point  I  est  sur  la  perpendi- 
culaire au  milieu  de  OB. 

Le  point  Q  décrivant  la  circonférence  0,  la  droite  BQ  pas- 
sera par  tous  les  points  de  la  perpendiculaire  considérée  : 
donc  celle-ci  est  le  lieu  cherché. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Corne,  à  Nice  ;  Tres- 
selle,  à  Angers;  Guignard,  à  Angoulème;  H.  S.,  à  Toulouse;  Savonnet,  d 
Salins;  Zuloaga,  à  Paris;  Desplanques,  à  Condé ;  Bablon,  à  Épinal. 
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QUESTION  67 

Solution  par  M .  âub&t,  élève  au  Lycée  de  Charleville. 


On  considère  un  rectangle  dont  les  sommets  sont  les  points 
0,P,Q,R.  P<ir  h's  points  PQ  on  fait  passer  une  infinité  de  cercles; 
soit  A  l'un  d'entre  eux.Ce  cercle  A  coupe  QR  en  un  point  SI  et 
la  droite  OM  coupe  à  son  tour  le  cercle  A  en  un  point  I;  démontrer 
que  le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence. 


Tirons  IP  et  PM,  qui  passe  évidemment  par  le  centre  du 
cercle  A.  L'angle  PIM  étant  droit,  il  en  sera  de  même  de  l'an- 
gle OIP.  Le  lieu  du  point  I  est  donc  la  circonférence  décrite 
sur  OP  comme  diamètre. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolueparMM.  Vialard,  à  Cluny;Chapron 
à  Vincennes;  Bougarel,  à  Toulon;  Taratte,  à  Evreux;  Bordier,  à  Blanzacjde, 
Rerdrel,  à  Keruzoret. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


81.  —  Dans  un  triangle  on  connaît  la  base  et  l'angle  au 
sommet.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf 
points. 
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82.  —  Dans  un  triangle  on  connaît  la  bissectrice  de 
l'angle  au  sommet,  le  rectangle  des  deux  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle  et  la  différence  des  angles  à  la  base  ;  on 
demande  de   construire  ce  triangle. 

83.  — Trois  nombres  entiers  sont  en  proportion  géomé- 
trique ;  si  le  second  augmente  de  8,  la  progression  devient 
arithmétique  ;  mais  si,  alors,  le  dernier  terme  augmente  de 
64,  elle  redevient  géométrique.  Trouver  les  trois  nombres. 

84.  —  Démontrer  géométriquement  que  l'on  a 

TC  ,      P    1         +      9  —  P 

—  —  arctg- — h  arc  te— — — — . 

4  B q ^         ° P+q 

85  —  Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle 
mener  une  droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle  un 
triangle  de  surface  donnée. 

86.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  A  et  A', 
et  sur  A  on  prend  un  point  fixe  P.  Par  ce  point  P  on  fait 
passer  une  transversale  mobile  0,  qui  forme  avec  A  et  A'  un 
triangle  rectangle.  Imaginons  maintenant  le  cercle  inscrit, 
et  soit  A  le  point  de  contact  de  ce  cercle  avec  A,  et  B  son 
point  de  contact  avec  0.  Démontrer  que  la  droite  AB  passe 
par  un  point  fixe.  (G.  L.) 

87.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  une  droite  A  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  cette  parabole  et  située  à  une  distance 
du  sommet  S  égale  au  double  du  paramètre;  une  parallèle  à 
l'axe  rencontre  P  au  point  A  et  A  au  point  B.  Trouver  le 
lieu  du  centre  des  cercles  circonscrits  au  triangle  SAB  quand 
cette  parallèle  se  déplace.  On  suppose,  pour  bien  fixer  la 
position  de  la  droite  A,  que  cette  droite  rencontre  réelle- 
ment la  parabole.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE 


IMPRIMERIE   CENTRALE   DES   CHEMINS   DE   FER. —  IMPRIMERIE  CHAIX. 
1UE  BERGÈRE,  20,   PARIS.  —  7234-2. 
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ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  M.  A.  llorel. 

Suite,  \<>ir  pages  10,  33  et  62. 


14.  —  Les  triangles  semblables  ABC  et  AjB^l,  ont  le  même 
centre  de  gravité. 

Celte  propriété  n'est  pas  particulière  à  ers  deux  triangles* 
il  es1  facile  de  voir  .A 

que,  si  l'on  cons- 
truit intérieu- 
rement sur  les 
côtés  du  triangle 
ABC  connue  bases. 
des  triangles  iso- 
scèles  semblables 
BCA'.  CAB\  ABC; 
les  points  A'.  B',  C 
sont  les  sommets 
d'un  triangle  ayant 
même  centre  de  gravité  que  le  triangle  ABC.  Il  suffit,  pour 
le  prouver,  de  faire  voir  que  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  ABC  ù  l'un  des  côtés  de  ce  triangle  est  la  moyenne 
arithmétique  des  distances  de  A',  B',  C  à  ce  même  côté. 

Soit  rp  l'angle  à  la  base  des  triangles  considérés;  prenons 
les  distances  des  soin  mets  au  côté  BC,  par  exemple;  nous 
avons,  d'après  les  notations  adoptées,  en  appelant  A'A'.B'B'.C'C" 
ces  distances  : 

a  sin  op 


A'A"  =  A'B  sin   -j.  = 


2  COS  tp 


BB 


-r^.^    •    /^        x       b  sin  (C  —  z>) 
'=BGsm(G— »)= ! i— 


G'C'=G'Bsin(B— <p)  = 


2    COS    cp 

C  sin  (B  —  cp) 


1    COS    v 


Ajoutons,  nous  aurons 
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A' A"  +  B'B"  +  G'G"  =  "  Sin  ?  +  6  sin  (C  —  ?)  +  c  sm  (B  —  ?» 

2  COS  Cp 

en  réduisant,  nous  trouvons  que  le  facteur  de  sin  o  s'annule 
et  il  reste 

A'A"  +  B'B"  +  C'C-  =   *""" +  "»»'»  =  h.,. 

en  appelant  ha  la  hauteur  correspondant  au  côté  a.  Donc,  la 
somme  de  ces  distances  est  bien  égale  à  trois  fois  lu  dislance 
du  centre  de  gravité  de  ABC  au  côté  BC.  On  prouverail  <!<' 
mèmeque  la  somme  des  distances  de  A',  B',  C,  au  côté  CA 
est  égale  à  trois  fois  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ABC 
au  côté  CA. 

Il  en  résulte  bien  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
A'B'C  est  confondu  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
quel  que  soit  l'angle  <p. 


15. 


Considérons  sur  le  cercle  de  Brocard  le  point  K. 


diamétralement  opposé  au  centre  0  du  cercle  circonscrit  à 
ABC.  L'angle  OC,K  est  droit  ;  donc  OC{,  étant  perpendiculaire 
à  AB,  CtK  est  parallèle  à  AB;  on  verrait  de  même  que  AjK 
est  parallèle  à  BC.  et  que  BtK  est  parallèle  à  AC.  Par  suite 
on  a  ce  théorème  : 

Si  par  le  sommet  de  chacun  des  triangles  isoscëles  ABC^  BCA1? 
CABl5  on  mène   une  parallèle  à  la  base,  ces  trois  droites  con- 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  '.*!• 

émirent  en  un  même  point,  qui  est  sur  le  cercle  de  Brocard  et 
diamétralement  oppose  au  point  0,  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABG. 

16.  —  De  plus,  les  distances  dupoinlK  à  chacun  des  côtés 
AB,  BG.  CA,  sont  respectivement  égales  aux  distances  à  ces 
mêmes  côtés  dos  sommets  G,.  Ai,  Bt;  or,  ces  points  étant  les 
sommets  de  triangles  isoscèlos  semblables,  les  distances  sont 
proportionnelles  aux  côtés;  donc  les  distances  du  point  K  aux 
trois  côtés  du  triangle  sont  proportionnelles  à  ces  côtés. 

17.  — Les  triangles  AjBC  et  KBG  sont  équivalents,  puisque 
la  ligne  A,K  est.  parallèle  à  BG;  il  en  est  de  même  des  trian- 
gles BtGA  et  KG  A;  des  triangles  C^AB  et  KAB.  Mais  les 
triangles  ayant  pour  sommet  commun  le  point  K.  et  pour 
hases  le~>  côtés  du  triangle  ABC,  on!  évidemment  pour  somme 
la   surface  du  triangle  ABG;  donc 

La  somme  des  surfaces  des  triangles  isoscèles  semblables 
ayant  pour  bases  les  côtés  du  triangle  et  pour  sommets  les 
points  A,.  Bt,  C,,  est  égale  à  la  surface  du  triangle  ABG. 

18.  —  Si  l'on  considère  une  médiane  d'un  triangle,  et  la 
symétrique  de  cette  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice 
issue  du  même  sommet,  on  a  une  'nouvelle  droite  que 
M.  Emile  Lemoine  a  appelée  la  médiane  antiparallèle  du  trian- 
gle; il  est  facile  de  voir  que  si  d'un  point  de  la  médiane 
antiparallèle  on  abaisse  dc±  perpendiculaires  sur  les  deux 
côtés  aboutissant  an  même  sommet  que  cette  médiane,  ces 
perpendiculaires  sont  proportionnellesanx  eûtes  sur  lesquelles 
elles  tombent;  par  suite,  ces  droites  se  coupent  en  un  point, 
dont  les  distances  aux  côtés  sonl  proportionnelles  à  ces  côtés, 
el  qui,  par  suite,  n'csl  autre  chose  que  le  point  K.  Ce  point 
est  celui  pie  M.  Lemoine  appelé  le  centre  des  médianes  anti- 
parallèles, 

19.  —  Nous  avons  vu  précédemment  que  les  deux  points 
segmentajres  <•>  el  <•>'  sont  tels  que  si  on  les  joint  à  un  même 
Sommet,  A  par  exemple,  les  deux  lignes  ainsi  obtenues  sonl 
symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Dans 
un  mémoire  publié  dès  1803  par  M.  le  colonel  Mathieu,  alors 
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capitaine,  dans  les  Nouvelles  Annales,  l'auteur  s'occupe  d'un 
certain  mode  d'inversion  déterminé  ainsi:  Par  les  sommets 
d'un  triangle  on  mène  trois  droites  concourant  en  un  même 
point,  et,  par  chaque  sommet,  la  symétrique  par  rapport  à  la 
hissectrice  de  la  droite  correspondante;  ou.  comme  l'appelle 
l'auteur,  l'inverse  de  cette  droite.  Ces  droites  se  coupent  en 
un  même  point,  que  le  colonel  Mathieu  appelle  Y  inverse  du 
premier. 

Ce  théorème  est  très  facile  à  démontrer  d'une  manière  élé- 
mentaire. En  effet,  une  droite  passant  par  le  sommet  d'un 
triangle  peut  être  définie  par  le  rapport  de  ses  distances  aux 
deux   côtés  qui   comprennent  l'angle    considéré;    soit  donc 

A     ,  -. 

une  droite  définie  parle  rapport  —  des  distances  d'un  point 

aux  deux  côtés  AB  et  BC;  il  est  évident  que  sa  symétrique  par 

rapport  à  la  hissectrice  est  déterminée  par  le  coefficient-^-,  en 

prenant  les  distances  dans  le  même  ordre. 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  deux  droites  par  les  coefficients 

— ;  —  ;  la  droite  passant  par  le  troisième  sommet  et  le  point 

U.  V 

de  rencontre  des  deux  premières  est  alors  déterminé  par  le 
rapport    — . 

V 

Les  inverses  des  deux  droites  auront  pour  coefficient  -~-    ef 

v 
■ —  ;  la   droite  qui  passe  par  leur  point  de  rencontre  et   le 
y. 

troisième  sommet  a  pour  coefficient  -r—  ;  c  est  donc  l'inverse 
de  la  troisième  droite. 

20.  —  Une  propriété  intéressante  de  deux  points  inverses 
est  que  ces  deux  points  peuvent  toujours  être  considérés  comme 
les  foyers  d'une  conique  inscrite  au  triangle. 

Prenons  par  exemple  les  deux  points  segmentaires.  qui 
sont  deux  points  inverses.  Soit  toj  le  symétrique  (Le  oj  par 
rapport  à  AC  ;  il  résulte  de  la  définition    des    points  wt  et  to' 
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que  oi'Aw,  =  BAC  :  <le  même  si  co2  est  le  symétrique  de  w  par 
rapport  à  AB,  on  a  wAo>2  =  BAC;  les  deux  triangles  (o'Awj 


/  '>  ? 


et  u)'A<dâ  sont  donc  égaux,  et  co'o^  =  u/a>2.  On  verrait  de  même 
que,  si  l'on  prenait  le  symétrique  de  m  par  rapport  à  BC, 
le  cercle  décrit  de  w'  comme  centre  avec  to'a),  pour  rayon  pas- 
serait  par  ce  troisième  point.  Donc  l'ellipse  ayant  pour  foyers 
m  et  w'  et  son  grand  axe  égal  à  w'Wi  est  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle  ABC. 

11  en  résulte  que,  si  l'on  projette  les  points  inverses  u>  e  <-> 
sur  les  côtés  du  triangle,  les  six  points  ainsi  obtenus  sont  sur 
une  même  circonférence,  qui  a  pour  centre  le  milieu  de  <->(.>'  et 
son  diamètre  égal  à  tû(ot. 

21.  —  On  obtient  facilement  les  axes  de  l'ellipse  inscrite 
au  triangle  ABC,  et  ayant  pour  loyers  w  et  <•>'.  En  effet,  le 
triangle  Ao/a^  donne 

(o'ajj9  =  Aa>'i  -f-  Aw'2  —  2Ato1.Aco'cos  A. 

Mais  nous  savons  que  l'on  a 

b*c  ,   .    ,         c*b 
Au  =  — — 
K 


Aoj  =- 


en  posant  K  =  y/u2^  -f-  ah-'1  -f  b*c*. 

On  en  tir<-,  après  réductions  faciles,  en  exprimant  cos  \  en 
Fonction  des  t rois  côtés, 

a*b*c* 
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abc         4RS 

D'autre    part,  on  a  vu  que  l'on  avail 

2S 

Slll  a    =     —r^r-  . 

K 

Donc  oj'o^  =  2R  sin  a. 

Nous  avons  vu  en  outre  que  la  distance  des  deux  points 
segmentaires  avait  pour  expression 

o)(jl)'  ~  2R  sin  a  \/ 1  —  4  sin2  a. 
On  en  tire  facilement  pour  le  carré  du  petit  axe 
to'wj2  —  wco'2  =  1 6R2  sin*  a  ; 
donc  l'ellipse  considérée  a  pour  axes 

2R  sin  a.     et    4R  sin  2a. 

22.  —  Cherchons  à  déterminer  la  position  du  point  M  de 
contact  de  l'ellipse  avec  le  côté  AC.  Pour  cela,  nous  remar- 
querons que  les  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  Acoj,  Au)'  et 
co'coj  nous  donnent  les  relations 

Acot  Au/  10  \ol 

b  c  a 

Donc  le  triangle  Aco'co1  est   semblable    au    triangle  ABC.  et 
l'angle  co'  est  égal  à  l'angle  B.  Du  reste,   on  sait    que  l'angle 
coAM  est  égal  à  a;  donc  dans  le  triangle  Au/M  on  a 
AM  Aco' 

sin  B        sin(B-f-x)' 
On  verrait  de  même  que  l'angle  Mco'C  est  égal  à  A.  et  que 
CM  Cco' 


l'on  a 
Donc 


sin  A         sin  (B  +  °0 
CM  _      Cco'sin  A 
ÂM  "  "   Aco'sin  B  ' 


b2a      *    .         c*b 
Mais  Cco'  =  — —  ;  Aco  =  — —  : 

K  X 


donc 

D'autre  part  on  a 
Donc 


Cu>'  ab 

Â~o7  "  ~ 
sin  A  a 


sin  B  b 

CM  a*_ 

âm"~z  ~ 
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Il  résulte  de  là  que  le  point  M  est  le  pied  de  la  médiane 
antiparallèle  correspondant  au  sommet  B.  Donc 

L'ellipse  inscrite  au  triangle  ABC,  et  ayant  ses  foyers  aux 
points  segmentâmes,  a  ses  points  de  contact  aux  pieds  des  mé- 
dianes antiparallèles  du  triangle  ABC. 

(À  suivre.) 


SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DU    SECOND   DEGRÉ 
Par  M.  I*.  Barrieu.x,  professeur  au  lycée  de  Mont-de-Marsan. 

[Suite,  voir  page  78.) 


Problème  II.  —  Étant  donnés  un<>  sphère  et  un  de  ses 
plans  diamétraux,  mener  un  second  plan  parallèle  au  premier, 
de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  sphérique  compris  entre 
les  deux  plans  soit  au  volume  du  tronc  de  cône  inscrit  dans  le 
segment  dans  un  rapport  donné  m.  (B.  S.  Paris.) 

Désignons  par  R  le  rayon  de  la  sphère,  par  y  la  hauteur 
du  segment,  et  par  x  le  rayon  de  sa  petite  base.  Les  deux 
équutions  du  problème  seront 

-L  vy*  +  ±içy  (R*  4.  X*)  =  -L  mrJJ  (R*  -f  Rx  +  .r») 

x1  4-  y%  =  R2 
d'où,  éliminant  y  et  simplifiant, 

(m  —  1  ).'■'-  -f-  bi&x  -f-  (m  —  2)R-  ==  o.  (1) 

Discussion.  —  Les  valeurs  positives  de  x  donneront  des 
troncs  de  première  espèce,  les  valeurs  négatives  des  troncs 
de  deuxième  espèce. 

Par  conséquent,  il  faut  et  il  sutlit  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (1)  soient  réelles  et  comprises  entre  —  R  et  -f-  R- 

La  condition  de  réalité  est 

//ri;-  —  4(m  —  i)  {m  —  21  R- >  o 
ou  —  3to*  -f-  12m  —  8  >  o, 


( 
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d'où  l'on  tire  aisément 

-2'/f<„><6+;'/3-  (-2, 


3  -      ~  3 

Si  l'on  désigne  par  P  le  produit  des  facteurs  obtenus  en 
remplaçant  successivement  x  par  -f~  R  e^  —  R  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (1),  on  a 

P  =  R4  (m  —  i  -(-  m  -f-  m  —  2)  (m  —  1  —  m  -f-  m  —  2) 
=  3R4  (m  —  1)  (m  —  3) 
et  l'on  voit  que  P  est  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
comprises  entre  1  et  3,  positif  pour  toutes  les  autres. 
La  condition  x'*x"a  <  R2     donne 

(,,;-2)T  <r- 

(m  —  1  f 
d'où  (m  —  2)'-  —  (m  —  i)2  <  o, 

—  (2m  —  3)  <  o, 

m>-.  (3) 

o 

Le  produit  des  racines  étant  de  même   signe  que 
(m  —  i)(m  —  2)  R2,  on  voit   que  les  racines  seront  de  signe 
contraire  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises  entre  1  et  2, 
de  même  signe  pour  toutes  les  autres. 

La  somme  des  racines  étant  de  même  signe  que 
—  m  (m  —  1  )  R 
cette  somme  sera  positive  pour  les  valeurs  de  m  comprises 
entre  o  et  1,  négative  pour  toutes  les  autres. 

Nous  pouvons  résumer  tous  ces  résultats   dans  les  deux 
tableaux  suivants  : 

/ 
var.  de  m 


var.  de  m 


p 

3 

V/3 

.  1 

P 

< 

0 

..  3  .., 

p  >  0 

3 

'h 

3 
2 

x'x"  < 

0 

2 

/3~ 

X 
XX 
—  2 

3 

*xVi  > 
/3 

R1 
1 

X 
2    .  . 

'2x"2  < 
x'x" 

R4 
>  0 

h- 

3 
2 

... 

.  3  ... 

6+2 

3 

\/3 

x'x 

">o 

x  + 

x"  <  0 
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11    n'y  a  pas  lieu  d'examiner  les  valeurs  de  m  moindres 

6  —  2\  3  b  -f  y;3 

que ou  plus  grandes  que  - ,  puisque  pour 

3  .*> 

ces  valeurs  les  racines  de  1  équation  (1)  sont  imaginaires. 
Nous  avons  trois  cas  à  examiner: 

b  —  2  v/3 
Premier  cas. <  m  <  i. 

5 
On  a  en  même  temps  P  '>  o  etx^x"2  >  R*.  Aucune  racine 
n'est  donc  comprise  entre  —  R  et  -)-  R.  Donc   pas  de  solu- 
tion. 

Deuxième  cas.       i        w  <  3. 

On  a  P  <^  o.  Celle  des  deux  racines  qui  a  la  plus  petite 
valeur  absolue  est  donc  seule  comprise  entre  —  R  et  -f-  R. 
(Th.  I.) 

En  nous  servant  du  deuxième  tableau,  nous  pouvons  con- 
stater les  résultats  suivants: 

1°  i  <  m  '  2.  Les  deux  racines  sont  de  signe  contraire  et 
la  racine  positive  est  la  plus  petite  en  valeur  absolue.  Donc 
une  solution  positivi  donnant  un  tronc  de  première  espèce. 

2°  2  <  m  <C  3.  Les  deux  racines  sont  négatives.  Un  pren- 
dra la  plus  petite  en  valeur  absolue.  Donc  une  solution 
négative  donnant  un  tronc  de  deuxième  espèce. 

m         •     -.  ,  6  +  2\/3 

Troisième  cas.        .->        ///      — — ■ 


On  a  eu  même  temps  P  >  o  et  x'*x'9  <  R1.  Les  deux  raci- 
nes sont  donc  comprises  entre  —  R  et  -f  R-  (Th.  II).  Les 
deux  racines  conviennent. 

Le  deuxième  tableau  montre  qire  ces  deux  racines  sont 
négatives.  Dune  deux  solutions  négatives  donnant  deux  troncs 
de  deuxièttre  espèce. 

Pour  La  valeur  limite  m  = ^ — -   on  a  une  racine  dou- 

3 

ble  négative. 
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Tableau  de  la  discussion  : 

1"  espèce  :2e  espèce 

b  ~  3  y/  3  ^       . 

<.  m  <C  i       ....  o  ... .         . . .  .  o  .  . . 


i    -  ^  m  <_'  2       ....    i    ....         .  .  .  .   o 

2  <  m  <d  3       ....  o  ... .         ....    i 

,  6  +  2  i/3 

m  < 


m 


3 

6  +  2  v/ 3 


3 

On  peut  saisir  par  ces  deux  exemples  les  avantages  de  la 
méthode  que  nous  proposons.  Quand  les  deux  tableaux  des 
variations  du  paramètre  ont  été  dressés,  la  discussion  est 
virtuellement  faite  et  les  détails  s'en  dégagent  très  aisé- 
ment. 

Les  deux  théorèmes  dont  nous  venons  de  faire  usage  ne 
sont  que  des  cas  particuliers  d'uu  théorème  général  qu'on 
peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  deux  nombres  quelconques  a, 
(3,  et  l'équation  du  second  degré, 

ax2  +  bx  +  c  =  o.  (1) 

/°  Si  l'on  a 

(a a-  +  ba  -f  c)  (a(b«  -f  bp  -f  c)  <  o, 
les  deux  racines  de  l'équation  (1)  sont  réelles,  et  l'une  d'elles  est 
comprise  entre  a  et  p  ; 
2°  Si  l'on  a  en  même  temps 

j  (aa2  -f  ba  +  c)  (a[S2  -f  bp  -f  c)  >  o. 
(  (2aa0  -f  ba  4-  bp  -f-  2c)  (aa2  4-  ba  4-  c)  <  o. 
les  deux  racines  de  l'équation  (1)  sont  supposées  réelles  et  sont 
comprises  entre  a  et  S. 
Voici  comment  on  peut  démontrer  ce  théorème  (*)  : 

(*)  Cette  démonstration  nous  a  été  inspirée  par  la  question  suivante,  proposée 
par  Jacobi  et  résolue  par  M.  Laisant  dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathé- 
matique de  Catalan,  t.  V,  p.  23.  —  «  Discuter  le  nombre  de  racines  réelles 

comprises  entre  fl  et  b  au  moyen  de  la  substitution  y  —  .  » 
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Soil  l'équation       <ix2  -\-  bx  -j-  c  =  o.  (1) 

Faisons  un  changement  d'inconnue  et  posons 

0  —  x 

y 


(2) 


./•  —  y. 

A.  toute  valeur  réelle  de  as  correspondra  nue  valeur  réelle 
de  y,  et  réciproquement.  De  plus  y  sera  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  y.  et  (5,  négatif  pour  toutes 
les  autres. 

En  portant  dans  l'équation  (1)  la  valeur  de  X  tirée  de 
L'équation  (2),  on  a,  tous  calculs  fai  s, 

(av.2  -f-  &a  -f-  c)  y*  -h  (2flarj  +  by.  +  6£  +  2('>  .'/ 

-j-  ofi2  -f-  63  -f-  c  =  o.  (oi 

Donc  :  1°  si  Ton  a 

(aas  -f  6a  -f  c)  (ap«  -f  6p  -f  c)   <  o  (4) 

Les  deux  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation  (3)  sont 
réelles  et  de  signes  contraires  ;  donc  les  deux  racines  de 
l'équation  (1)  sont  réelles  et  Tune  d'elles  est  comprise  entre 
•/  el  [3. 

S.0  Si  les  racines  de  l'équation  ili  sonl  réelles,  et  si  l'on 
a  en  même  temps 

(  (a*2  -}-  bx  -f  c)  (ap  -f  bp  -j-  c)  .     o.  (o; 


(  ^  {  (20ap  -f-  &a  -f  &p  -j-  2C)  (a*8  -f  6a  -j-  c)  <  0.  (6) 
les  deux  racines  de  l'équation  (3)  seront  réelles  et  positives, 
et  par  suite  les  deux  racines  de  l'équation  (1)  seront  com- 
prises entre  a  et  (3.  — Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque  I.    —   Pour  le  cas  particulier  ou  p  =  —  a,  le 
système  I  devient 

j  (flflli  _|_  /,x  _l_  c)  ,„-/;  _  &a  _j_  C)  >  o,  (7) 

(  (c  —  aa»)  (aa*   -f  &«  +  c)  <  o,  iS) 

Ce  système  peut  se  simplifier  «mi  observant  que  les  deux 
facteurs  de  L'inégalité  (7)  étant  de  même  signe,  leur  somme 

2(c  +  o-/2j  a  le  même  signe  que  chacun  d'eux.  On  peut  donc, 
dans  L'inégalité  (8),  remplacer  Le  facteur  (ax2  -(-  bx  4- c)  par 
le  facteur  de  même  signe  (c  -f-  tf*"'-  et  le  système  devient 
|  ,„.,.;  _|_  &a  _j_  r)  (aa*  —  6a  -f  c)  >  o, 

|  (C   —  O"/2)  (C  -)-  rtx2)    <   o. 

lii  marque  il.  —  Pour  le  cas  particulier  où  y.  =  o.  Le  ïyg- 
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lemc  (I)  devient 

c  (aV  +  bb  +  c,  >  o,  (9) 

c  (ôp  +  2C)  <  o.  (10) 

Toutes    ces  formules    peuvent    être  inlroduites    utilement 

dans  la  discussion  des  problèmes  du  second  degré. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Poitiers. 


D'un  point  \,  pris  sur  une  droite  DD'.  et  à  une  distance 
IF  =  y.  d'un  point  fixe  F.  on  mène  une  droite  quelconque 
HH'  faisant  les  angles  a  et  p  avec  DD'  et  IF.  A  quelle  dis- 
tance x  du  point  I  trouvera-t-on  sur  cette  droite  un  point  M, 
equidislant  de  E  et  de  DD?  Discuter  les  conditions  de  pos- 
sibilité. —  Quelle  ielation  doit-il  exister  entre  les  angles  y. 
et  (3  dans  le  cas  d'une  solution  unique  ?  Déduire  de  cette 
relation  la  propriété  de  la  tangente  à  la  parabole. 

Lille. 

Une  cuvette  ayant  à  peu  près  la  l'orme  d'un  verre  de 
montre  est  limitée  par  deux  surfaces  dont  les  coupes  MSN, 
MS'N  faites  par  un  plan  vertical  mené  suivant  l'axe  de  révo- 
lution sont  des  paraboles  telles  que  la  distance  FF' de  leurs 
foyers  respectifs  vaut  le  double  de  l'épaisseur  e  =:  SS'  de 
la  cuvette  à  l'endroit  le  plus  bas.  On  demande  à  quelle  dis- 
tance au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  horizontal  MN  se 
trouvent  situés  ces  deux  foyers  F  et  F',  sachant  que  l'épais- 
seur SS'  ou  c  est  de  un  centimètre. 

—  Le  10  juillet  188:2.  à  midi  moyen,  la  déclinaison  du 
soleil  est  boréale,  et  égale  à  22ui4'.  Ou  demande  pour  ce 
même  jour  ;  1°  quelle  est  la  hauteur  du  soleil  à  midi  au- 
dessus  de  l'horizon  de  Lille  (latitude  5o°38'44);  2"  quels 
sont  les  points  de  la  terre  qui  le  voient  passera  leur  zénith  ; 
3°  quels  sont  les  points  de  la  terre  pour  lesquels  il  ne  se 
couche  pas. 
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—  Effectuer  la  somme  suivante,  composée  des  sommes  d'une 
infinité  de  progressions  prolongées  à  l'infini: 

+  !+£+-* +  ■•'. 

+  _L  +  _L+_L+.  .  . 

17        17-        i7J 


+ 


J 1 1 L    .     .     . 

^  4"+  1   ^  (4B+i)a  ^  (4"+  Oa  ^ 
à  l'infini. 

—  Par  le  somme!  d'un  angle  À  d'un  triangle  ABC,  un  mène 
une  droite  Al)  faisant  avec  AB  un  angle  x.  Comment  faut- 
il  prendre  cet  angle  de  manière  que,  si  l'on  fait  tourner 
la  figure  autour  de  AB,  le  volume  engendré  par  ADB  soit 
le  quart  du  volume  engendré  par  ABC.  (Les  éléments  du 
triangle  sont  connus;  mais  les  formules  demandées  ne 
devront  contenir  que  les  angles  A,B,G). 

—  Connaissant  deux  côtés  d'un  triangle  et  la  médiane 
qui  part  de  leur  point  de  concours,  trouver  l'angle  de  ces 
deux  côtés, 

—  Une  pierre  homogène,  dont  la  densité  est  3,  est  taillée 
en  forme  de  tétraèdre;  elle  repose  sur  le  sol.  et  a  pour  base 
horizontale  un  triangle  équilatéral  ABC  de  un  mètre  de  côté  ; 
sa  hauteur  SA  tombe  sur  le  milieu  H  du  côté  AB.  Ou  demande 
quelle  force  horizontale  SF  parallèle  à  CH  il  faudra  appli- 
quer au  sommet  S  pour  ébranler  la  pierre  en  la  faisant  tour- 
ner autour  de  AB,  support  fixé  sur  le  sol. 

—  Une  ellipse  et  une  parabole  ont  un  foyer  commun,  et  le 
sommet  de  la  parabole  coïncide  avec  le  eentre  de  l'ellipse. 
Connaissant  le  grand  axe  et  la  distance  focale  de  l'ellipse, 
trouver  la  dislance  du  foyer  commun  à  l'un  des  points  d'in- 
tersection, et  la  distance  de  ce  môme  foyer  aux  points  de 
rencontre  de    l'axe    commun   :    1°  avec    la     tangente     à    La 

!  parabole  au  point  de  rencontre;  2°  avec  la  normale  à  l'ellipse 
au   même  point, 


! 
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—  Connaissant  dans  un  triangle  b  el  c  et  la  longueur 
y.  de  la  bissectrice  de  l'angle  qu'ils  comprennent,  calculer 
cet  angle,  ainsi  que  les  segments  déterminés  parla  bissec- 
trice sur  le  troisième  côté. 

—  Les  deux  faces  d'une  lentille  biconcave  ont  pour  sec- 
tions, faites  par  un  plan  mené  suivant  l'axe  principal,  deux 
paraboles  égales.  Le  diamètre  de  la  lentille  est  2  décim.: 
l'épaisseur  sur  le  bord  o  millim..  l'épaisseur  sur  l'axe  1  mil- 
limètre. On  demande  à  quelle  distance  l'un  de  l'autre  sont 
les  foyers  des  deux  paraboles. 

—  Vitesse  dans  un  mouvement  varié.  La  calculer  quand 

e  =  ^rta. 

—  Trouver  la  surface  d'un  triangle  dont  les  hauteurs  sont 
respectivement  200m,  210"'  et  220m. 

—  Un  trapèze  a  ses  bases  respectivement  de  400i"  el  de 
300m.  et  sa  hauteur  est  de  200"1.  A  quelle  distance  de  la 
grande  base  faut-il  mener  une  parallèle  à  cette  base  pour  en 
détacher  une  bande  de  un  hectare  contiguë  à  la  grande 
base. 

—  Étant  donné  un  cercle  O  et  un  point  A  dans  le  plan  de 
ce  cercle,  à  une  distance  a  du  centre,  on  mène  par  ce  point 
A  une  corde  BC  de  longueur  d.  Calculer  les  segments  AB. 
AC,   el  l'angle  OAC. 

Paris. 

On  lance  de  bas  en  haut,  sur  une  même  verticale,  et 
à  deux  secondes  d'intervalle,  deux  corps  pesants  avec  une 
même  vitesse  de  23  mètres  par  seconde.  On  demande  comment 
varie  la  distance  qui  sépare  en  deux  corps,  et  en  quel  point 
ils  se  rencontreront. 

—  A  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  deux  nombres 
a  et  b  pour  qu'il  existe  des  valeurs  réelles  de  x  vérifiant 
l'équation  a  sin  x  -f-  b  cos  x  =  î . 

—  Le  rayon  de  la  base  d'un  cône  est  R  ;  son  apothème 
est  a.  Un  plan  P,  parallèle  à  la  base  du  cône,  divise  le 
solide  en  deux  parties  qui  ont  la  même  surface  totale.  Ex- 
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primer  à  l'aide  de  r  et  de  R  la  distance  du  plan  au  sommet 
du  cône. 


i  n 

—  On  donne  cos  ia  =  —  trouver  Le  — 

2  2 


—  Étant  donnée  une  circonférence  de  rayon  R.  on  considère 
un  parallélogramme  circonscrit  ABCD.  Démontrer  que  ce 
parallélogramme  est  un   losange,  et  que  l'on  a 


+ 


AC2      '      BD2  4R2 

Quel  est,  parmi  tous  ces  losanges  circonscrits,  celui  qui  a 
la  plus  petite  surface  ? 

—  Deux  sphères  égales,  de  rayon  R,  sont  placées  de 
telle  manière  que  chacune  d'elles  passe  par  le  centre  de 
l'autre.  Calculer  le  volume  commun   aux  deux  sphères. 

—  Si  les  extrémités  A  et  B  d'une  corde  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  une  circonférence  de  rayon  R.  un 
point  quelconque  de  la  corde  mobile  décrit  également  une 
circonférence.  Calculer  la  surface  de  la  couronne  comprise 
entre  les  deux  circonférences  connaissant  la  longueur 
AC  =  a,  Bc  =  b  des  deux  segments  de  la  corde. 

—  a  et  b  étant  donnés,  entre  quelles  limites  m  doit-il  être 

compris  pour  que  1  équation  — — f- 


x  -\-  a         x  -f-  b  x  -{-  m 

ait  ses  racines  réelles? 

—  Sur  les    quatre  côtés  d'un    carré   ABCD    on   construit 

des  triangles   équilatéraux.    Démontrer  que  le  quadrilatère 

formé  en  joignant  les  sommets  extérieurs  de  ces  triangles 

est  un  carré,  et  calculer  sa  surface. 


EXAMENS  ORAUX  POUR  SAINT-CY1; 


—  On  donne  un  triangle  rectangle  ABG,  mener  DE  parai* 
lèle  ù  AC  telle  que  La  ligure  tournant  autour  de  AB,  la  ligne 
brisée  CDE  engendre  une  surface  égale  à  r.Dt-. 

—  Déterminer  L'angle  aigu./'  d'un  triangle  rectangle  ABC. 
pour  que,  si  du  sommet  B  de  l'angle  droit  B  on  abaisse  BD 
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perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  AC,  on  ail .  AO  —  2BD2  =  K-. 
Discuter. 

—  On  donne  uu  demi- cercle  AB  et  une  tangente  en  B. 
Mener  une  droite  AD  rencontrant  le  cercle  en  G  et  la  tan- 
gente en  D,  et  telle  que  2AC2  -j-  AD2  =  4K2.  Prendre  pour 
inconnue  l'angle  en  A. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB  et  une  corde  P(J,  parallèle 
à  AB;  on  joint  QB  et  AP.  Déterminer  PQ  pour  que  l'on  ait 
AP."  -f  PQ2  +  QB*  =  4m». 

—  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC.  Du  sommet  A  de 
l'angle  droit  on  abaisse  AD  perpendiculaire  sur  BC,  puis  DE 
perpendiculaire  sur  AG  et  ainsi  de  suite.  Trouver  la  limite  de 
la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires. 

—  On  donne  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires. 
Trouver  sur  le  quadrant  CB  un  point  M  tel  que,  si  on 
abaisse  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur  les  deux  diamètres, 
la  surface  totale  engendrée  par  le  rectangle  en  tournant 
autour  de  CD  soit  égale  à  2-111*. 

—  On  donne  un  triangle  équilaléral.  Prendre  sur  le  prolon- 
gement de  la  base  GB  un  point  M  tel  qu'en  menant  par  M  une 
sécante  MPQ  les  deux  surfaces  PBM  et  PQA  soient  dans  un 
rapport  donné.  On  donne  BG  =  a.  BM  =  d.  Prendre  pour 
inconnue  l'angle  en  M. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  le  péri- 
mètre 2p  et  la  hauteur  h. 

—  Dans  un  triangle  rectangle  on  donne  l'hypoténuse  a  et 
la  bissectrice  de  l'angle  B.  Calculer  B. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB.  Comment  faut-il  mener  la 

corde  CD  parallèle  a  AB  pour  que  ——  =  K? 

AU 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB.  Déterminer  l'angle  en  A 
que  doit  faire  une  corde  AP  rencontrant  la  tangente  BC  en 
Q  pour  que,  si  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  AB,  la 
somme  des  volumes  engendrés  par  le  secteur  APNB  et  le 
triangle  curviligne  PNBQ  soit  égale  à  un  volume  donné. 

—  On  donne  une  circonférence  0  tangente  en  A  à  une  droile 
xy.  Quelle  doit  être  la  position   d'un  diamètre  CD  pour  que 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  113 

si  des  extrémités  G  et  D  ou  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
xy,  CE,  DE,  ou  ait 

surf.  EG  -f  sur  CD  -f  surf.  DF  =  t.  m*. 

—  On  iloune  un  demi-cercle  AB.  Placer  un  rayon  OC  de  lellc 
sorte  que  surf.  OC-}- surf.  GMB  =  nm*,on  tourne  autour  de  AB. 

—  On  donne  trois  cercles  tangents  extérieurement,  de 
ravons  R,  R\  R".  Calculer  les  angles  sous  lesquels  les  droites 
qui  joignent  les  centres  se  coupent.  Aire  du  triangle  curvi- 
ligne compris  ru  Ire  les  trois  cercles. 

—  On  mène  les  deux  tangentes  communes  à  deux  cercles 
tangents  extérieurement.  Connaissant  les  rayons  R  et  R'  de 
ces  cercles,  calculer  l'angle  x  de  leurs  tangentes. 

—  Calculer  le  volume  d'un  cône  en  fonction  de  l'angle  au 
sommet  2a  et  du  rayon  R  delà  sphère  qui  lui  est  inscrite. 


QUESTION  65 

.Solution  par  M.  Amairy  de  Kkkdkkt,  à  Keruzoret. 


Démontrer  tes  propositions  suivantes  : 

1°  La  somme  de  trois  cubes  consécutifs  est    toujours    divisible 
par  trois  fois  le  terme  du  milieu  et  toujours  par  g. 

n3  -J-  (n-f  2)3 

iu   Le  nombre  est    toujours  un    nombre  en- 

4 
lier:  il  est   de  plus  toujours  un   nombre  composé,  excepté  pour 
n  =  i . 

3°  Les  nombres  de    la  forme   arithmétique  n4  -j-  n-  -f-   i  sont 
toujours  composés,  excepté  pour  n=  i.  (G.  L.) 

Les  trois  nombres  étant  consécutifs  sont  de  la  forme 

a  —  i .       a,      a  -\-  i . 
La  somme  de  leurs  cubes  est  donc 

3a1  -\-  6a     ou     3a(a-  -f-  ->• 

Sous  cette  forme  on  voit  qu'elle  est  divisible  par  3a.  Pour 

prouver  qu'elle  est  aussi  divisible  par  9,  il  suffit  de  faire  voir 

que  a(a'z  -f-  2)  est  toujours  un    multiple  de    3.    Si  a  est  un 

multiple  de   i,  la  proposition  esl  évidente.    Autrement  a  est 
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de  la   forme    3k  +  i  et  a2  -f-  2  =  9/12  +  6  À"  -f-  3,  ce  qui  est 
toujours  divisible  par  3. 

Donc  la  somme   de   trois  cubes    consécutifs    est  toujours 
divisible  par  9. 

2° Le  nombre —    se    réduit    en    divisant   la 

4 
somme  des  deux  cubes  par  la  somme  de  leurs  racines  à 

(n  -4-  1  )  [n2  —  n  (n  +  2)  +  (n  -f-  2)2]  __  (n  -f- 1  )  (n2-4-  271+4) 

2  ^   4 

Sous  cette  forme  on  voit  que  le  nombre  proposé  est  toujours 

entier  ;  et  de  plus  qu'il   est  toujours  composé,  excepté  pour 

n  —  1 . 

3°  Les  nombres    arithmétiques  de  la    forme    ?i4  -f-  n2  -j-  1 

reviennent  à  (/l2-T"  02  —  w2 

ou  (n2  -f-  »i  +  1  )  (w2  —  n  4-   1  ) 

Ils  sont  donc  toujours  composés   excepté   dans   le  cas  où 

n=  1. 


QUESTION  68 

Solution  par  M.  Perrin,  élève  du  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  un  cercle  fixe  A,  et  un  diamètre  fixe  PQ  de  ce 
cercle.  Soit  À  an  point  supposé  mobile  sur  A;  abaissons  de  ce 
point  une  perpendiculaire  AB  sur  PQ,  et  du  point  A  comme 
centre,  avec  AB  comme  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
rencontre  A  aux  points  C  et  D  ;  la  droite  CD  rencontre  AB  au 
point  I. 

*/°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  I  ; 

2°  Démontrer  que  si  l'on  considère  sur  A  deux  points  A  et  A 
tels  que  la  corde  A  A'  soit  vue  du  centre  0  sous  un  angle  droit, 
et  si  l'on  répète  au  point  A'  la  construction  indiquée  pour  le 
point  A,  les  distances  du  point  0  aux  deux  cordes  CD  et  CD' 
ainsi  déterminées  ont  une  somme  constante; 

S0  Étudier  les  variations  de  CD  quand  le  point  A  se  déplace 
sur  A  ; 
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4°  Après  avoir  remarqué  que  le  point  I  est  le  milieu  de  AB, 
on  propose  de  démontrer  que  les  cercles  décrits  sur  BP  et  BQ 
comme  diamètres  sont  tangents  l'un  et  l'autre  à  la  droite  CD'; 

5°  CD  rencontre  PQ  en  un  point  \\:  démontrer  que  la  polaire 
du  point  R  par  rapport  aux  droites 
AP  et  AQ  passe  par  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  B  sur 
CD.  (G.  L.) 

1°  Soit  0  le  centre  du  cercle 
fixe,  K  le  point  d'intersection  de 
AO  avec  CD  et  A'  le  point  diamé- 
tralement opposé  à  A. 

Les  triangles  semblables  AKI, 
ABO  donnent 

AI  .  AB  =  AK 
AK  .  AA 


niais 


AK  .  AO  = 


AI 


AB 


donc 

et  I  est  le  milieu  de  AB 
ayant  PQ  pour  grand  axe  et  pour  petit  axe 

lB- 


le  lieu  de  I  est  donc  une  ellipse 
PQ 


±>  De 


on  tire       AK 


AK 
ÂB2 


AO 


d'où 


2AO 
OK  =  AO  — 


de  même  OK'  =  AO 
AO  =  AO 


ÂB°- 
2AO 

XTr2 


:i) 


2A0 


niais 

TB2  -f  xVB '-  =  ÂB'2  +  ÔB2  =  AÛ- 
buisqùe  Les  triangles  \<  >i;.  V»  >i: 
lotit  égaux  :  donc 


OK  +  OK'  —  2AO  — 


AO 


3AO 


et  par  suite  <>K  -f-  OK'  est  constant. 
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GK'  =  A0- 


ÔK2; 


AO 


mais  d'après  (1)   OK  varie  de  AO  à quand  A  se  déplace 

de  Q  en  S,  QS   étant  le  rayon  perpendiculaire   à  PQ  ;  donc 
CK  part  de  0  quand  A  est  en  Q,  croît   à  mesure  que  A  se 

rapproche  de  S  et  atteint  son  maximum  —  AO2    lorsque  A 


est  en  S  ;  par  suite  CD  varie  de  0  à  AO  y/ 3  quand  le  point  A 
se  déplace  de  Q  en  S. 

QuandlepointAvadeSenP,CDdécroîtdeAO  y/3   à  0.   puis 
lepoint  AallantdePen  S' diamétralement  opposé  à  S',  CD  croit 

de  nouveau  de  0  à  AO  y/3  pour  décroître  ensuite  de  AO  y/3 
a    0  quand  le  point  A  décrit  l'axe  S'Q. 

4°  Soit  L  le  milieu  de  PB;  joignons  AP,  LI  ;  A  étant  milieu 
de  l'arc  CD,  la  langente  AT  en  A 
à  la  circonférence  A  est  parallèle 
à  la  corde  CD.  P  est  le  milieu  de 
l'arc  AA",  A"  étant  le  symétrique 
de  A  par  rapport  au  diamètre  PQ  ; 
donc  PA  est  bissectrice  de  l'angle 
TAB,  et  LI  qui  lui  est  parallèle  est 
bissectrice  do  l'angle  CIB. 

La  circonférence    de   rayon    LB 
sera  donc  tangente  à  la  corde  CD. 
On  verrait  de    même  que  la  circonférence   de    rayon   L'B 
sera  tangente  à  la  même  corde. 

5°  Abaissons   de  L  la  per- 
p  endiculaire  LE  sur  CD  : 

LE=  LB  =  LP; 
d'autre   part    AO   =   OP  ;   les 
triangles  PLE,  PAO  sont  sem- 
blables et  les  trois  points  P, 
E,  A  sont  en  ligne  droite. 

De  même  E'  étant  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de 
L'  sur  CD,  les  trois  points  Q,  E',  A  sont  en  ligne  droite. 
Abaissons  de  B  la  perpendiculaire  BF  sur  CD  : 
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M 


KL 


on  a 


LE 


BL 


RL  L'E  BL'   ' 

la  division  (HBLL)  est  donc  harmonique  et  par  suite  la 
division  (RFEE'),  projection  de  la  précédente  sur  RDC,  l'est 
aussi  et  AF  est  la  polaire  de  R  par  rapport  aux  droites 
AP.  AQ. 

Not\.  —  I.a  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vialard,  à  Cluny;Cha- 
pron,  institution  Pescnard,  à  Vincennes;  Gindre,  à  Pontarlio.r  ;  Bordier,  a 
Blanzac  ;  de  Kerdrell,  à  Keruzoret;  Jean  Slabochevitsch,  à  Saint-Pétersbourg; 
Giat,  Rougelin,  Saine,  à  .Moulin;  G.  J.a  Cheinais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris; 
Aubry,  à  Charleville;  Lafay,  Bourgarel,  à  Toulon;  Naura,  à  Vitry-le-François. 


QUESTION  69 

Solution  par  .M.  A.U8RT,  élève  an  Lycée  de  Charleville. 


Dans  un  triangle  ABC.  on  a 


2R  =  JL  /  "Izl1 
h  r    12  _  >, 


—  h2 

h    1     l-  —  h- 

R.  1.  m.  h,  étant  respectivement  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
la  bissectrice,  la  médiane  et  la  hauteur  parlant  d'un  même 
sommet.  .  (E.  Lemoine.) 

Soit  en  effet  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  ;  de  ce  point 
abaissons  La  perpendiculaire 
OM  sur  BC  ;  elle  rencontre  BC 
en  M  et  le  cercle  en  E.  On  sait 
que  AM  est  médiane  et  que 
A.E  est  bissectrice  del'angle  A. 
Soit  de  plus  AH  la  hauteur 
correspondante  au  côté  BC. 

Les     triangles    semblables 
MI>E  et  ADH  donnent  la  pro- 
I)E  _  Ml) 
ÂD  ~~  1)H  ' 


portion 
d'oii 


AD.  DE 
AD2 


lis 
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En  remarquant  que  AD. DE  =  BD.DG,  l'égalité  précédente 
AD.DG        MD      AD2  +  BD.CD  MD  -f-  DH 

DH 


V  1UJ-1L 

AD2 

DU  ' 

AD2 

Or,  l'on 

sait  q 

ne 

AB.AC  =  AD2 

-f  BD.DC. 

Donc 

AB.AC 
AD2 

M  H 

"  DH 

AB.AC 

=  AD2.^ 

DH 


et 

D'après  un  théorème  connu 

AB.AC  =  2R/1 
et  de  plus 

MH  =  V/AM2  —  AH2  =  \/  m2  —  If-     DH  =  \/  AD2  —  AH- 

=  y>  —  h\ 
Il  vient  donc  finalement 


2Rft 


f 


m"-  —  A2 
/2  -  /;2 


ou 


h  1  I*  — 


—  h' 
/2  —  A2 


Niita.  —  La  mémo  question  a  été  îvsoluc  par  MM.  A.  de  Kerdrel,  à  Keru- 
zoret;  Bourgarel,  à  Toulon;  Rougelin,  à  Moulins. 


QUESTION  71 

Solution  par  M.  Bougarel,  élève  au  Lycée  de  Toulon. 


Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  les  bissectrices  BD,  CF  des 
angles  en  B  et  C,  et  la  droite'DY.  Démontrer  que  si  d'un  point 
quelconqueM.de  DF,  on  abaisse  les  perpendiculaires  MP,  MQ,  MX. 
respectivement  sur  ÀB,  AC,  BC,  on  a 

MN  =  MP  +  MQ. 

Des  points  D  et  F  abaissons  des  perpendiculaires  DG, 
DH,  FI;  FJ,  sur  les  côtés  opposés  à   ces  points. 

Les  triangles  semblables  FMP;  FDG,  nous  donnent 

MP  =  —^—  X  GD. 
FD 
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De  même,  les  triangles  semblables  FDI,  MQD  nous  don- 
nent MQ  =  -^-xFI. 

Mais  on   a    FI  =  FJ,    et  DG  =  DH,  puisque   GF  et    BD 
sont  les  bissectrices  des  angles  à  la  base. 
D'autre  part,  on  sait  que  l'on  a 

MD  X  FI  -f  MF  x  GD  =  MN  X  FD. 
En  comparant  cette  relation,  mise  sous  la  forme 
MD  MF 

a  la  somme  des  deux  premières,  on  trouve  bien 
MN  =  MP  -f  MQ. 

Nota.  —  On!  résolu  ta  même  question  MM.  Taratte,  à  Évreux;  Vialard, 
Berdon,  à  Cluny;  Millot,  à  la  Flèche;  Giat,  Julien  Sauve,  Rouzelin,  à  Mou- 
lins; \ii;nli<',  à  Mont-de-Marsan;  Aubry,  à  CharlevUle ;  Slabochevitseb,  à 
Saint-Pétersbourg;  Tbiéloq,  école  Lavoisier,  à  Paris. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


88.  —  Étant  donnée  la  série  illimitée 

7,  i3,  25,43,  67,  97.  1 33.  175,  .. . 
dont  le  ferme  général,  celui  qui  en  a  n  avant  lui.  est 

xn=  3(V  -(-  n)  -f-  7, 
démontrer  les  propositions  suivantes: 

1.  Sur  cinq  termes  consécutifs,  pris  à  volonté  dans  la  série, 
un  terme  est  divisible  par  5  ; 
"2.  Sur  sept  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles  par  7; 

3.  Sur  treize  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles  par  1  3; 

4.  Aucun  terme  de  lu  série  n'est  égal  à  un  cube; 

o.  Une  infinité  de  termes.  Iris  que  ./■.,  =  25  ;  j-rj  =  4225, 
etc.,  sont  des  carrés  divisibles  par  25. 

Nota.  —  La  deuxième  et  la  troisième  proportion  sont 
comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  la  suivante.  Si  \  est 
un  nombre  premier,  de  La  tonne  6/1  -f-  1.  sur  n  termes  con- 
sécutifs de  La  série,  deux  sont  divisibles  par  N.  —  On  peut 
affirmer  aussi  que,  ii  l'exception  de  5,  aucun  nombre  premier 
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de  la  forme  6in  —  i  ne  peut  diviser  la  série;  niais  ces  propo- 
sitions, que  nous  énonçons  ici  incidemment,  et  parce  que 
l'occasion  s'en  présente,  tiennent  à  des  principes  moins  élé- 
mentaires que  ceux  qui  servent  à  justifier  les  principes  ci- 
dessus.  (S.  Réalis.) 

89.  —  On  donne  trois  points  en  ligne  droite,  A,  B,  C  ;  par 
A  et  B  on  fait  passer  une  circonférence  quelconque  0;  soit 
Pie  pôle  de  AB  par  rapport,  à  0  ;  la  droite  PC  rencontre  0  en 
des  points  I  et  I';  trouver  le  lieu  de  ces  points,  lieu  qui  est 
une  circonférence.  (G.  L.) 

90.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  sur  Taxe  de  cette 
courbe  un  point  Q,  situé  à  une  distance  ip  du  sommet  0. 
Soit  A  un  point  quelconque  de  P;  on  projette  A  en  B  sur  la 
tangente  au  sommet;  les  droites  QB  et  OA  se  coupent  en  un 
point  I,  dont  on  demande  le  lieu  géométrique.         (G.  L.) 

91.  —  On  considère  des  paraboles  P,  ayant  pour  somme! 
un  point  fixe  0  et  passant  aussi  par  un  autre  point  fixe  A. 
1°  Les  tangentes  à  P  aux  points  0  et  A  se  coupent  en  un  point  1, 
trouver  le  lieu  de  ce  point;  2°  la  tangente  au  point  A  et 
l'axe  de  la  parabole  se  coupent  en  un  point  I',  trouver  le  lieu 
de  ce  point.  On  déterminera  ces  deux  lieux  par  des  considé- 
rations purement  géométriques.  (École  centrale,  1879.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 


II1PRIMEME  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE   KER.  —    IMPRIMERIE   CIIAIX. 
RUE  BEROKRE,  20,    PARIS.   —  9IO'.-3. 
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LA  GEOMETRIE  RÉCURRENTE 

Par  .M.  Ci.  de  Longchanipg. 
[Suite  et  fin,  voir  pages  3,  25,  49  et  73.) 


QUATRIÈME    APPLICATION 

Etude  de  géométrie  récurrente  sur  le  cercle  des  neuf  points. 

29.  —  Considérons  maintenant  quatre  points  i,  2,  3,  4, 
sur  une  circonférence  A,  et  désignons  par  &>l23  le  centre  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle   1,  2,  3. 

Nous  établirons  d'abord  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  La  droite  wa  ©g,  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  les  deux  points,  dont  les  numéros  ne  sont  pas  com- 
muns aux  indices  %  et  S,  de  plus  elle  est  égale  à  la  moitié  de 
cette  droite. 


Prenons,  par  exemple,  les  deux  triangles  t,  a,  3;   t-,  3, 4 
soit  A  le  milieu  <!•*  la  corde   1.  3,    point  commun  aux  deui 
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circonférences  u)123,  wm  ;  soient  enfin  B,  G,  D,  E  les  milieux 
de  cordes  i,  2  ;  2,  3  ;  1,  4  ;  3,  4.  Les  circonférences  que 
nous  voulons  considérer  sont  celles  qui  sont  circonscrites 
aux  triangles  ABC,  ADE.  Il  est  remarquable  que  ces  cir- 
conférences soi,t  égales. 

En  effet,  les  rayons  de  ces  cercles  sont  donnés  par  les 
formules 

R      --  BC  p  m         ■ 

11125  _    2  sin  BAC  '        m  -     2  sin  DAE  ' 

on  a  d'ailleurs   BC   =  DE,   chacune   de   ces   droites   étant 

égale  à  la  moitié  de  la  corde  1,  3  ;  de  plus,  les  angles  BAC 

et  DAE  sont  supplémentaires  ;  on  a  donc  bien  Rl23  =  R134. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  les  deux  triangles  BCtol23, 
DEwl2i  sont  égaux  ;  on  voit  aussi  que  leurs  côtés  sont,  deux 
à  deux,  parallèles. 

En  particulier  les  côtés  Ccol2s,  Ewl25  sont  égaux  et  paral- 
lèles ;  par  suite,  la  figure  CEu)l2s  wl2t  est  un  parallélogramme. 
Les  deux  lignes  CE  et  wl2s  wl2i  étant  égales  et  parallèles, 
si  l'on  ajoute  que  CE  est  parallèle  à  la  corde  2,  4.  et  égale 
à  sa  moitié,   la  proposition  énoncée  se  trouve  ainsi  établie. 

30.  Théorème.  —  Étant  donnés  quatre  points  sur  une 
circonférence,  si  ion  considère  les  quatre  triangles  déterminés 
par  ces  points,  pris  trois  à  trois,  et  les  centres  des  cercles  des 
neuf  points  qui  correspondent  à  ces  triangles,  les  quatre  points 
ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  circonférence. 

En  effet,  le  quadrilatère  to123,  œ234.  tom,  «412,  est  homothéli- 
que  au  quadrilatère  proposé  1,  2,  3,  4.  Les  quatre  points  w 
sont  donc  situés  sur  une  même  circonférence,  dont  nous 
désignerons  le  centre  par  <o123S. 

L'homothétie  de  ces  deux  quadrilatères  prouve  encore  que 
la  droite  qui  joint  le  point  1  à  o)234,  et  les  trois  droites 
analogues,  concourent  au  même  point  S1234.  Ce  point  S1234 
est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  0  de  la  circonfé- 
rence donnée  au  point  o>1234,  et  partage  intérieurement  celte 
droite,  dans  le  rapport  de  2  à  1.  En  d'autres   termes  on  a 

31.  —  Prenons  maintenant  cinq  points  1,  2,  3,  4,  5,  sur 
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■123 


une  circonférence  de  centre  0;  ces  points  étant  combinés 
quatre  ù  quatre,  on  obtient,  parla  propriété  précédente,  cinq 
points  w  d'ordre  4,  que  nous  allons  considérer. 


Les  deux  cercles  d)128t,  t»)1238  ont  un  point  commun,  le  point 
u)128.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  L'heure,  si  l'on 
joint  ti)laa  au  point  4,  et  si  l'on  partage  cette  droite  dans  le 
rapport  de  t  à  2,  on  obtient  un  point  Sim,  qui  est  tel  que 
l;i  droite  0Sim,  prolongée  d'une  longueur  moitié  moindre 
donne  justement  le  point  wlaM.  En  appliquant  celte  remarque 
au  quadrilatère  1,  2,  3,  5,  on  obtient  la  point  to1JM  et  la 
similitude  des  triangles  t'ait  reconnaître  facilement  que  la 
droite  o17SV  (o12):,  est  parallèle  à  la  corde  4,  5,  et  égale  à  sa 
moitié. 

De  cette  remarque  on  conclut  que  les  cinq  points  fa),  d'ordre 
4,  sont  situés  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est 
désigné  par  fa>lsm.  Iles!  facile  de  généraliser  ces  propriétés 
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et  laissant  au  lecteur  le  soin  de  compléter,  conformément  à 
la    méthode    déjà    exposée    dans    les  exemples   précédents, 


les  explications  nécessaires,  nous  énonçons  le  théorème 
général  suivant  : 

Théorème.  —  /°  Si  l'on  désigne  par  wa,  cofi  deux  points 

w  â?  ordre  (n  —  i),  la  droite  a>a  cor,  est  -parallèle  à  la  droite  qui 

joint  les  deux  points  dont  les  numéros  ne  sont  pas  communs  aux 
indices  a  et  (3  ;  de  plus,  elle  est  égale  à  la  moitié  de  cette  droite. 

3°  Les  n  points  w  d'ordre  (n  —  i)  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence; le  centre  de  cette  circonférence  co123...n  est  le  point 
co  d'ordre  n. 

3°  La  droite  qui  joint  le  point  n  au  point  w12...(n-  i]  et  les  n 
droites  analogues  concourent  en  un  même  point  S12...n. 

4°  Si  l'on  joint  le  centre  0,  delà  circonférence  donnée,  au  point 
S12...ne£  si  l'on  prolonge  cette  droite  d'une  longueur  moitié  moindre, 
ou  a  le  point  w12...n  lui-même. 


32. 


Une   étude  de  géométrie  récurrente  peut  encore 
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se  taire  par  un  procédé  différent  de  celui  que  nous  avons 
indiqué  jusqu'ici.  Nous  ne  voulons  que  signaler  cette  voie 
nouvelle  et  un  exemple  nous  suffira  pour  en  montrer  l'es- 
prit. 

Imaginons  quatre  points  jetés  sur  un  plan.  Désignons  ces 
points  par  At.B,.  C^Di  ;  et  supposons  que  l'on  considère  en 
particulier  le  triangle  Bx  Cj  Dl.  Avec  ce  triangle  et  au 
moyen  d'une  certaine  construction  géométrique,  on  déter- 
mine un  point  A.2.  Cette  même  construction,  appliquée  suc- 
cessivement aux  triangles  A(D1G1 ,  A^B^  A^Cj,  donne 
trois  autres  autres  points  B.2,  C2,  D2,  points  analogues  de  A„. 
On  obtient  ainsi  une  figure  A,B,C,D2,  qui  est  déduite  de 
la  figure  A1B1C1D1  d'après  la  loi  proposée.  On  comprend 
alors  que,  de  la  ligure  A,B,C2D2,  on  peut,  par  la  même 
construction,  faire  naître  une  troisième  figure  A3B3C3D3  ; 
de  celle-ci  une  quatrième,  et.  en  continuant  indéfiniment 
cette  suite  de  constructions,  on  obtient  des  figures  qui  se 
succèdent,  d'après  une  loi  géométrique,  dérivent  les  unes  des 
autres  comme  les  termes  d'une  série,  et  qui  jouissent,  les  • 
unespar  rapport  aux  autres,  de  propriétés  géométriques  que 
l'on  peut  rechercher. 

33.  — C'est  encore  la  circonférence  des  neuf  points  qui 
va  nous  servir  pour  montrer  un  exemple  de  cette  récurrence 
des  figures;  mais,  pour  plus  de  commolité,  nous  emprun- 
tons, pour  la  démonstration  qui  suit,  quelques  propriétés  à 
la  géométrie  des  coniques. 

Prenons  quatre  points  Al5  B,,  C,,  I),  dans  un  plan.  On  sait  : 
1°  que  ces  quatre  points  déterminent  une  hyperbole  équi- 
latère  H  ;  2°  que  la  circonférence  des  neuf  points  du  triangle 
A^Ci,  par  exemple,  passe  par  le  centre  0  de  celte  hyper- 
bole; 3°  que  les  points  de  concours  des  hauteurs  des  trian- 
gles A^Cu  B^Dn  etc.,  appartiennent  à  H. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  par  l'énoncé 
duquel"  nous  terminerons  ce  travail  : 

Théorème. —  Considérons  un  quadrilatère  formé  par  quatre 
points  A^B^C^D,  ;  désignons  par  A,  le  centre  des  hauteurs  du 
triangle  BjCjDi  et  considérons  le  quadrilatère   A,B,(J.,lv,.  En 
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opérant  sur  celui-ci.  comme  sur  le  proposé,  on  obtient  un  nouveau 
quadrilatère  A3B3C3D3  et  ainsi  de  suite  :  on  arrive  ainsi,  après 
(n  —  i)  constructions  de  ce  genre,  à  un  quadrilatère  que  nous 
désignerons  par  AnBnCnDn  ;  les  circonférences  des  neuf  points, 
en  nombre  égal  à  411,  qui  correspondent  aux  triangles  A^Ci, 
BjCiDj,  etc. . . .  BnCnD„,  concourent  au  même  point. 


EXAMENS  ORAUX  POUR  SAINT-GYR 


Algèbre. 

x9-  a% 


—  Résoudre  1  -\-  bx  -\- 

a  —  x         a  —  x 

—  Résoudre  x  -f-  y  =  &y> 

x  +  y=x*  —  y*. 

—  Résoudre  xy  -J-  a(x  -\-  y)  =  p, 

&  _|_  f  _jl  !)(X  _|_  y)  =  q, 

—  Résoudre  xy  =  a2, 

x2  —  y-  =  b2. 

—  Résoudre  x  -J-  2(y  -\~  z)  =  c, 

y  +  2(z-i-x)  =  b. 
z  +  2{x  -f  y)  =  a. 

—  Faire  la  somme 

a         a  -\-  r         a  -j-  2r     ,    n  +  ^r    ,  a  +  nr 

T~~*        bq        '         bq*         '        bq1        *~  "  '  "■         bq^~' 

3x2  —  Sx  -J-  3 


Maximum  el  minimum  de 


2X  —  1 

axï  -f-  bx  -(-  c 


Trouver  le  maximum  et  le  minimuu  de 

a  a?  -f-  6' 

Résoudre      y  ma;  ~i~  rt  "f"  \^œ  -j-  &  =  c. 

«*  —  16 


—  Réduire  à  sa  plus  simple  expression  — 

—  Réduire  à  sa  plus  simple  expression 


x:>  +2a22+4tr-f8 
8x3  —  1 2x2  -\-6x  —  1 


4CC2  —  1 


1/  x  -f-  1            a 
—  Résoudre     (x  -f-  1)  -j-  ¥   x 1    =  • 

Ou  -™"  I 
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Résoudre  t3  -j-  y3  =  a 

x  Jry=b. 

x2  -\-  i 


Etudier  les  variations  de 


x-  -j-  4-x  +  3 

—  Résoudre  l'inégalité   — p->>  o. 

a  x  —  o 

—  Résoudre  x  —  y  =  a. 

\/  x   —  \/  y    =  b- 

—  Résoudre 1 ■ =  i  • 

x-  —  i  x2,  —  g 

—  Construire  x  =  ■         ;  x  = 


\/  5  -  -  i_  \/  2 

x  — 


\[  m  a-  \    3  .  ~ a 

f         11  l)  y/    2  V       ^ 


V  3    .  y7  a2  —  b 


-  ;  x=z  r  y    2  -f  s/  3  ;       x  =  a  s  y 


y/  a2  -j-  /r 

—  Sachant  que  x  et  as"  sont  racines  de  l'équation 
x2  -\-  px  -{-  q  =  o,  former  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  soient  x  -f-  ix"  et  x"  -j-  2x'. 

—  Variations  de  la  fonction    y  =  — r. 

DX2  —  2X —  J 

—  Variations  de  y  =  —. 

2X —  3 

—  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation 

(3X-f  i)xi  —  (4X  -f  i)œ+  i2X  =  o. 
Limites  de  À  pour  que  les  racines  soient  plus  grandes  que  2. 

—  Résoudre  et  discuter 

(m  —  2)  ./•'-  -j-  (m  —  3)  x  -{-  (m  —  4)  :—  °- 

—  Résoudre  et  discuter 

(ni —  t)  x2  -f-  2  (m  -f-  1)  x     -f-  2ac  =  o. 

—  On  donne  la  fonction  y  —  \xx  —  \'5x2  -f-  36  ;  entre 
quelles  limites  doit  varier  as  pour  que  y  soit  réel  ? 

—  Étudier  les  variations  de  la  fonction  y  =x*  —  3x2-\-j, 
x  variant  de  —  oo   ;i  -f-  x . 

—  Résoudre  >  o. 

1  —  2m 
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—  Résoudre  x  -j-  ay  =  h 

y  —  ax  =  c. 

■       .  3x     ■ 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction  y  =  ,  asva- 

J         x*—j 

riant  de  —  x  à  +  °°  • 

—  Résoudre  — >  o. 

x2  —  4X  -j-  1 2 

—  Étant  donné  mxi  -f-  ^x2  -{-  (m —  i)  =  o.  quelles  valeurs 
fa n l— il  donner  à  m  pour  que  les  quatre  racines  soient 
réelles? 

—  Variations  de  la  fonction  y  = ~. 

J        xl  ~  4cc  -f  3 


—  On  donne  y  =  \/ x*  —  ibx-  -f-  63.     Dans    quels    inter- 
valles x  doit-il  être  compris  pour  que  y  soit  réel  ? 

—  Soit  (m  —  ■i)xi  —  (m  —  i)  x'1  -f-  m  =  o.    Discuter,   x 
devant  être  réel  et  positif. 

—  Résoudre  x8  —  i  =  o. 

Trigonométrie. 

—  Résoudre  sin  x  -f-  cos2  x  =  m. 

—  Résoudre  tg2  x  -f-  cos2  x  —  m2. 

S 1  II  ^  oc 

—  Résoudre — —   —  m.  Discuter. 

2  —  sin'2  x 

2 sin2  x  _  . 

=  m.  Discuter. 


3  —  sin2  x 

—  Résoudre  m2  sin2  x  —  2  sin  x  —  3  =0.  Discuter. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes 

sin  a  -f-  sin  ia  -f-  sin  3a. 

—  Résoudre  m2  sin2  x  —  3  sin  x  -f-  2  =  o.  Discuter. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes 

cos  a  -j-  cos  6  -j-  cos  c  -f-  cos  («-(-&-}-  c). 

—  Résoudre       m2  cos  a;  -f-  sin  2X  =  m. 

—  Résoudre  cos  x  -f-  3  cos  2x  =  m. 

—  Résoudre  m  cos  x  =  tg  x.  Discuter. 

—  Résoudre  sin  x  =  cos  5x 

sin2  x 

—  Résoudre =  k.  Discuter. 

2  —  m  cos  x 
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—  Résoudre  x  -\-  y  =  a; 

sin  x  sin  y  =  b. 

—  Résoudre      (sin  x  —  cos  x)  sin  x  =  a. 

—  Résoudre  x  —  y  =  a. 

sin2  ce  —  sin2  y  =  b. 

—  Vérifier        Tg  a  -j-  cotg  a  = 


sin  20, 

—  Rendre   calculable   par    log. 

sin  a   -f-  sin    (a  -\-   h) 
-\-  sin  (  a-\-  2h)  -f-  sin  (a  -j-  3/i) 

—  Vérifier  cos  ia  = 


i  -f-  tg  a  tg  2a 

a  \         i  —  sin  a 
—   Vérifier     ter == 


4         2  /  eos  a 

t°"  3? 

—  Que   devient si  x  tend  vers  o  ? 

i  —  cos  x 

o-       i-«      i  i    •        sin  2r/  cos  a 

—  Simplifier  le  produit X 


j  -f-  cos  2a      '    i  -\~  cos  a 

n       .  ,  „  sin  a  —  sin  b 

—  Que  devient  1  expression ; —  quand  a  tend 

y  tg  a  -  tg  b       1 

vers  6? 

—  Résoudre  tg  x  —  tg  2X  =  sin  x. 

—  Simplifier  et  calculer  l'expression 

cos  a  cos    (b  —  c) 
-f-  cos  b  cos  (c  —  a)  -j-  cos  ccos  (a  —  b). 

Mécanique. 

—  Dans  un  plan  incliné  quel  doit  être  l'angle  a  pour  que 
le  corps  de  poids  P  soit  en  équilibre,  sachant  qu'il  est  solli- 

P 

cité  par  trois  forces  —  tirant  l'une    de  Las  en  haut,  l'autre 

horizontalement  et  l'autre  parallèlement  au  plan  :' 

—  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  vertical  AB. 
Trouver  l!angle  x  que  doil  faire  un  rayon  OC  avec  AB  pour 
qu'un  mobile  partant  de  0  arrive  en  C  dans  le  même  temps 
qu'un  mobile  parti  de  A  mel  pour  arriver  en  B. 

—  Un  donne  une   Lune  homogène   de  poids   P  et  de   lon- 

JOURN.W.  DE  MATH.  &LBH.  1N83  0. 
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gueur  /.  s'appuyant  sur  un  plan  horizontal  AO  sans  frottement 
et  contre  un  mur  poli  OK,  incliué  d'un  angle  a  sur  OA.  On 
connaît  l'angle  (3  que  fait  la  droite  AB  avec  OK.  Calculer  la 
force  Q  qu'il  faut  faire  agir  horizontalement  pour  maintenir 
la  barre  en  équilibre. 

—  Quatre  forces  sont  appliquées  en  A  et  sont  situées  dans  un 
même  plan.  AP  est  horizontale  et  vaut  8k;  AQ  fait  avec  AP 
un  angle  de  3o°  et  vaut  i2k;  AF  un  angle  de  6o°  avec  AQ  et 
vaut  iok;  AD  un  angle  de  3o°  avec  AF  et  vaut  i5k.  Trouver 
la  résultante  en  grandeur  et  en  direction. 

—  Un  mobile  pesant  3ok  descend  le  long  d'un  plan  incliné 
de  450.  En  un  point  B  sa  vitesse  est  de  4"1.  La  longueur  AB 
est  de  6m.  On  demande  au  bout  de  combien  de  temps  il  sera 
en  A. 

—  En  un  point  0  situé  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  on 
applique  trois  forces  dont  les  grandeurs  et  les  directions  sont 
OA,  OB,  OC.  On  demande  de  trouver  leur  résultante  et  son 
expression  en  fonction  de  la  distance  du  poiut  0  au  point  de 
rencontre  G  des  médianes.  Démontrer  que  la  résultante  passe 
en  G. 

—  On  fait  monter  un  corps  pesant  5ook  le  long  d'un  plan 
incliné  de  3o°,  à  l'aide  d'une  corde  qui  s'enroule  sur  une 
poulie  dont  le  rayon  est  de  20cm  et  qui  est  mise  en  mouve- 
ment par  une  manivelle  dont  la  longueur  est  im,5o.  Quelle 
est  la  force  qu'il  faut  appliquer  au  bras  de  la  manivelle  pour 
maintenir  le  corps  en  équilibre? 


QUESTION  70 

Solution,  par  M.  Aubry,  «''lève  au  Lycée  de  Charleville. 

Dans  un  triangle  ABC,  si  h1;  h2,  h3  sont  les  trois  hauteurs 
partant  des  points  A,  B,  C,;  x,  y,  z  les  distances  du  point  de 
concours  des  hauteurs  aux  côtés  BC,  AC,  AB,  on  a 

ht+x 


hsz  h,y       "  htx  (hj  —  x) 


(E.  Lemoine. 
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Soient  AD,  BF,  CK  les  hauteurs  h±,  h2,  h3,  et  H  leur  poiot 
de  concours;  on  a  donc 
HD  =  a;;  HF  =y;EK  =  z. 

On  a  donc  à  démontrer  l'é- 
galité suivante 

! + ! 

CK  .  HK   ~    BF  .  HF 
AD  +  DH 


~*~  AD  .  DH  .  AH 

cette  égalité   peut  s'écrire 

AH  .  HD  AH  .  HD 


CK  .  HK 


BF  .  HF 
2AD  —  AH 
ÂD 


AH 
Ai) 


.Mais    les   quadrilatères  AKDG,  AFDB  sont  inscriptibles  ; 
on  a  donc     AH  .  HD  =  BH  .  HF  =  CH  .  HK. 


On  en   tire 


j*h_       AH 


CK     '     BF      '      AD 
On  sait  que  si  l'on  abaisse  les  perpendiculaires,  OP,  OQ, 
OR  sur  les  trois  côtés,  on  a 

AH  =  2OP  ;     BH  =  2OQ  ;     CH  =  2OR  ; 
donc  l'égalité  à  démontrer  devient 


OP 


OQ 


+ 


OR 


AD    '     BF     '      CK 
cette  égalité  se  démontre  facilement,  car  on  peut  l'écrire 
a  .  OP    .     b  .  OQ     .     c  .  OR 


+ 


+ 


a  .  AD    '     b  .  BF     '     c  .  CK 
ce   qui  est  évident,  car  chacun  des  dénominateurs  est  égal 
a  2S,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  numérateurs. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  de  terdrel,  àKéruzoret. 
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QUESTION  73 

{Solution  par  M.  Amaukt  de  Kerdrei.,  à  kéruzoret. 


On  considère  une  parabole  P,  de  foyer  F,  et  de  directrice  A. 
Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  P  et  au  cercle  décrit 
de  F  comme  centre  avec  le  paramètre  pour  ragon  :  1°  se  cou- 
pent sur  l'axe  en  un  point  symétrique  de  F  par  rapport  à  A  ; 
T  se  coupent  sous  un  angle  de  00°.  ((r.  L.) 

1°  Soit  T  le  point  où  la  tangente  rencontre  l'axe,  et  F'  la 

projection  du 
foyer  sur  cette 
tangente.  On 
sait    que    celle 

projection 
tombe  sur  la 
tangente  an 
sommet.  Le 
triangle  rectan- 
gle TFF' donne 
FF'2=AF 

XFT. 
Donc  FT  = 
2p  :  et  par  suite 
TD  =  p  =  DF. 
Le  poiut  T  est 
donc  le  symé- 
trique de  F  par 
rapport  à  A. 
2û     Dans     le 

triangle  rectangle  TFF',  le  côté  TF  est  double  de  FF'.  Donc 
l'angle  TFF'  vaul3  o°.  et  par  suite  l'angle  des  tangentes  vaut 
6o°. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Desplaaques,  à  Condé-sur- 
Bscaut  :  Bablon,  à  Épinal;  Plandé,  Wateau,  à  Soissons  ;  Malcor,  à  Paris; 
(limite,  a  Pontavlier;  Martelly,  à  la  Flèche;  Voignier,  à  Commercy;  Vialard, 
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à  Cluny;  Bouillon,  Paure,  de  Guiseuil,  institution  Sainte-Marie,  à  Besançon; 
Julien  Sauve,  Rougelin,  Giat.  à  Moulin;  Bordier,  à  Blanzac;  N'aura,  à  Vitry- 
le-Prançois;  J.  Slabochevitscb,  à  Saint-Pétersbourg;  Bourgarel,  Lfaay.  à  Tou- 
lon ;  Aubry,  à  Charleville  ;  Besson,  à  Nantes;  Jung.  MaiaUrd,  à  Beauvais. 


QUESTION  75 

Solution  par  M.  Jean  Slabochevitscb,  élève  du  second  corps  des  Cadets, 
à  Saint-Pétersbourg. 


On  donne  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD,  dont  les  diago- 
nales se  rencontrent  en  M.  Du  point  M,  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère.  Les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  forment  un  nouveau  quadrilatère  c6yo.  On  pro- 
pose de  démontrer  que  ce  quadrilatère  est  circonscriptible. 

Le  quadrilatère  AaMS  étant  inscriptible,  on  a 

Mao  =  MAo; 

de  même  le  quadri- 

1  m  t  ère  inscriptible 

MaB(3  donne 

Map=  MBp; 

Mais  les  angles 
MBp,  M  A3  sont  é- 
gaux,  puisqu'ils 
sont  inscrits  et  in- 
terceplent  le  même 
arc  DO,  donc  Ma  est 
la  bissectrice  de 
l'angle paS;  on  prou- 
verait de  même 
que  les  autres  bis- 
sectrices passent  au 
point  M.  Donc  Le  quadrilatère  x^yB,  dont  les  bissectrices  sont 
concourantes  est  circonscriptible  à  un  cercle,  ayant  le  point 
M  pour  centre. 

Nota.  —M  .a  niéiin-  nue-lion  acte  résolue  par  MM.  Bablon.  à  Épinal;  Grand, 
Simon,  a  Lons-le-Saulnier.  ;  Julien  Sauve,  Rougelin,  Giat,  &  Moulins  ;  Vialard, 
Berdon,   a  Cluny;  Perrin,   au   lycée    Cnarlemagne;   Pauconnet,  institution 
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Sainte-Marie,  àBezançon  ;  Bourgarel,  à  Toulon  ;  Guérin,  à  Grandpré  ;  de  kerdrel 
à  Kérnzoret;  Teratte,  à  Évreu\  ;  Thiélon,  École  Lavoisier,  à  Paris  ;  Naura,  à 
Vitry-le-François  :  Bordier,  à  Blanzac;  Aubry,  à  Charleville;  Villademoros  à 
Paris. 


QUESTION  76 

Solution  par  M.  Vialard  à  Cluny. 


(1) 


Résoudre  le  système 

X2  _|_  ya  —  d  (x  +  y)  _a_ 

(y  +  x  -  d)  (x*  +  y«)  -  ■    d 
x'+y'-d(x  +  y)  h 

y  (x  +  y-d)(x»  +  y)  "      d  W' 

(G.  L.) 
Divisons  l'équation  (1)  par  l'équation  (2),  nous  avons 
x  _   a 

il  ° 

d  ou  x  =  — — . 

h 

Remplaçons  x  par  celte  valeur  dans  l'équation  (\).  Nous 
aurons _  =  _ 


&  ■  J  r )\  v 

En  divisant  -par  ^/2  haut  et  bas,  faisant  disparaître  les  dé- 
nominateurs, faisant  passer  tous  les  termes  contenant  l'in- 
connue dans  le  premier  nombre,  on  a 

'K-f-)-j(t¥-)]--Kt  +  '' 


~bM' 


'(f+0-'(f+'XT+.0 


OU  î/  = 

Transformons  cette  valeur.  Le  numérateur  peut  s'écrire, 

t 
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après  l'avoir  développé 

d[«±  +  d-nL-q=  dyUi  +  db  -  g.  -  »  j 

Le  dénominateur  devient 


( 


f  +  'X'-»Xt+'0-(t- 

(ad2  +  6 


et  par  suite 


(«  +  &  +  </) 


1   _  6[a2  -f  62  —  d  (a  -f  6)] 

d       '    (a  +  b  —  d)  (as  +  62) 
nous  en  déduisons  pour  x 

X_  _    a[a2  -f  b*  —  d  (a  -f  b)] 

d  (a  +  b  —  d)  (ak  -f  ¥) 

et  nous  voyons  que  l'on  passe  de  l'une  de  ces  valeurs  à 
l'autre  par  la  simple  permutation  des  lettres  a  et  x  d'une 
part,  6  et  y  de  l'autre. 

Nota.  —  Ont  résolu,  MM.  Simon,  à  Salins;  Sauve,  Giat,  Rougolin.  à  Moulins; 
Bablon,à  Épinal;  Desplanques,  à  Coudé-sur-Escaut;  Bourgarel,  à  Toulon; 
Perrin,  lycée  Gharlemagne,  à  Paris;  Grand  à  Lons-le-Saulnier  ;  Berdon  à  Cluny; 
Gfndre,  à  Pontarlier  ;  Taratte,  à  Kvreux  ;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret;  Naura.  à 
Vitry-le-François  ;  Aubi-v,  à  Charleville;  Villademoros,  à  Paris;  Jung,  Mail- 
lard, à  Beauvais;  Fauconnet.  Bouillon,  École  Sainte-Marie,  à  Besançon;  Luc- 
bicilh,  à  Pau;  Ménand.  à  Cherbourg. 


CONCOURS   D'ADMISSION   A   L'ÉCOLE  NAVALE 


Version  latine  (I   h.   1/2). 

Haud  multo  posl  Nearchus  e1  Onesicrilus,  post  longius  in 
Oceauum  procederejusserat,  superveniunl.  Nuntiabant autem 
quidam  audita  alia  comperta  :  insulam  ostio  amnis  sub- 
jectam  auro  abundare  inopem  equorum  esse  :  siugulos  equos 
ah  iis  qui  ex  continent!  trajicere  auderent  singulis  talentis 
emi.  Plénum  esse  belluarum  mare;  œstu  secundo  cas  fieri, 
magnarum  navium  corpora  saquantes  :    truci  cantu  deter- 
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ritas    sequi   classem,   cum    niagno  eequoris   strepitu,    velut 
demersa  navigia,  rubisse  aquas. 

Thème  anglais  (1  h.  1/2). 

El  toujours  la  barque  s'enfuit  comme  l'écume  emportée 
par  la  cataracte,  elle  fend  le  dos  de  la  vague  qui  s'écroule 
en  poussière  sous  sa  quille.  Elle  traverse  l'Océan  convulsé 
comme  si  son  pilote  était  un  dieu  élémentaire.  La  lune  se 
lève  ;  à  sa  lueur  se  dessinent  dans  la  bruine  les  rochers 
éthérés  du  Caucase.  En  unclind'œil  il  s'en  approche.  La  mer 
fait  rage  à  sa  base  caverneuse  et  les  vagues  monstres  s'y 
brisent  avec  fureur.  Qui  sauvera  la  barque  ?  Elle  est  sauvée, 
comme  une  flèche  elle  est  entrée  dans  la  caverne  avec  le  flot- 
bouillonnant. 

Narration  (3  heures). 

La  princesse  Rosamonde.  non  moins  capricieuse  qu'agile 
à  la  course,  avait  obtenu  du  roi  son  père  qu'il  la  laissât 
disposer  de  sa  main  et  de  la  couronne  en  faveur  de  l'homme 
qui  réussirait  à  atteindre  avant  elle  un  but  déterminé,  sous 
peine  de  mort  pour  les  prétendants  malheureux.  Un  seul  se 
risqua  à  tenter  l'aventure.  Il  s'appelait  Abibas,  et  il  avait 
plus  d'une  raison  pour  ne  tenir  que  médiocrement  à  la  vie. 
il  fut  agréé  malgré  sa  mauvaise  mine  :  la  princesse  se 
croyait  assurée  d'avance  de  la  victoire.  Mais  Abibas  avait 
compté  sur  la  ruse  bien  plus  que  sur  la  vitesse  de  ses 
jambes.  Il  s'était  muni  d'une  guirlande  de  roses,  d'une 
ceinture  de  soie  et  d'un  petit  sac  de  la  même  étoffe  dans 
lequel  il  avait  enfermé  une  balle  d'or  portant  cette  inscrip- 
tion :  «  On  ne  se  lasse  jamais  de  jouer  avec  moi.  »  Après 
quelques  alternatives  de  succès  et  de  revers,  il  finit  par 
remporter  la  victoire  sur  sa  rivale.  On  dira  de  quels  secours 
lui  furent  dans  ces  diverses  péripéties  les  objets  dont  il 
s'était  muni. 

Dessin  (1  h.  ihl). 

Tète  de  femme. 

Épure  (3  heures  avec  le  dessin  linéaire). 
On  a  un  point  A  situé    dans  le  second  dièdre,  distant    de 
4  centimètres  du  plan  horizontal,  et  de  3  centimètres  du  plan 
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vertical.  Mener  par  ce  point  une  droite  faisant  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  de  35°  et  avec  le  plan  vertical  un  angle 
de  410.  Parmi  les  droites  qui  satisfont  au  problème,  con- 
sidérer seulement  celle  qui  a  la  trace  verticale  la  plus  éloi- 
gnée du  plan  horizon! al  et  située  sur  la  gauche  du  plan 
de  profil  contenant  A.  Déterminer  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  et  de  la  ligne  de  terre. 

Trigonométrie  (trigonométrie,  physique  et  chimie  i  heures). 

Dans  le  triangle  rectiligne  ABC  on  donne  : 

'2^     /  Calculer  A,  B,C,  et  le  rayon  du  cercle 
C  =  2147,7;)     r  •  ••  r> 

^'  {  „_  v  circonscrit  R. 

A  =  27°47  56") 

Physique. 

1°  Définition  de  la  chaleur  spécifique;  méthode  des  mélan- 
ges; 

2°  Un  vase  cylindrique  circulaire  est  fermé  par  un  piston 
AB  dont  le  rayon  R  =  o,55.  Il  contient  un  gaz  à  la  pression 
de  760  m/m  et  à  iou. 

On  porte  la  température  du  gaz  à  2000.  Quel  poids  faut-il 
placer  sur  le  piston  pour  que  le  volume  reste  invariable. 
On  néglige  le  poids  du  piston,  la  dilatation  de  l'enveloppe 
et  on  suppose  que  la  pression  extérieure  est  constamment 
égale  à  760  miu.  Le  coefficient  de  dilatation  du  gaz  est  0,0037. 
La  densité  du  mercure  1 3,6. 

Chimie. 

Acide  carbonique. 

Arithmétique  (arithmétique  et  algèbre  3  heures). 

Faire  voir  que  la  .fraction  décimale  périodique  mixte 

0,57864864864   

est  équivalente  à  la  fraction  ordinaire 

5786486486  —  5786. 

Algèbre. 

Étant  donné  un  tétraèdre  régulier  SABC.  de  côté  a,  on  Le 
l'oupe  par  un  plan  parallèle  a  la  base.  On    prend    la  section 
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abc  pour  base  d'une  pyramide  dont  le  sommet  o  est  au 
centre  de  gravité  du  triangle  de  hase  du  tétraèdre.  —  Gom- 
ment doit-on  mener  le  plan  sécant  pour  que  la  pyramide  ait 
un  volume  maximum  ?  Déterminer  en  fonction  de  a  l'expres- 
sion de  la  surface  totale  de  cette  pyramide  de  volume  maxi- 
mum. 

Géométrie  (géométrie  el  statique  3  heures). 

1°  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents.  Ordre  et 
démonstration  succincte  des  propositions  qui  servent  à  établir 
ce  théorème 

2°  On  donne  un  cercle  de  rayon  OC  =  R  et  2  points  A 
et  B  sur  le  rayon  OC  tels  que 

OA.OB  =  R2 

Démontrer  que  le  rapport  des    distances  d'un  point  quel- 

OA 

conque  M  aux  2  points  A  et  B  est  égal   à    — -    lorsque    le 

point  M  est  sur  la  circonférence,  est  plus  petit  que  -—^—  lors 

que  M  est  à  l'intérieur  du  cercle  et  plus  grand  que  — — -lors- 
que M  est  à  l'extérieur. 

Statique. 

Un  cercle  matériel  de  rayon  R  peut  tourner  librement 
autour  de  son  centre  O  et  3  points  ABC  sont  donnés  sur  sa 
circonférence.  En  A  et  B  sont  appliquées  2  forces  Fl5F2  don- 
nées en  grandeurs  et  en  directions.  On  demande  d'appliquer 
en  C  une  force  F3  telle  que  le  cercle  reste  en  équilibre  sous 
l'action  des  3  forces  F19F2,F3,  le  point  O  étant  fixé  invariable- 
ment. 

Montrer  que  le  problème  admet  uue  infinité  de  solutions. 
Trouver  en  grandeur  et  direction  la  plus  petite  force  Fg  qui 
réponde  à  la  question. 
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SUR  LA  FORMATION  DE  CERTAINS   TABLEAUX 

Par  M.  Désire  André. 


/.  —  Problème  direct. 

1.  —  Etant  donnés  des  objets  différent  s  en  nombre  quelconque , 
est-il  possible  d'en  former  un  tableau  d'un  certain  nombre  de 
colonnes,  où  chaque  objet  n'entre  jamais  plus  d'une  fois  dans  une 
même  colonne,  mais  paisse  entrer  dans  plusieurs,  et  où  chaque 
objet  soit  complètement  déterminé  dès  qu'on  connaît  les  colonnes 
où  il  entre? 

Quel  que  soit  le  nombre  des  objets  donnés,  si  le  nombre 
des  colonnes  est  assez  grand,  ce  problème  est  possible. 
C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  par  des  raisonnements 
très  simples,  fondés  sur  la  considération  de  la  numération 
binaire. 

2.  —  Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait 
construit  un  tableau  satisfaisant  aux  conditions  énoncées. 
Considérons-y  l'un  des  objets  donnés,  et,  parcourant  le  ta- 
bleau de  gauche  à  droite,  examinons  chaque  colonne,  pour 
voir  si  cet  objet  y  figure  ou  n'y  figure  pas. 

Si  nous  convenons,  en  marchant  ainsi  de  gauche  à  droite, 
d'écrire  un  chiffre  i  pour  chaque  colonne  où  notre  objet 
figure,  et  un  chiffre  o  pour  chaque  colonne  où  il  ne  ligure 
pas,  nous  voyons  que  nous  faisons  correspondre  à  notre 
objet  une  suite  de  chiffres  i  et  de  chiffres  o,  dont  le  nombre 
total  est  égal  au  nombre  des  colonnes  du  tableau.  Il  y  a 
autant  de  ces  suites  qu'il  y  a  d'objets.  Pour  que  les  objets 
soient  déterminés  comme  on  le  demande,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  suites  soient  toutes  différentes. 

3.  —  Il  est  facile  de  les  rendre  telles.  Considérons,  en 
effet,  l'une  quelconque  de-  ces  suites.  Formée  uniquement  de 
chiffres  o  et  de  chiffres  i,  elle  représente,  quelle  qu'elle 
soit,  un  certain  nombre,  écrit  dans  le  système  de  numétalion 
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dont  la  base  est  2.  Il  suffit  donc  que  les  nombres  ainsi  re- 
présentés soient  tous  différents;  et,  par  conséquent,  que  les 
objets  considérés  correspondent  à  des  nombres  tous  diffé- 
rents. 

Or,  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  2, on 
peut  écrire  tous  les  nombres  qu'on  veut,  pourvu  qu'on  y 
emploie  un  nombre  suffisant  de  chiffres.  Donc,  si  grand  que 
soit  le  nombre  des  objets  donnés,  on  en  pourra  former  un 
tableau  satisfaisant  aux  conditions  énoncées,  pourvu  qu'on 
mette,  dans  ce  tableau,  un  nombre  de  colonnes  suffisant. 

Dans  la  numération  binaire,  le  plus  grand  nombre  de  c 
chiffres  est  égal  à  2r  —  1  Donc,  en  donnant  c  chiffres,  au 
plus,  à  chaque  nombre,  on  peut,  dans  ce  système  de  numé- 
ration, écrire  tous  les  nombres,  depuis  1  jusqu'à  2e  exclu- 
sivement. Donc,  pour  qu'on  puisse  distribuer  n  objets  diffé- 
rents en  un  tableau  de  c  colonnes,  il  faudra  et  il  suffira  que 
l'on  ait  n  <  2e, 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

logn 
log  2 

4.  —  Supposons  que  le  nombre  n  des  objets  donnés  et  le 
nombre  c  des  colonnes  du  tableau  satisfassent  à  ces  inéga- 
lités. On  pourra  former  le  tableau  demandé  par  un  procédé 
très  simple,  qui  découle  tout  naturellement  de  ce  qui  précède, 
et  qui  peut  être  formulé  de  la  manière  suivante  : 

On  placera  d'abord  les  n  objets  donnés  dans  un  ordre  arbi- 
traire, où  on  leur  assignera  les  numéros  1,  2,  3,  ....  n; 

On  écrira  ensuite  ces  n  numéros  ou  nombres  dans  le  système 
de  numération  dont  la  base  est  2  : 

On  placera  enfin  chacun  des  objets  donnés  dans  toutes  les 
colonnes  auxquelles,  sur  son  numéro  ainsi  écrit,  correspondent 
des  chiffres  1 . 

//.  —  Exemples. 

5.  —  Pour  donner  un  premier  exemple,  supposons  que 
nous  veuillons  former  un  tableau  remplissant  les  conditions 
énoncées,  en  prenant  pour  objets  distincts  les  trente  et  un 
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premiers  nombres  entiers.  Puisque  3i  n'est  autre  chose  que 
25  —  i,  il  suffira  d'y  employer  cinq  colonnes.  Nous  n'avons, 
pour  former  ce  tableau  de  cinq  colonnes,  qu'à  appliquer 
successivement  les  trois  parties  de  la  règle  formulée  ci- 
dessus  (4). 

Évidemment  les  trente  et  un  premiers  nombres  entiers 
peuvent  être  regardés  comme  se  servant  de  numéros  à 
eux-mêmes.  La  première  partie  de  la  règle  est  donc  tout  de 
suite  appliquée. 

Pour  appliquer  la  seconde,  nous  n'avons  qu'à  écrire  les 
trente  et  un  premiers  nombres  entiers  dans  le  système  de 
numération  dont  la  base  est  2,  opération  qui  ne  présente 
aucune  difficulté, 

Enfin,  il  nous  faut  écrire  chacun  des  nombres  donnés  dans 
toutes  les  colonnes  où  il  doit  figurer.  Soit,  par  exemple,  le 
nombre  14.  Dans  la  numération  binaire,  14  s'écrit  1 1 10,  ou 
bien, pour  lui  donner  autant  de  chiffres  qu'il  y  a  de  colonnes, 
01 1 10.  Appliquant  littéralement  la  troisième  partie  de  notre 
règle,  nous  n'écrirons  pas  14  dans  la  première  colonne; 
nous  l'écrirons  dans  la  deuxième,  dans  la  troisième  et  dans 
la  quatrième;  nous  ne  l'écrirons  pas  dans  la  cinquième. 
Opérant  de  la  même  façon  pour  chacun  des  trente  autres 
nombres  donnés,  nous  formerons  le  tableau  ci-dessous,  qui 
satisfait  à  toutes  les  conditions  que  nous  avons  énoncées  en 
commençant. 


16 

8 

4 

2 

1 

l7 

9 

5 

3 

3 

18 

10 

6 

6 

5 

19 

1  1 

7 

7 

7 

20 

1 2 

12 

10 

9 

21 

i3 

i3 

1  1 

1 1 

22 

1  + 

'4 

'4 

i3 

23 

1  5 

i5 

1  5 

i5 

24 

24 

20 

18 

l7 

2  5 

2D 

2  1 

l9 

l9 

26 

2  0 

22 

2  2 

2  1 

*7 

27 

23 

23 

2  3 

28 

28 

28 

26 

25 
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6.  —  Pour  donner  un  second  exemple,  supposons  que 
nous  veuillons  former  un  tableau  en  prenant  pour  objets 
distincts  les  lettres  de  l'alphabet  français,  lesquelles,  si 
l'on  y  compte  le  W,  sont  au  nombre  de  26.  Comme  26  est 
compris  entre  16  et  32,  c'est-à-dire  entre  2*  612%  il  nous 
faudra  donner  encore  cinq  colonnes  à  notre  tableau. 

Gela  étant,  nous  donnerons  aux  différentes  lettres  les 
numéros  que  leur  assignent  leurs  places  dans  l'alphabet; 
nous  écrirons  ces  26  numéros  ou  nombres  dans  le  système 
de  la  numération  binaire;  enfin,  nous  placerons  chaque 
lettre  dans  toutes  les  colonnes  indiquées  par  son  numéro. 
Nous  obtiendrons  finalement  le  tableau  que  voici  : 

P        H        D        B        A 


Q 

I 

E 

G 

G 

R 

J 

F 

F 

E 

S 

K 

G 

G 

G 

T 

L 

L 

J 

I 

U 

M 

M 

K 

K 

V 

N 

N 

N 

M 

W 

0 

0 

0 

0 

X 

X 

T 

R 

Q 

Y 

Y 

U 

S 

S 

Z 

Z 

V 

Y 

U 

w 

W 
Z 

Y 

7.  —  Le  premier  des  tableaux  précédents,  celui  qui  est 
relatif  aux  3i  premiers  nombres,  est  un  tableau  bien  connu: 
il  figure,  sous  le  nom  d'éventail  magique,  dans  les  Récréations 
mathématiques  de  M.  Edouard  Lucas.  Quant  au  second,  c'est- 
à-dire  à  celui  des  26  lettres  de  notre  alphabet,  il  est  tout 
à  fait  analogue  au  tableau  que  présente  une  machine  ingé- 
nieuse, nommée  oecultographe,  que  l'on  montrait,  il  y  a 
quelque  temps,  au  théâtre  Robert-Houdin. 

Il  serait  facile  de  former  beaucoup  d'autres  tableaux.  On 
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pourrait  prendre  pour  objets  les  noms  de  nos  3a  anciennes 
provinces,  ou  ceux  de  nos  86  départements,  ou  ceux  des 
villes  de  France  qui  ont  plus  de  ioooo  habitants,  ou  les 
noms  de  baptême  les  plus  répandus,  etc.,  etc. 

Dans  chaque  cas,  on  déterminerait  d'abord  le  nombre  des 
colonnes  du  tableau  d'après  celui  des  objets  donnés.  On 
formerait  ensuite  le  tableau  lui-même,  en  appliquant  succes- 
sivement, d'une  façon  littérale,  les  trois  parties  de  la  règle 
que  nous  avons  formulée  plus  haut  (4).  (A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


92.  —  Déterminer  les  cotés  d'un  triangle  connaissant  (/, 
el  sachant  que  a,  b,c  et  fta,  sont  en  progression  géométrique 
(hB  est  la  hauteur  abaissée  sur  a).  (A.  M.) 

93.  —  Construire  un  angle  ABC,  connaissant  la  différence 
des  angles  B  et  G,  et  les  portions  de  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  A,  et  de  la  bissectrice  extérieure  du  même  angle, 
comprises  entre  les  hauteurs  partant  de  B  et  de  C. 

(Lemoine.) 

94.  —  Suit  un  triangle  ABC  ;  désignons  par  A',  B',  C,  les 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  A  avec  les  côtés  de  ce 
triangle.  On  sait  que  les  droites  AA'.  BB'.  CC  sont  concou- 
rantes. Soit  w  le  point  de  concours;  prenons  ce  que  nous 
nommons ,1e  pointa'  réciproque  de  <o  (Ce  point  est  défini  de 
lu  manière  suivante:  On  prend  A"  symétrique  de  A'  par  rapport 
au  milieu  de  BC  :  de  même  pour  B"  et  C"  ;  w'  est  le  point  de 
concours  de  AA",  BB",  CG'.J  On  propose  de  démontrer  que 
le  point  c»',  le  centre  de  gravité  <i  du  triangle  ABC.  et  le 
centre  0  de  A  sont  trois  points  en  ligne  droite.  On  demande 

lii  valeur  au  rapport  (o.  L.) 

95.  —  De  chaque  Bommel  A.  B,  C  d'un  triangle  comme 
centre,  on  décril  dos  cercles  de  rayon  .-.,.  p2,  ps,  tels  que  l'on 
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•i  H  ~i~  Pu   Pi  ~r  p3   Pi  ~r  p3 

a  h  c 

a,  b,  c  étant  les  côtés  du  triangle.  Lieu  des  centres  radicaux 
de  ces  circonférences.  (Lemoine.) 


ERRATUM 


Dans  l'énoncé  de  la  question  88,  il  s'est  glissé  un  certain  nombre  d'erreurs, 
que  nous  signalons  ici  : 

Au  lieu  de    xn  =  ,    il  faut    Xn  =    . 

Dans  le  cinquième  alinéa,  au  lieu  de    x39  ==  4225,    il  faut    xz9  =  4225. 

La  remarque  contient  les  erreurs  suivantes  :  Au  lieu  de  :  la  deuxième  et 
la  troisième  proportions,  il  faut  : 

La  deuxième  et  la  troisième  propositiotis . 

Au  lieu  de    6n  +  1,    il  faut    6m  4-  i- 

Au  lieu  de  :  Aucun  nombre  premier  de  la  forme  bm — 1  ne  peut  diviser 
la  série,    il  faut  :    ne  peut  diviser  un  terme  de  la  série. 

A  la  fin,  au  lieu  de  :  servent  à  justifier  les  principes  ci-dessus,  il  faut  : 
les  énoncés  ci-dessus. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZE1LLE. 


WBPniMERIE    CENTRALE   DES   CHEMINS   HE   PER.  —  IMPUMER1E  CIUIX. 
IUE  BERGÈRE,  20,   V\Kl<.  —  12016-3- 
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THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.  <*    «le  Lougchamps. 


Le  théorème  dont  nous  voulons  parler  peut  être  énoncé 
dans  la  forme  suivante  : 

Théorème  (1).  —  Le  double  d'un  carré,  augmenté  de  l'unité, 
peut,  d'une  infinité  de  façons,  être  un  carré;  mais  il  n'est  jamais 
égal  à  un  bicarré. 

1.  —  Considérons  d'abord  l'équation  indéterminée 
2as2  -f  i  =  y*  ; 
nous  voulons  montrer  qu'elle  admet  une  infinité  de  solutions 
entières. 
On  voit  immédiatement  qu'elle  est  vérifiée  en  supposant 

x  =  2,        y  =  3. 
Dans  une  note  que  nous   avons  publiée  dans  ce  journal, 
nous  avons  montré  que  l'équation 

gx2  -f-  py2  =  i 
ne  pouvait  admettre  une  solution  entière,  sans  être,  par  cela 
même,  vérifiée  par  une  infinité  de  valeurs  entières  d'x  et  d'y. 
En  désignant  par       x0  =  0',         y0  =  ô 

une  solution  entière  et  particulière  de  cette  équation,  nous 
avons  démontré  et  l'on  vérifie  sans  difficulté  que  les 
nombres  xlf  yt,  +  xt  =  6'(Y/0'2  —  3/>02) 
±  yl  =  0(3ç0'2  —  p02) 
représentent  une  nouvelle  solution  de  l'équation  proposée. 
Par  exemple,  pour  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  on 
passe  d'une  solution  xp,  yp  à  une  autre  solution  xp+l,  ypJri, 

(1)  Cetie  propriété  des  nombres  a'esl  pis  nouvelle,  du  moins  selon  toute 
vraisemblance.  La  première  i  artie  esl  certainement  connue,  puisque  Euler  et 
LaT?range,  après  Fermât,  oui  donné  la  résolution  complète  de  l'équation 
indéterminée  du  second  degré;  quant  à  la  seconde  partie,  elle  ressort  des 
équations  \x*  -f-  \iy*  +  C.z2  =  o  qui  ne  sont  pas,  croyons-nous,  complètement 
résolue-;.  Dan-,  tous  lescas,  la  démonstration  que  nous  proposons  est  élémentaire 
et  sa  lecture  pourra  intéresser  nos  jeunes  lecteurs. 
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au  moyen  des  formules  suivantes  : 

±  CCp  +  i  =  Xp  (2X/  -f-  3?//) 

±  yP+i  =  Vp  (6œP2  -f  y/). 
En  appliquant  ces  formules  aux  valeurs  suivantes 
«o  =2,  y0  =  3, 

on  a  cc1  =  70,  ^  =  99; 

puis  œ,  =  2744210    ?/2  =  3880899,  etc.. . 

2.  —  Proposons-nous  maintenant  de  démontrer  que 
l'équation  indéterminée 

2X2  -f-   1   =  t/4  (1) 

ne  peut  être  vérifiée  par  des  solutions  entières. 

Le  nombre  inconnu  y  est  nécessairement  impair;  posons 
donc  ij  =  2t  -\-  1, 

t  désignant  un  nombre  entier.  L'équation  qui  va  nous  occu- 
per est  alors  2x2  -}-  1  =  (2/  -f-  i)4 
ou.  après  simplifications, 

ce2  =4*(2*3  +  4*2  -f  3/+  1). 

Le  polynôme  placé  dans  la  parenthèse  est   divisible  par 
t -\-  1,  et  l'on  trouve,  en  effectuant  cette  division, 
ce2  =  4*(*  -f-  l)(2*2  +  2/  -f-  1). 

Cette  égalité  peut  encore  être  écrite  sous  la  forme  sui- 
vante :  œ2  =  4t(t  -f  i)[*2  +  (/  +  i)2"|.  (2) 

Nous  distinguerons  maintenant  deux  cas,  suivant  que 
t  est,  ou  n'est  pas,  un  carré  parfait. 

1°  Supposons  d'abord  que  t  ne  soit  pas  un  carré  parfait, 
et  soit  a  un  facteur  premier  de  t,  facteur  ayant  un  exposant 
impair.  Ce  nombre  /  doit  diviser  le  produit 

Mais,  pour  des  raisons  connues,  il  ne  peut  appartenir  à 
t  +  1  ;  par  conséquent  X  devrait  diviser 

t»  +(*+!)*• 

Or  il  divise  £;  il  devrait  donc  diviser  (f -f-  i)2,  et  par  suite 
t  -J-  1  ;  ce  qui  est  impossible. 

2°  Supposons  maintenant  que  £  soit  un  carré  parfait.  Dans 
ce  cas,  t  -f-  1  n'est  pas  un  carré  parfait,  et  en  répétant  sur 
^  -|—  1  le  raisonnement  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure 
sur  t,  on  reconnaît  l'impossibilité  de  résoudre,  en  nombres 
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entiers,  l'équation  (2)  et,  par  conséquent,  l'équation  propo- 
sée (1). 


CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  SAINT-CYR  (1883) 


Mathématiques . 

1.  —  Une  sphère  de  rayon  r  est  placée  sur  un  plan  ;  un  cône 
dont  le  rayon  de  base  est  R  et  la  hauteur  2r  repose  sur  ce  même 
plan.  A  quelle  distance  x  du  plan  donné  faut-il  lui  mener  un 
plan  parallèle,  pour  que  les  volumes  compris  entre  les  deux 
plans  dans  ces  deux  solides  soient  équivalents  ?  —  Discuter.  — 
Examiner  la  position  du  plan  sécant  par  rapport  au  centre  de 
la  sphère. 

Le  volume  du  segment  sphérique  à  une  base,  qui  a  pour 
hauteur  x,  a  pour  expression 

—  -x2(3r  —  x). 

Le  volume  du  tronc  de  cône,  dont  les  rayons  de  base  sont 
R  et  y,  et  la  hauteur  x,  a  pour  expression 

y  7rx(R*  +  i/  +  Ry); 

on  a  en  outre,  entre  x  et  y,  la  relation 

y  2r  —  x 

"R    "         2T        ' 

on  en  tire  pour  l'expression    du  volume    en    fonction    des 

seules  données  et  de  x 

i      ^        i2r2  —  6rx  -f-  x2 
ttR2* 


3  4r» 

L'équation   du  problème  est  donc,  en  supprimant  le  fac- 


teur conslant  —  t. 
3 


4r2J52(3r  —  x)  =  R2x(x*  —  6rx  -f-  i2r2). 
On  a  d'abord  la  solution   x  =   o,    qui  ne  convient  pas  à 
la  question,  puisque  alors  les  deux  volumes  sont  simultané- 
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ment  nuls;  puis  il  reste  l'équation  du  second  degré 

;C2(R2  _|_  4,-2)  _  6r.x(R2  -j-  2?-2)  -f-  1 2R2r2  =  o.     (1) 
Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  que  x  soit  réel, 
positif  et  moindre  que  2r.  La  condition  de    réalité  des  ra- 
cines est      o/r2(R2  +  2r*y  —  i2R2r2(R2  +  4?-2)  >  o 
ou,    en  supprimant  le  facteur  positif    3r2   et  effectuant  les 
calculs,  —  R4  —  4RV2-f-  i2r*  >  o.  (u2) 

En  posant  —  =  m,  on  trouve  que  m2   doit  être  compris 
r 

entre  les  racines  de  l'équation 

m''  -j-  4m2  —  12  =  0; 
comme    de    plus  m2   doit  être  positif,  de  même  que  m,  on 
trouve  entre  les  rayons  R  et  r  la  relation 

R<fV57  (3) 

Lorsque  les  racines  sont  réelles,  elles  sont  positives,  car 
leur  sorrwne  et  leur  produit  sont  positifs. 
La  demi-somme  des  racines  est 

2r2  -f  R2 
3r'   4r2  +  R2  ; 
l'expression  fractionnaire  est  plus  petite  que    l'unité,    elle 
augmente  donc  avec  R2,  et  comme  la  plus  grande  valeur 
de  R2  est  2r2,  la  demi-somme  des  racines  est  moindre  que 
2/-;  donc  la  plus  petite  racine  au  moins  est  acceptable. 

Pour  savoir  si  les  deux  racines  sont  acceptables,  nous 
allons  substituer  2?*  à  x  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion. Nous  trouvons  pour  le  premier  membre 

4r2(R2  -f-  4r2j  —  i2?2(R2  +  2r2)  -f-  i2Rara  ; 
nous  avons,  après  réduction, 

(R2  —  2r2)4?-2. 
Or,  le  premier  facteur  est  négatif  si  les  racines  sont  iné- 
gales ;  il  est  nul  si  les  racines  sont  égales.  Donc,  en  ex- 
ceptant  ce    cas   limite,    nous    voyons   que  la  plus    grande 
racine  est  supérieure  à  2?*;  elle  n'est  donc  pas  acceptable. 
Enfin,  pour  savoir  comment  est  placé  le  plan  par  rapport 
au  centre,  nous  cherchons  le  signe  que  prend  le   premier 
membre  quand  on  y  remplace  x  par  r.  Nous  trouvons 
r2(7R2  —  8r2). 
Ce  résultat  est  de  même  signe  7R2  —  8r2. 
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Donc,  tant  que  l'on  a  7R2  <  8r-,  la  solution  trouvée  pour 
x  est  inférieure  à  r,  et  par  suite  les  deux  plans  sont  du 
même  côté  du  centre.  Si  Ton  a  7R2  —  8/-2  =  o,  le  plan 
passe  par  le  centre  ;  enfin,  dans  le  cas  ou  7R2  est  plus  grand 
que  8/'2,  le  plan  sécant  est  au-dessus  du  centre. 

2.  —   On  donne  un  demi-cercle  AOB,  et  la  tangente  AG   à 
l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  Trouver  sur  la  demi-circonférence 
un  point  M  tel  que,  en  abaissant  une  perpendiculaire  M  G  sur 
la  tangente  AG,  et  joignant  MB;  on  ait 
MB  -f  2MG  =  1. 

Discuter. 

Du  point  M,  j'abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  le  dia- 
mètre AB,  puis  je  prends  pour  inconnue  l'angle  ABM,  que 
j'appelle  9.  J'ai  évidemment 

MB  =  2K  cos  9 
AP=:MG  =  2R(.  —  cos2  9). 
L'équation  du  problème  est  donc 

2R  cos  9  -f  4R(i  —  cos2  cp)  =  /, 
ou         4R  cos-  9  —  2R  cos  9  -f-  l  —  4R  =0. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  cosinus 
soit  positif  et  plus  petit  que  1,  parce  que  l'angle  9  est  né- 
cessairement aigu.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre 
1  est  en  dehors  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  raci- 
nes; en  effet,  si  je  remplace  cos  9  par  i,il  vient,  après  ré- 
duction, /  —  2R. 

Or,  il  est  certain  que  cette  quantité  est  positive;  car  on  a 
MB  -f  MG  >  BP  -f-  PA 
et  à  plus  forte  raison 

MB  +  2MG  >   2R. 
Si  l'on  a  /  —  4R  <  i>, 

on  a  deux  racines  réelles,   l'une   positive,   l'autre  négative, 
et  d'après  ce  que  nous    venons    de  dire,    la  racine  positive, 
seule  accgptable,  est   moindre   que  1  ;   le  problème  a   donc 
dans  ce  cas  une  solution,  et  une  seule. 
Si  Ton  a  /  —  4R  >  o, 

Les  deux  racines,  si  elles  sont  réelles, sont  positives,  puisque 
leur  sommeest  positive  ainsi  que  leur  produit,  Pour  qu'elles 
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soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

17R2  —  4.RI  >  o, 

ce  qui  donne  l  •<  ■ -. 

4 

Alors,  comme  la  demi-somme  des  racines  est  — ,  les  deux 

4 
racines  sont  inférieures  à  l'unité.  Le  problème  a  donc  deux 

solutions. 

Cherchons  comment  sont  placés  les  deux  points  Mt  et 
M2  par  rapport  au  rayon  OD  perpendiculaire  à  AB.  Si  le 
point  M  était  au  point  D,  sur  le  rayon  OD,  on  aurait 

cos  DBA  =   ^ ; 


or,  si  l'on  substitue  cette  valeur  on  trouve 

l  -  R(2  +  yfl). 

Par  suite,  comme  dans  notre  hypothèse  on  a 
l  >4R, 
ce  résultat   est  positif;    il  est  facile  d'en  conclure  que  les 
deux  points  Mt  et  M2  sont  sur  le  quadrant   BD. 

Résumons  la  discussion  : 

Si  l'on  a  l  <  R(2  -f  y/ 2  ), 

il  y  a  une  solution  sur  le  quadrant  DA; 

Quand  on  a  /  =  R(2  -j-  y  1  ), 

le  point  H  est  en  D. 

Pour  R(2  +  v/3)  <*  <  4R, 

une  seule  solution  sur  le  quadrant  DB,  entre  D  et  le  point 
H,  sommet  du  demi -hexagone  inscrit. 

Quand  l  =  4R,  on  a  deux  points,  l'un  en  H,  l'autre  en  B. 

17R 
Enfin,  quand  4R  <  /  <C  — — ,  on  a  deux  solutions,  toutes 

4 
les  deux  entre  B  et  H.   Ces  deux  solutions  se  réduisent  à 

une  seule  quand  /  = 


17R 


3.  —  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation 

a  tg  x  -f-  b  cotg  x  =  c. 
On  fera 

8=1,576824;    h—  2,765483;    0  =  4,897431. 
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On  sait  que,  en  chassant  les  dénominateurs,  on  a  l'équa- 
tion c  sin  2X  —  (6  —  a)  cos  2X  =  6  -f-  a. 

r>  b  —  a 

On  pose  —  =  tg  cp  ; 

h      I      ri 

il  vient  sin  (2X  —  cp)  =   cos  cp. 

Cette  expression  étant  calculable  par  logarithmes,  soit  a 
le  plus  petit  angle  répondant  à  la  question  ;  on  en  tire 

2x  —  cp  =  2K7:  -f-  a 
ou  2X  —  ep  =  2X7:  -j—  tt  —  a. 

Donc 

a:  =  K-  H ! — — ,   ou  a;  =  Ktc  h -. 

2  22 

Appliquons  à  l'exemple  considéré  : 

b  -f-  a  =  4,342307        log  (6  -j~  a)  —  0,6378205 

b  —  a  =1,188659        1°É>  (&  —  a)  =  0,0750576 

0  =  4,897431  log  c  =  0,6899594 

d'où  0=  i3°38'  34" 

puis  a  =  5 90  3i'  29"  5. 

Épure. 

Construire  la  pyramide  triangulaire  SABG  dont  la  base 
ABC  est  appliquée  sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizon- 
tal. Le  dièdre  AB  vaut  690;  le  sommet  B  est  sur  la  ligne 
de  terre  xy,  et  l'arête  AB  est  perpendiculaire  à  xy.  On 
donne  en  millimètres 
AB=  m  ;  BC=  125  ;  AC  =  141  ;  SB  =  118;  SA  =  126. 

Un  cercle  situé  sur  le  plan  vertical  dans  l'angle  Bs'c 
est  tangent  aux  deux  côtés  de  cet  angle,  et  a  pour  rayon 
36  millimètres.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les 
génératrices  sontpcrpendiculairesau  plan  vertical.  Construire 
l'intersection  de  ce  cylindre  avec  la  pyramide.  On  indiquera 
les  tracés  effectués  pour  obtenir  un  point  quelconque  de 
l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  pyramide  sup- 
posée pleine  et  existant  seule,  en  supprimant  la  portion  de 
ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 
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Nota.  —  Cette  épure  ne  présentant  aucune  difficulté,  nous  nous  contentons 
de  reproduire  l'épure  faite,  sans  autre  explication. 


QUESTION  74 


Solution  par  M.   Yilladémoros,  élève  du  pensionnat  des  Frères  3Iaristes, 
à  Paris-Plaisance. 


ne 


On  donne  une   droite  A,  et  trois  points  A,   B,    G  en    lig 
droite;   soit  M  un  point   quelconque  de  A  ;  par  le  point  B,  on 
mène  une  droite  qui  rencontre  MA  au  point  I,  et  M  G  au  point 
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io3 


1'  ;  on  suppose  d'ailleurs  que  BI  =  BI'.  Trouver  le  lieu  du  point 
1'  et  celui  du  point  I. 

Supposons  que  nous  ayons  les  droitesAM  et  CM.  Pourdéter- 
miner  le  point  I, 
il  faut  mener  par 
B  une  parallèle  à 
CM,  qui  rencon- 
tre AM  au  point 
N,  puis  prendre 
IN  =  NM.  On  a 
ainsi  IBP  de  telle 
manière  que  BI 
=  BI\ 

D'après  la  con- 
struction faite,  on 
voit  que 

IM         2BH 

ai  ~~  TT 

AB  —  BC 


2BC 
=  constante. 

Le  lieu  du  point 
I  est  donc  une  droite  parallèle  à  A.  Il  en  est  de  même  du  lieu 
du  point  F. 

BI 

Au  lieu  d'avoir  BI  =  BI'  on  pouvait  avoir  -j-rr  =   n. 


BI' 


Le 


lieu  se  compose  encore  de  deux  droites. 


Nota.  —  La  même  ijucst i< >n  a  été  résolue  p;ir  M.M.  Hougclin,  Julien  Sauve, 
a  .Moulin  ;  Rat,  à  Marseille;  Gindre,  à  Ponûtrlier;  Taratte,  an  lycée  Saint- 
Louis,  à  l'a  ri  s  ;  Lucbieilh,  à  Pau;  Babloo,  à  Épinal  ;  Vi.ilard,  Berdon,  à  CIudj  ; 
P.  La  Chesnais,  lycée  Henri  IV.  à  Paris;  Aubry,  à  Cbarieville ;  de  kerdrel, 
à  K.éruzoret;  J.  Slabocnevitscb,  à  Saint-Pétersbourg, 
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QUESTION  78 

Solution  par  M.  Giboudot,  (''lève  à  Sainte-Barbe. 


Trouver  les  côtés  d'un  triangle,   connaissant  une  hauteur,   le 
rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Soient  h  la  hauteur,  /•  le  rayon  du  cercle  inscrit,  R  celui 
du  cercle  circonscrit. 
On  a  immédiatement,  en  vertu  de  théorèmes  connus, 

xy  =  2R/?.  (1) 

r(œ-|- y +  *)  =  **.  (2) 

D'ailleurs  on  a 

œ*  =  î/a  +  jss  —  2S.HG 
et  comme  HG  =  x/if  —  /i2 

X1  =  îf  -f  Z1  —  22  \/lf  —  /l2  , 

ce  qui  peut  s'écrire 

œ2  —  y*  —  s2  =  —  2z  \/if  —  h2 
et  en  élevant  les  deux  membres  au  carré 
œ*  +  yi  +  *4  —  2XY  —  2X<iz%  +  22/2^2  =  4-zhf  —  4**Aâ. 
Ordonnant  cette  équation  par  rapport  à  3,  il  vient 

z'  —  2z*(x2  -f-  t/«  —  2/i2)  -J-  (œ2  —  y2)2  =  o.        (3) 
Or  l'équation  (2)  donne  : 

r(x  +y)  =  z{h  —  r) 

d  ou  z  =  — 1 — — . 

h  —  r 

En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3)  celle-ci  devient  : 

rHxA-yY         irHx  +  yY  r   .    .     .         ,,T 

ihSr ! — (Brr + »■  - 2/i  J 

-f  (x2  -  */2)  =  o. 

On  réduit  au  même  dénominateur  et  on  a 

rk{x  -f-  y)'  —  ifl{x  +  y)2(h  —  r)2[x2  +  if  —  2/i2] 
—  (lc2  —  y2)2(h  —  r)*  =  o 
et,  en  divisant  tout  par  {x  -f-  2/)2< 
r»(a5  +  y)2  —  2r2(/i  —  r)2(œ2  —  y2  —  2  /i2)  +  (x  —  2/)2(ft—  r) =0. 
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Si  l'on  remarque  que  (x  -f-  y)2  =  x2  -f-  y2  -\-  2xj/. 
que  (x  —  y)-  =  x2 -\-  y2  —  2œy, 
et  que  l'on  a  dans  l'hypothèse  ixy  =  4RA,  l'expression  pré- 
cédente peut  s'écrire 
(x2  +  y2)r*  +  4R/<r»  —  2)'2(h  —  r)2(x2  +  y2)  -f-  4r2/j2(/i  —  r)* 

+  (h  —  ry>(x2  +  y2)  —  4R/i(/i  —  r)1  =  o, 
et,  en  ordonnant  par  rapport  à  (ce2  -j-  y2), 

(aj«  4-  y*)[r«  —  ar»(ft  —  r)2  4-  (/i  —  r)*]  =  4Rh(h  —  r)« 
—  4R/ir*  —  4/i2r2(/i  —  r)2; 
or  le  coefficient  de  (x2  -\-  y2)  est  le  carré  de  [r2  —  (h  —  r)*], 
c'ost-à-dire  de  /î(/i  —  2?*). 
Par  suite  on  a 

,        4RA[(ft  -  r)*  -  r']  -  4h*r*(h  -  r)2 
x  ~*~y  ~  h\h  —  ar)« 

Mais  le  premier  terme  du  numérateur  devient  visiblement 

4R/i2(/i  —  2r)[(h  —  r)2  4-  r2]. 
Pur  suite,  comme  2xy  =  4R/*>  on  a 

>t_4R/t(/t— 2/-)[/t24->-°—  2/»'4-?-24-/i2— 2r/i]— 4/?r2(7i— r)1 


h(h  —  ar) 

8  RM  —  ir 
(x  4-  t,)*  = 


m   8R(/i  -  ar)(ft  -  r)2  -  4r2(/;  -  r)2 
(h  —  ar)* 
4fA  —  r)*[aR(A  —  2r)  —  r2] 


(h  —  2V)2 

On  en  lire  (se  4~  J/J>  et  comme  on  connaît  xy  =  2R/1,  on 
détermine  facilement  x  et  y. 
z  est  donné  par  la  relation 

h  —  r  n  —  2r  V 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que   l'on  ait 
évidemment  h  >  ar 

et  aussi  2RM  —  2/-)  >  r* 

ou  R 


2(/t  —  ar) 


Nota.  —  La  même  question  a  été   renias   par   MM.  Giat,  à  Moulins;  de1 
Kerdrel,  à  Kéruzoret;  Voigaier  àCamaaercy. 
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QUESTION  80    . 

Solution  par  M.  Nacra,  au  collège  île  Vitry-Ie-François. 


Étant  données  les  équations 

cos  x  -J-  cos  y  =  2p  cos  a,  (1) 

sin  x  -f-  sin  y  =  20  sin  a  (2) 

trouver  l'équation  qui  admet  pour  racines 


te  —  x         et         tg  — y. 


Divisons  (2)  par  (1)  on  a 


te  il  +  te-* 


2  x  .    y 

i  —(g —  te  — 

2  2 

Représentons  tg (-  tg—  par  s  et  Ig  —  tg—   par    y, 

s 
on  a  =  tg  ».  (3) 

i  —  p  ^ 

Dans  l'équation  (1)    remplaçons   cos  ce  et  cos  y  parleurs 

jc        „  y 

valeurs  par  rapport  a  tg  ~  et  a  tg  -=—  : 

,  _  tg2  fL  ,  _  tg2  JL 

2  •> 

2p  cos  a  ==  « j- 


,  +  tg»  f         ,  +  v  JL 

f  .    „   #  y 


i  — P2 
On  a  donc — - — -  =  p  cos  ot.  (4) 

(  i  —  py  -\-  s2         r  v  ' 

De  (3)  on  déduit  s2  =  (i  —  p)"1  tg2  a. 

Remplaçons  s2  par  sa  valeur  dans  (4): 
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d'où 


eos  x 

c  —  cos  a 


Z  -\-  COS   X 

Remplaçons/;  pur  sa  valeur  dans  l'équation  (3);  on  a 

2  si  n  y. 


p  -f-  cos  X 

On  connaît  la  somme  s  et  le  produit  p  des  deux  quanti- 

x  u 

tés  Ig  —  et  tg  — .  Ces  quantités  sont  donc  les  racines  de 

l'équation  du  deuxième  degré, 

(p  -f-  cos  x)u2  —  2  sin  x  .  u  -\-  z  —  eos  a  =  o. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Maillard,  au  collège  de 
Beauvais;  Aubry,  à  Charleville;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret  ;  Lafay,  Bourgarel, 
à  Toulon. 


QUESTION  81 

Solution  par  M.  Amaury  DE  Kerdrel,  à  Kéruzoret. 


Dans  un  triangle  on  connaît  la   base  (t  l'angle  au  sommet; 
trouver    le    lieu     du 
centre   du  cercle  des 
neuf  points. 

Soit  BG  la  base 
donnée  et  A  l'angle 
au  sommet;  on  peu! 
construire  le  cercle 
circonscrit  au  trian- 
gle ABC  en  décrivant 
sur  BC  un  segment 
capable  de  l'angle  A. 

D'ailleurs  le  cercle 
desneufpoints  passe 
par  le  milieu  M  du 
côté  BC  et  a  uu 
rayon  moitié  moindre  que  celui  du  cercle  circonscrit.  Or,   le 
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cercle  circonscrit  étant  connu,  le  rayon  du  cercle  des  neuf 
points  est  déterminé.  Donc  le  lieu  est  un  cercle  décrit  de  M 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

Les  points  du  lieu  situés  au-dessus  de  BG  conviennent 
seuls  à  la  question. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Naura,  à  Vitry-le- 
Fronçois;  Bablon,  à  Épiual  ;Giat,  à  Moulins  ;  Desplanques,  à  Condé-sur-Escaut; 
Cybardet,  à  Blanzac. 


QUESTION  8:2 

Solution  par  M.  Oindre,  à  Pontarlier. 


Dans  un  triangle,  on  connaît  la  bissectrice  de  V angle  au 
sommet,  le  rectangle  des  deux  côtés  qui  comprennent  cet  angle  et 
la  différence  des  angles  à  la  base  :  on  demande  de  construire 
ce  triangle. 

Je  suppose   le   triangle    BAC   Construit  et  je  considère  le 

cercle  circonscrit  au  trian- 


gle, en  menant  la  hauteur 
AH.je  détermine  un  triangle 
rectangle  AIH  que  je  puis 
construire:  car   je  connais 

Al  et    l'anffle   AIH  =  — 


C  — B 


je  connaîtrai 


donc  exactement  le  rayon 
du  cercle  circonscrit,  car 
2R  .  AH  =  AB  .  AG 
Je  pourrai  aussi  détermi- 
ner le  point  K  de  rencontre  de  la  bissectrice  AI  avec  le  cercle 
circonscrit,  car 

AI  .  AK  =  AB  .  AG. 
Donc,  pour  déterminer  ABC,  je   construirai  AIH,  puis  je 
déterminerai  le  point  K,  et  aussi  le  centre  0  du  cercle  cir- 
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conscrit  qui  se  trouve  à  une  distance  déterminée  de  K  ef 
sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AK  ;  connaissant 
le  cercle  circonscrit,  nous  aurons  les  points  B  et  G  par  la 
rencontre  de  IH  avec  ce  cercle. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gailîardbn,  Yvon,  à 
Chartres;  de  Kerdrel,  à  Kérozoret;  Yilladémoros,  à  Plaisance;  Bourgarel,  à 
Toulon  ;  Ciijt,  à  Moulins. 


QUESTION  83 

Solution  par  M.  Youssouffian,  au  collège  de  Galata-Seraï  (Constantinople). 


Trois  nombres  entiers  sont  en  progression  géométrique:  si  le 
second  augmente  de  8,  la  progression  devient  arithmétique:  mais 
si,  alors,  le  dernier  terme  augmente  de  64,  elle  redevient  géomé- 
trique. Trouver  les  trois  nombres. 

Soient  x,  y,  z  les  trois  nombres  cherchés. 

On  a.  d'après  l'énoncé  du  problème 

—  —  1. 

y  "  *' 

(y  +  S)-x  =  x  —  (y +  8) 

»  _^_     y  +  8 

6   .  y +  8  "  ;  +  64-  ^ 

Équation  que  L'on  peut  mettre  sous  la  formes 

y*  =  x% 
x  —  zy  -f-  %  =i6 

4-'-  =  V  +  4- 

'/    i    4 
La    troisième  énualion   doùne     x=- .  Reiiiplaeant 

4 
ce  par  cette  valeur  dans  les  deux  premières  équations,  on  a 

4  4 

Eliminant  -  enire  ces  deuât  équations  et  réduisant;  on  a 

—  88  y  —  240  =  o, 
dont  les  racines  sont 

a 
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y  devant  être  un  nombre  entier,  on  doit  prendre  seulement 
la  valeur  12,  ce  qui  donne    02  =  4  et  %  =  36. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Giat,  à  Moulins  ;  Yilladé- 
moros,  à  Plaisance;  de  Kerdrel,  à  Réruzoret  ;  Besson,  à  Nantes;  Caitucoli,  à 
Draguignan;  Doret,  à  Brest;  Bablon,  à  Épinal;  Maillard,  à  Beauvais;  Desplan- 
ques^  à  Condé-sur-Escaut ;  Marsy,  à  Lille;  Payard,  à  Vitry-le-François. 


QUESTION  85 

Solution  par  M.  Gibûudot.  élève  à  Sainte-Barbe. 


Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle  mener  une 
droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  l" angle  un  tiiangle  de  surface 
donnée. 

Je  vais  considérer  deux  cas,  suivant  que  le  point  est  sur 
la  bissectrice  extérieure  ou  sur  la  bissectrice  intérieure. 
Premier  cas.  —  Soient  ABC  =  x,  l'angle  donné;   a,  la  dis- 


tance du   point  A  au  point  donné  0,  comptée  sur  la  bissec- 
trice extérieure,  et  x  l'angle  inconnu  que  fait  la  droite  va- 
riable OB  avec  AO. 
La  surface  du  triangle  ABC  a  pour  expression 

AB.  AD.sin  a 
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L'angle  a  étant  constant,  le  problème  revient  donc  à 
mener  la  droite  OB  de  façon  que  le  produit  des  segments 
qu'elle  détermine  sur  les  côtés  de  l'angle  soit  égal  à  une 
quantité  donnée  K*. 

Pour  calculer  AB  et  AC,  je  remarque    que    les    triangles 

AOB,  AOG  donnent 
et 


sin  x 


sin 

B  ' 

a 

sin 

G' 

a2 

sin2 

X 

d'où  AB.AC  =     .     n    .     „   =  K!. 

sin  B  sin  L 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que 

sin  B    sin  G  =  cosf (-  x\  cos  ( x \  =cos2 sin2;r. 

a-  sin2  x 


Par  suite,  il   vient    K2  = 


a 
cos2 sm2œ 


K2  cos2  — 
d'où  sin2a?  = 


a2  -f-  K2 
Pour  que  le  sinus  existe  il  faut  et  il  suffit  que 

K2  cos2—       a2  4-K8 

2       — 

ou  k2  sin- —  >  —  a-, 

condition  toujours  remplie.  Le  problème,  duns  ce  premier 
cas,  est  donc  toujours  possible,  comme  il  était  du  reste  aisé 
de  le  prévoir. 

Ou  en  déduit  facilement  la  construction  simple  qui    suit 

(to.  ■/;•  _ 

Lu  point  A  avec  un  rayon  égal  à  K.  je  décris  un  arc  de 
cercle  quj  coupe  respectivement  en  M  et  en  X  la  bissectrice 
intérieure  et  le  côté  AC.  Du  point  N  j'abaisse  ensuite  sur 
\  M  une  perpendiculaire  indéfinie  NR.  Enfin  du  point  0  avec 
OiM  comme  rayon  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  coupe  cette 
perpendiculaire  au  point  R.  Je  joins  OR  qui  est  la  droite 
cherchée  ;  car  il  est  aisé  de  voir  que 


162        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


OR  =  \Ja%  -f  K2 


y. 


et  que  AS  =  K  cos  — . 

Deuxième  cas.  —  En    conservant  les  mêmes  notations  et 
appelant  x  l'angle  AOC,  je  dois  avoir  encore 
AB.AC  =  K2. 
Les  triangles  AOB,  AOC  donnent  encore 

AB.AC  =      "'r'* 
sin  B  sm  C 

et,  dans  ce  cas,  je  remarque  que 

sin  B  sin  G  =  sin  ( x  -| J  sin  (x ). 


Par  suite  il  vient 

K2  = 


o2  sin2  x 


sin2  x  —  sin2  — 
2 


K2  sin2  — 


d'où  sin2  x  = 


K2  —  a2 

La  condition  de  possibilité  du  problème  est  dans  ce  cas 

K2  sin2  ~<  K2  —  a2 

2  " 

ou  K  cos — >  a. 

J'ai  alors  la  construction  suivante  (fig.  2). 

Au  point  O  j'élève  à  la  bissectrice  une  perpendiculaire  ON. 

Du  point  A  avec  K  comme  rayon,  je  décris  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  AC  en  M  et  OM  en  N,  de  telle  sorte  que 
~ÔM2  =  K2  —  a\ 

Par  le  point  M  je  mène  une  parallèle  à  AO  jusqu'à  son 
intersection  en  P,  avec  un  arc  de  cercle  décrit  de  O  avec 
ON  comme  rayon.  Je  joins  PO  et  je  dis  que  PO  est  la  ligne 
demandée.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que 

OS  =  K  sin  — . 

2 
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Le  triangle  rectangle  OPS  donne  alors 


163 


OS 
cos  POS  =  sin  x  =-——-  = 


K  sin  — 


y/  R2  —  a} 


La  condition  de 
possibilité  trouvée 
précédemment  nous 
montre  que  le  mini- 
mum de  la  surface 
du  triangle  a  lieu 
pour 

a  =  k  cos  — . 
2 

Dans  ce  cas  le 
point  K  vient  en  0, 
la  droite  OP  est  per- 
pendiculaire en  ce 
point  à  la  bissec- 
trice, le  triangle  est 
isoscèle.  Si  OP  s'in- 
cline dans  un  sens 
ou  dans  l'autre  sur 
AR,  le  triangle  de- 
vient infini  lorsque  OP  et  AB  ou  AG  approchent  du  parallé- 
lisme* 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bablon,à  Epinal  ;  Naura, 
à  Vitry-le-François  ;  Giat,  à  Moulins;  de  Iverdrel,  à  Kéruzoret. 


SUR  LA  FORMATION  DE  CERTAINS    TABLEAUX 

Par  M.  Désiré  André. 

(Suite,  voir  page  13!).) 


///.  —  Problème  inverse. 

8.  —  Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  nous  nous 
sommes  proposé  de  résoudre  ce  problème  :  Former  avec  n 
objets  un  tableau  de  c  colonnes  satisfaisant  à  certaines  conditions. 
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L'une  de  ces  conditions,  la  principale  même,  c'était  que 
chacun  des  objets  fût  déterminé  par  la  simple  connaissance 
des  colonnes  où  il  figure.  Nous  sommes  conduits  à  nous 
poser  maintenant  ce  nouveau  problème,  qui  est  l'inverse  du 
premier  :  Connaissant  les  colonnes  ou  figure  un  certain  objet, 
trouver  cet  objet. 

9.  —  La  connaissance  des  colonnes  où  l'objet  en  question 
figure  équivaut  évidemment  à  celle  du  nombre,  écrit  dans 
le  système  binaire,  qui  sert  de  numéro  à  cet  objet.  Il  suffit, 
pour  bien  connaître  ce  numéro,  de  revenir  de  ce  nombre, 
écrit  dans  le  système  binaire,  au  même  nombre,  écrit  dans 
le  système  ordinaire  de  la  numération  décimale.  Le  numéro 
connu,  l'objet  correspondant  est  connu. 

Le  retour  de  la  numération  binaire  à  la  numération  déci- 
male s'effectue  d'une  manière  très  simple.  Supposons,  par 
exemple,  que  le  tableau  formé  ait  cinq  colonnes,  ce  qui  est 
précisément  le  cas  des  deux  tableaux  qui  précèdent.  Le 
chiffre  i  a  pour  valeurs  relatives  :  dans  la  première  colonne, 
2*  ou  16;  dans  la  deuxième,  23  ou  8  ;  dans  la  troisième, 
22ou4;  dans  la  quatrième,  21  ou  2;  dans  la  cinquième. 
20  ou  1.  Or,  dans  tout  système  de  numération,  un  nombre 
quelconque  *est  la  somme  des  valeurs  relatives  de  tous  ses 
chiffres.  Donc  il  suffira,  pour  obtenir,  dans  le  système  déci- 
mal, le  numéro  d'un  objet  quelconque,  de  faire  la  somme 
des  puissances  de  2  correspondant  à  toutes  les  colonnes  où 
figure  cet  objet, 

40.  —  Considérons  le  tableau  (,v>)  que  nous  avons  formé 
en  prenant  pour  objets  les  3i  premiers  nombres  entiers. 
Ici,  le  problème  se  simplifiera,  puisque  chaque  objet  scia 
identique  à  son  numéro. 

Supposons  donc  qu'on  nous  demande  quel  est  le  nombre 
de  ce  tableau  qui  se  trouve  dans  la  première  colonne,  dans 
la  troisième  et  dans  la  quatrième.  A  la  première  colonne 
correspond  16;  à  la  troisième,  4;  à  la  quatrième,  2.  Le 
nombre  demandé  est  donc  égal  à  1 6  — j—  4.  -f-  2,  c'est-à-dire 
à  22. 

Supposons    encore    qu'on    nous  demande   le  nombre  qui 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  465 

ligure  dans  la  deuxième  colonne  et  dans  la  cinquième.  A  la 
deuxième  colonne  correspond  8  et  à  la  cinquième  i.  Le 
nombre  demandé  est  donc  égal  à  8  -f-  i,  c'est-à-dire  à  g. 

Avec  un  peu  d'exercice,  on  arrive  à  répondre  à  toutes  les 
questions  de  cette  sorte,  d'une  façon  pour  ainsi  dire  instan- 
tanée. 

11.  —  Considérons  maintenant  le  tableau  (6)  que  nous 
avons  formé  en  prenant  pour  objets  les  26  lettres  de  l'alpha- 
bet français.  Les  numéros  que  nous  avons  attribués  à  ces 
lettres  ne  sont  autre  chose  que  leurs  rangs  dans  l'alphabet. 

Supposons  qu'on  nous  demande  la  lettre  qui  figure  dans 
la  deuxième  colonne,  dans  la  troisième  et  dans  la  cinquième. 
A  la  deuxième  colonne  correspond  8  ;  à  la  troisième,  4;  à  la 
cinquième,  1.  Le  numéro  correspondant  à  la  lettre  cherchée 
est  donc  8  -f-  4  -|—  i ,  c'est-à-dire  i3.  La  lettre  cherchée  est 
donc  la  treizième  lettre  de  notre  alphabet:  c'est  la  lettre  M. 

Supposons  encore  qu'on  nous  demande  la  lettre  qui  figure 
dans  la  première  colonne  et  dans  la  troisième.  A  la  première 
colonne  correspond  16;  à  la  troisième,  4.  Donc  le  numéro 
correspondant  à  la  lettre  cherchée  est  16  -{-4,  c'est-à-dire  20. 
Donc  la  lettre  cherchée  est  la  vingtième  de  noire  alphabet  : 
c'est  la  lettre  T. 

Avec  un  peu  d'exercice,  on  peut  arriver  à  répondre  très 
vile  à  ces  différentes  questions. 

12.  —  A  l'aide  du  tableau  formé  des  26  lettres  de  notre 
alphabet,  et  sans  même  avoir  ce  tableau  sous  les  yeux,  on 
peut  donc  deviner  la  lettre  que  pense  une  personne,  à  la  con- 
dition toutefois  que  cette  personne  fasse  connaître,  d'une 
manière  quelconque,  les  colonnes  ou  cette  lettre  figure. 
En  répétant  plusieurs  fois  l'opération,  on  peut  deviner,  lettre 
pur  lettre,  le  nom  d'une  personne,  ses  prénoms,  son  lieu  de 
naissance, -etc.,  etc. 

Si  l'on  eût  formé  un  tableau  des  noms  de  baptême  les  plus 
communs,  ou  des  noms  de  nos  86  départements,  on  eût  pu, 
de  la  même  manière,  dire  à  toute  personne,  non  plus  lettre 
par  lettre,  mais  du  premier  coup,  comment  elle  se  nomme, 
ou  dans  quel  département  elle  est  née. 
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L'opération,  à  la  vérité,  eût  été  alors  un  peu  plus  difficile, 
d'abord  parce  que  l'addition  à  faire  eût  porté  sur  des  nombres 
plus  grands,  ensuite  parce  qu'il  eût  été  nécessaire  de  savoir, 
par  cœur,  la  relation  qui  unit  les  nombreux  objets  que  l'on 
considère  aux  numéros  en  même  nombre  qui  leur  corres- 
pondent. Cette  dernière  difficulté  serait  de  beaucoup  la  plus 
sérieuse,  peut-être  même  serait-elle  insurmontable,  si  la 
mnémotechnie  n'avait  fait  connaître,  depuis  très  longtemps 
déjà,  des  moyens  variés,  et  pour  ainsi  dire  infaillibles,  d'asso- 
cier une  suite  de  nombres  à  une  suite  d'objets. 

IV.  —  Structure  du  tableau. 

13.  —  Étant  donnés  n  objets  à  distribuer  en  un  tableau 
de  c  colonnes,  on  peut,  en  opérant  toujours  d'après  la  règle 
que  nous  avons  formulée  (4),  obtenir  un  très  grand  nombre 
de  tableaux  différents,  et  cela  pour  deux  raisons. 

La  première  c'est  que  les  n  objets  donnés  peuvent  être 
rangés  dans  un  ordre  quelconque,  peuvent  être  numérotés 
d'un  très  grand  nombre  de  manières  différentes. 

La  seconde,  c'est  que  les  nombres  qui  figurent  dans 
chaque  colonne  du  tableau  peuvent  y  être  placés  dans  tel 
ordre  qu'on  veut,  peuvent  y  être  permutés  de  toutes  les 
manières. 

14.  —  Dans  les  deux  tableaux  que  nous  avons  formés 
plus  haut,  nous  avons  opéré  à  cet  égard  de  la  façon  qui  nous 
a  paru  la  plus  simple. 

L'ordre  où  nous  avons  rangé  nos  objets,  pour  les  numé- 
roter, n'a  pas  été  quelconque  :  c'a  été,  pour  les  3i  premiers 
nombres,  leur  ordre  de  grandeur  croissante;  pour  les 
26  lettres  de  notre  alphabet,  leur  ordre  alphabétique. 

Dans  les  colonnes  de  ces  deux  tableaux,  nous  avons  agi 
de  même.  Dans  le  tableau  des  3i  premiers  nombres  entiers, 
les  nombres  de  chaque  colonne,  lus  de  haut  en  bas,  vont  en 
croissant.  Dans  les  tableaux  des  26  lettres,  les  lettres  de 
chaque  colonne  se  succèdent,  de  haut  en  bas,  dans  l'ordre 
alphabétique. 
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15.  —  Lorsque  le  nombre  n  des  objets  donnés  est  juste 
égal  ù.  2e  —  i,  on  ne  voit  pas  d'autre  façon  de  faire  varier  la 
structure  du  tableau;  mais  lorsque  n  est  inférieur  ù  2e  —  i, 
on  en  aperçoit  immédiatement  uue  nouvelle,  qui  exige,  à  la 
vérité,  qu'on  modifie  légèrement  notre  règle. 

Supposons,  en  effet,  que  n  soit  inférieur  à  2e  —  i.  Au  lieu 
de  donner  aux  n  objets  considérés  les  numéros  i,  2,  3,...??, 
comme  notre  règle  l'iudique,  ou  pourra  leur  donner,  pour 
nnméros,  n  nombres  quelconques,  choisis  parmi  les  2e —  1 
premiers  nombres  entiers,  et  il  est  évident  que  ces  n  nombres 
pourront  être  choisis  à  volonté. 

16.  —  Il  y  aurait  encore  un  autre  moyen  de  former,  avec 

les  n  objets  donnés,  un  plus  grand  nombre  de  tableaux  :  ce 

serait  de  faire  varier  le  nombre  c  des  colonnes.  Ce  nombre  c 

n'est  assujetti  qu'à  la  seule  condition  de  satisfaire  à  l'iné- 

,.,,  log  n 

galite  c  >  -— ^ — ; 

log  2 

il  a  une  limite  inférieure,  mais  n'a  pas  de  limite  supérieure  : 
on  peut  lui  donner  des  valeurs  en  nombre  infini.  Néan- 
moins, dans  la  pratique,  on  ne  donnera  jamais  à  c  des 
valeurs  supérieures  à  n,  de  façon  que  nous  aurons  toujours 

log  n 
11  >  c>   .  s     . 
log  2 

On  pourrait  profiter  de  l'indétermination,  même  ainsi  ré- 
duite, du  nombre  c,  pour  imposer  au  tableau  à  former  des 
conditions  nouvelles  ;  pour  lui  imposer,  par  exemple,  la 
condition  d'avoir,  au  plus,  un  nombre  donné  /  de  lignes,  ou 

même  d'avoir  juste  l  ligues. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


96.  —  On  considère  un  triangle  ABC.  inscril  dans  un 
cercle;  la  hauteur  CD  menée  sur  AB  rencontre  le  cercle  au 
point  E.  On  demande  de  mener  par  le  point  E  une  corde  EZ, 
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rencontrant  AB  en  X.  RC  en  Y.  et   la  circonférence  en  Z, 
de  façon  que  XY  =  YZ.  (Reidt.) 

97.  —  Dans  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  on  mène 
deux  diamètres  rectangulaires  AB,  CD;  on  demande  de 
mener  par  le  point  A  une  corde  AY,  qui  coupe  la  ligne  CO 
au  point  X,  et  la  circonférence  au  point  Y,  de  manière  que 
l'on  ait  AX.OX  =  CX.XY.  (Reidt.) 

98.  —  Dans  un  cercle  dont  le  centre  est  C,  on  mène 
deux  diamètres  rectangulaires,  AB,  EF.  On  demande  de 
trouver  sur  l'arc  BF  un  point  X  tel  que  si  l'on  mène  les 
lignes  AX,  BX,  EX,  dont  la  dernière  rencontre  CB  en  Y,  on 
ait  AX.BX  =  CY.XE.  (Reidt.) 

99.  —  En  appelant  A,  B,  C  les  angles  d'un  triangle,  et  a 
un  angle  déterminé  par  la  relation 

cotg  a  =  cotg  A  -|-  cotg  B  -f-  cotg  C, 

démontrer  que  Ton  a 

sin4  A  +  sin*  B  4-  sin4  G 

COt°'  2  a  =  i  1 

2  sin  A  sin  B  sin  C  (sin2  A  -f-  sin2  B  -f-  sin2  C) 

(Brocard.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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ÉTUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  M.  A.  Mforel. 

(Suite  voir  p.  10,  33,  62.  97). 


23.  —  Nous  allons  donner  de  l'angle  -x,  qui  détermine  les 
points  segnientaires,  une  construction  très  simple,  au  moyen 
de  la  règle  et  du  compas,  et  nous  déduirons  certaines  pro- 
priétés de  la  figure  qui  nous  occupe,  en  parlant  de  cette 
construction. 


Soit  ABC  le  triangle  donné;  je  mène  an  point  C  la  tan- 
gente un  cercle  circonscrit,  el  parle  point  A  je  mène  à  BC 
l,i  parallèle  AD.  qui  rencontre  la  tangente  précédente  au 
point  D.  .le  dis  que  l'angle  DBC  esl  égal  à  l'angle  /.. 

En  effet,  comme  l'angle  AGI)  est  évidemment  égal  à 
l'angle  B  du  triangle,  l'angle  DGE  est  égal  à  l'angle  A. 

Gela  posé,  si  h  est  la  hauteur  du  triangle,  on  a,  dans  le 
triangle  rectangle  BDH 

151 1  =  h  cotg  DBH. 

D'autre  part,  on  u 

Cil  =  Il  COtg  Di;il  =  h  cotg  A, 
puis  BC  =  //(cotgB  -f-  colgC». 

JOUKNAL    1)K    MATH.    KLKM.  lSS3.  «, 
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Donc,  comme  on  a  BH  =  BC  +  CH  (en  tenant  compte  des 
signes),  il  vient 

cotg  DBH  =  cotg  A  -f-  co%  B  +  cotg  C. 
Donc  DBH  =  oc. 

24.  —  On  déduit  de  là  une  relation  métrique  très  simple 
entre  les  deux  angles  que  fait  l'une  des  droites  analogues  à 
BD  avec  les  côtés  de  l'angle  qui  la  comprend. 
L'angle  DCE  étant  égal  à  A,  l'angle  BDC  est  égala  A—  a. 
Le  triangle  BDC  donne  alors 

sin(A  —  a)         a 
sinoc  DC 

mais  dans  le  triangle  ABC  on  a 

DC         sinDAC         sinC         c 


Donc  on  a 


b  sinADG         sinA         a 

sin  (A  —  a)         a-  a3 


s  in  y.  bc  abc 

En  prenant  cette  relation  et  les  deux  autres  relations  ana- 
logues, on  retrouverait  l'équation  que  nous  avons  donnée 
au  paragraphe  2,  et  on  en  déduirait  la  relation  entre  l'angle 
a  et  les  angles  du  triangle. 

25.  —  Théorème.  —  La  droite  C«',  faisant  avec  le  côté 
BC  l'angle  oc,  la  médiane  correspondant  à  BG  et  la  médiane  anti- 
parallèle  menée  de  l'extrémité  B  de  BC  sont  trois  droites  concou- 
rantes. 

On   sait  que,  tpt  et  cp,  (Haut  les  angles    qu'une   droite  fait 

sincpj 

avec  les  deux  côtés  d'un  triangle,  le  rapport  — : est    le 

smo., 

rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  droite 
avec  ces  deux  côtés;  déplus,  si  trois  droites  issues  des  som- 
mets sont  concourantes,  on  sait  que  le  produit  des  trois 
rapports  de  sinus  ainsi  déterminés  est  égal  à  l'unité,  et  que 
la  réciproque  est  vraie. 

Cela  posé  : 

Pour  une  médiane,  le  rapport  des  distances  d'un  point  aux 
côtés  de  l'angle  est  égal  à  l'inverse  du  rapport  des  côtés  ; 
donc,  si  nous  appelons  oa,  ob,  oc  les  distances  du  point  de 
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rencontre  de  la  médiane  AM,  et  de  la  médiane  antiparallèle 
BN2,  aux  côtés  a,  b,  c,  nous  avons 

§c  b 

h  c 

pour  une  médiane  antiparallèle,  au  contraire,  le  rapport  des 

distances  aux  deux  côtés  est  égal  au  rapport  de  ces  côtés  ; 

Sa  a 

donc  — - -  =  — . 

o,  c 


Donc,  en  multipliant,  il  nous  reste 
c„     _  ab 


Mais  on  a  alors 


sm  y. 


sin  (C  —  a)' 

par  suite,  la  droite  Cw'  passe  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  droites  précédentes. 

26.  — "Théorème.  —  La  droite  KA,,  qui  joint  le  point  K 
au  sommet  At  du  triangle  A^Cj,  est  divisée  en  deux  parties 
égales  pur  la  médiane  partant  du  point  At  homologue  de  A,. 

En  ctl'et,  nous  avons  mi  précédemment  (47)  que  A,K  est. 
parallèle  ,:i  BG;  donc,  puisque  les  lignes  (A,,  BK.  et  M,  V  sont 
concourantes,  elle>  déterminent  des  serments  proportionnels 
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sur  des  droites  parallèles,  et  eu  particulier  la  droite  BC  étant 
partagée  en  deux  parties  égales  par  Ml5  la  droite  KjA  sera 
divisée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  AMt.  On  verrait 
de  même  que  chacune  des  droites  KBl5  KC,  est  divisée  en 
deux  parties  égales  par  la  médiane  correspondant  au  côté 
auquel  elle  est  parallèle. 

27.  —  Théorème.  —  Les  trois  lignes  AA1?  BB,,  CCt  se 
coupent  en  un  même  point. 

En  effet,  appelons  d  et  d'  les  distances  du  point  Ax  aux 

deux  côtés  AC  et  AB  ;  le  rapport  —  peut  s'écrire 

d  d' 

AiMi    '    A^li  " 

Or  on  a,  puisque  At  est  sur  la  ligne  Ca>',  qui  fait  l'angle  a 

d  sin(C  —  a)  c3 

avec  BC  .   . T    = : =  —7—; 

Aim1  si  11  a  abc 

de  même,  puisque  Aj  est  sur  la  ligne  Bu,  qui  fait  l'angle  a 

d'  sin  (B  —  a)  b3 

avec  BC  .  ,,    = : =  —7—; 

AiMj  sm  a  abc 

d         c3 
donc  T  =  F. 

Tel  est  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de 
khi  respectivement  aux  deux  côtés  b  et  c. 

En  prenant  de  même  les  rapports  relatifs  aux  signes  BB, 
et  CC,,  on  voit  que  le  produit  de  ces  rapports  est  égal  à 
l'unité.  Donc  les  droites  AA1;  BBl7  CCt  sont  concourantes  en 
un  point  que  nous  appellerons  D. 

28.  —  Théorème.  —  La  ligne  qui  joint  le  point  K  au 
milieu  Mx  d'un  côté,  passe  par  le  milieu  de  la  hauteur  corres- 
pondante . 

Au  point  B,  je  fais  avec  BC  un  angle  BCF,   extérieur  au 
triangle  et  égal  à  l'angle  BCA  ;  on  sait  que  l'on  a 
sin  ABK  __  AB 
sin  KBC  ~  BC 
On  a  aussi 

sin  ABF         sin  C  AB 

sin  CrJE  sin  A  BC 
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Donc  le  faisceau  B(CKI,F)  est  un  faisceau  harmonique,  et 
le  point  K  a  pour  conjugué  harmonique  par  rapport  au  seg- 
ment CI  le  point  F  de  rencontre  de  CI  avec  BF. 

De  môme,  si  l'on  mène  par  le  point  A  une  droite  faisant 
avec  BG  un  angle  égal  à  l'angle  G  du  triangle,  cette  droite 
sera  la  conjuguée  harmonique  de  AKpar  rapport  à  GA  <-t  AB, 
et  par  suite  passera  par  le  point  F. 

Donc  le  triangle  BFG  est  isoscèle,  et  la  ligne  FM8,  qui 
passe  par  le  milieu  de  BC,  est  perpendiculaire  à  BG. 


Cela  posé,  les  lignes  M,F,  M;iA,  M,K.  M,G  forment  un 
faisceau  harmonique  etla  hauteur  CH,  parallèle  au  rayonM,F, 
est  partagée  en  deux  parties  égales  par  les  trois  autres  rayons, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

29.  —  Théorème.  —  Si  l'on  joint  les  milieux  des  côtés 
ho.nologues  des  triangles  ABC  ci  -W:,  on  a  trois  lignes  qui 
se  coupent  en  un  même  point,  situé  sur  la  ligne  DE,  qui  joint  le 
point  Dde  rencontre  des  lignes  AA1?  BB,.  CCj  au  centre  de  gra- 
vitéE,  commun  aux  deux  triangles  ABC,  A^^C,. 

En  effet,  les  deux  triangles  AI\A,,  M,!'1,;/',  sont  semblahles, 
AB  A,K 


puisqu  on  a 


EM, 


l'.m, 
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il  en  résulte  que  les  lignes  AA^  et  M^m,  sont  parallèles;  or, 
dans  le  triangle  ABC,  les  lignes  AA1?  BBn  CCj  se  coupent 
en  un  même  point  D;  donc,  dans  le  triangle  homothétique 
MiMjMg,  les  lignes  M1w1,  M2m2,  M3m3  se  couperont  en  un 
même  point  S  qui  sera  sur  la  droite  DE,  et  on  aura 

DE 
~ËS~~  2' 

30.  —  Théorème.  —  Le  point  S  est  au  milieu  de  la 
ligne  ww'. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  chercher  les 
distances  dn  point  S  à  l'un  quelconque  des  côtés  du  triangle, 
et  montrer  que  chacune  de.  ces  distances  est  la  demi-somme 
des  distances  correspondantes  des  points  co  et  w'. 

Nous  avons  vu  (27)  que,  en  appelant  oa,  ô,„  o,  les  distances 
du  point  D  aux  côtés  a,b,c,  on  avait  les  équations 
o,  b3      o  c:i 

17  =  ~aT''17  =  ~b^, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

oa  .  a3  =  8b  .   b3  =  or  .   c3. 
D'autre  part,  en  appelant  A  la  surface   du  triangle,  on   a 
évidemment  aoa  -f-  bob  -j-  cl,.  =  2A. 

On  en  tire  facilement 

*    _  2\.a-b-c2 

°a  ~~  a\a*b2  -f  a-c2  -f  62c2)  ' 
De  même,  en  appelant  za   la  dislance  du  centre  de  gra- 
vité E  au  côté  a,  on  sait  que  l'on  a 

2  A 

ea    —       ~,       j 

5a 
Soit  ff„  la  distance  du  point  S  à  o;  puisque  les  trois  points 
D,  E,  S  sont  en  ligne  droite,  et  que  DE  =  2ES,  on  a 

%  —  £« 

ea  —  àa 

on  en  lire,  par  un  calcul  facile 

a  (b2  -j-  c2) 


2A 


b-c-  -f-  c"-a"  -j-  0*0* 
Nous  avons  vu  au  commencement  de  cette  étude  (4)  que, 
en  posant  oH*  -j-  c2«2  -f-  a2b2  =  K2, 
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T,         c2a         ,n        b2a 

nous  avions  coB  =  .     m  C  = , 

K  K 

2A 

sin  a  =  •. 

K 

Donc,  puisque  les  distances  des  points  w  et  w'  à  BG  sont 

respectivement  coB  sin  a,     w'G  sin  a, 

2A 
leur  somme  est         — -  a  (c2  4-  o2)  =  2<ra. 
K* 

Par  suite,  la  distance  du  point  S  au  côté  a  est  bien  la 

demi-somme    des   distances  des    points   w  et  w'  au  même 

côté.  Le  même  raisonnement  s'appliquant  évidemment  pour 

un  autre  côté,  le  point  S  est  bien  au  milieu  de  ww'. 

31.  —  Théorème.  —  Les  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  du  triangle  A'B'C'  aux  sommets  du  triangle  ABC  se 
coupent  en  un  même  point  S'. 

En  effet,  dans  l'angle  wAo/  les  droites  wto'  et  B^  sont 
antiparallèles;  par  suite,  la  médiane  Awt  et  la  médiane  AS 
sont  des  lignes  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  «Ao/,  et  par  suite  aussi,  de  l'angle  BAC.  Donc,  puis- 
que les  lignes  AS,  BS,  CS  concourent  au  même  point,  il  en 
est  de  même  des  droites  Am^  Bm2,  Gms. 

On  peut  calculer  les  rapports  des  distances  de  ce  nouveau 
point  S'  aux  trois  côtés;  on  a,  en  effet,  comme  nous  venons 
de  le  voir  pour  le  point  S  : 

?„  a  (7/2  +  cM  ?,,    _    b{c-  +  '/'-> 

sb   ~~  b  (c2  +  a»)   '      9t   ~   c  (a»  +  b*)  ' 
On  en  déduit,  puisqu'il   faut  pour  des  points  correspon- 
dants renverser  les  rapports. 

aâ  •  "(b2  +  c2)  =  ab'  .  &(a8  +  c2)  =  ffc'  .  c(a*  -f  62). 

32.  — -Théorème.  —  Le  point  correspondant  du  point  D 
est  un  nuire  point  1)'.  pôle  de  la  corde  ww'  par  rapport  au 
cercle  de  llrocard. 

Pour  le  démontrer,  je  considère  le  point  mit  milieu  île 
M,<:,-,  soit  F  le  conjugué  harmonique  de  E  par  rapport  aux 
points  Ai  cl  Wjî  de  l'égalité 
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A,E      AF 

D%  mtF 

je  tire  facilement  FE  =  2AJE. 

Donc,  puisque,  en  appelant  H  le  point  de  concours  des 
hauteurs  de  ABC,  j'ai,  d'après  un  théorème  connu 

HE  =  2EO, 
je  vois  que  FH  est  parallèle  à  AtO  et  que,  par  suite,  F  est 
sur  la  hauteur  correspondant  au  côté  BG. 

Cela  posé,  je  considère  le  faisceau  harmonique 
A  (AjErnjF)  ; 
les  symétriques  des  rayons  par  rapport  à  la  bissectrice  for- 
ment un  faisceau  harmonique;  or 
AE  a  pour  symétrique  AK; 
kitiy  ou  AS'  a  pour  symétrique  AS  (31); 
AF  (ou  AH)  a  pour  symétrique  AO,  d'après  un  théorème 
connu  ; 

Donc  le  symétrique  de  AA,,  ou  de  AD,  passe  par  le  point 
D',  conjugué  harmonique  de  S  par  rapport  à  0  et  K;  et 
puisque  OK  est  le  diamètre  perpendiculaire  à  ojco',  D'  est  le 
pôle  de  <i)'j)'  par  rapport  au  cercle  de  Brocard. 

33.  —  Nous  avons  vu  précédemment  (29)  que  DES  est  une 
ligne  droite  et,  de  plus,  que  DE  =  2ES;'d'autre  part,  on  sait 
que  OEH  est  une  ligne  droite,  et  que  EH  =  2OE;  donc  la 
ligne  DH  est  parallèle  à  SO,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
à  D'O.  (A  suivre.) 


SOLUTION  84 

Solution  par  M.  Youssoufian,  élève  au  lycée  de  Galata-Seraï  (Constantinople). 


Démontrer  géométriquement  que  l'on  a 


■k  p  q  —  p 

=  arctg  —  -\-  arc   Ig 


4  q  p-fq 

Soient  AM  =  q,  MP  ==  p  perpendiculaire  à  AM.  Je  prends 
MO  —  p   sur  le  prolongement  de  AM  ;  du   point  0  j'élève 
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la  perpendiculaire  OS  =  q —  psur  AO  et  je  joins  AP,  AS,  PS. 

On  a 

v 

JL  —  t*  pam, 
9 
q—p 


=  p  SAO. 
P  +  9 

Il  s'agit  donc  de 

démontrer  que 
SAO-fOAP 

+  ~  =  45°. 
4 
Les  deux  trian- 
gles     rectangles 
PML,  SOL  ayant 
l'angle  en  Légal,  sont  semblables;  par  suite 

ML             p        „  ,      ML  p 
d  ou    =  — 

P  p         q 


9-P 


LO  q 

ce  qui  pourrait  s'écrire 


ML 


MP 


MP  MA 

Dans  le  triangle  APL,  la  hauteur  PM  étant  moyenne  pro- 
poilionnellc  entre  AM  et  ML.  ce  triangle  est  rectangle  en  P. 
Le  triangle  APS  l'est  aussi. 
D'autre  part  les  deux  triangles  rectangles  APM,  ASO  donnent 
ÂP'2  =  f  +  q*  et  AS'2  =  (p  +  qy  +  (q  -  p)i 
==  2  (pa  +  ç2), 
donc  2AP'2  =  AS2 

et  comme  PS2  =  AS2  —  AP2,  on   a    en   remplaçant  AS2  par 

^ÂT2  PS2  =  AP2. 

Le  triangle  rectangle  APS  est  donc  en  même  temps  isoscèle ; 
par  c  mséquent  L'angle  PAS  =  \->\  c.q.f.d. 

Nota.  — La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret. 
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QUESTION  86 

Wolntion  par  M.  Yodssoufia.n,  au  lycée  de  Galata-Seraï  (Gonstantinople 


Or.  considère  deux  droites  rectangulaires  A  et  A'  -,sur  A  on  prend 
un  point  fixe  P.  Par  ce  point  P  on  fait  passer  une  transversale 
mobile  0.  qui  forme  avec  A  et  A'  un  triangle  rectangle.  Imaginons 
maintenant  le  cercle  inscrit,  et  soit  A  le  point  de  contact  de  ce 
cercle  avec  A,  etB  son  point  de  contact  avec  s.  Démontrer  que  la 
droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

Soit  G  le  centre  du  cercle  inscrit  dont  le  rayon  est  r.  Je 

prolonge  AB  et  OC  jusqu'à 
leur  rencontre  M  et  N  avec 
la  perpendiculaire  PM  élevée 
sur  A  au  point  P. 

Les  triangles  PBN,  P'AB 
étanl  semblables,  on  a  PX 
=  PB  puisque  P'A  =  P'B. 

D'autre  part  OP=^PM,  puis- 
que MOP  =  43°,  par  suite 
MN  =  PM  —  PN  =  PO  —  PB 
=  PO  —  PA  =  r 
et  OA  =  r. 

d'oîi  MN  =  OA;  il  eu  résulte  que  les  deux  triangles  OAK, 
MNK  sont  égaux  comme  ayant  un  coté  égal  et  les  angles 
adjacents  égaux;  dès  lors  OK  =  KM.  Ainsi  la  corde  AN 
divise  OM  en  deux  parties  égales  et  passe  toujours  par  son 
milieu  K.  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bablon,  à  Épinal  ;  Des- 
planques, à  Condé-sur-Escaut  ;  de  Kerdrel,  à   Kéruzoret. 


P 

.\ 

\ 

\ 

1/ 

/m 

/             •JS'^i 

f""" 

Vt 

A 

^^/ 

j\ 

Xj^/ 

A 
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QUESTION  89 

Solution  par  M.  GlNDRE 


On  donne  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  G:  p  ir  A  et  B  on 
fait  passer  une  circonférence  quelconque  0,  soit  le  point  P  le  pôle 
de  AB  par  rapport  à  0  ;  la  droite  PC  rencontre  0  en  des  points 
I  et  V :  trouver  le  lieu  de  ces  points,  lieu  qui  est  une  circonfé- 
rence. 

Je  considère  les  trois  points  A,  B,  G  et  la  circonférence  0 
passant  par  les  deux  points  A  et 
B;  le  pôle  P  de  AB  par  rapport  au 
cercle  0  «-si  déterminé  par  l'inter- 
section de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  0  sur  AB  et  de  la  tangente 
menée  en  B  au  cercle  0. 

J'élève  au  point  K.  milieu  de  II', 
la  perpendiculaire  KO  sur  II';  elle 
c  ii]  e  la  droite  AB  <'ii  un  point  D 
qui  esl  évi  lemmenl  le  pôle  de  PII'. 
de  plus  ce  point  I)  est  un  point  fixe,  car  il  esi  aussi  sur 
la  polaire  de  G  par  rapport  au  cercle  0;  et  enfin  la  droite 
DI  tangente  au  cercle  en  I  est  de  longueur  constante,  car 
AB  est  le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapporl  aux 
cercles  tels  que  <  >. 

Donc  le  lieu  des  points    I,  l'    est  une    circonférence  ayant 

o- 
pour  centre  le  point  F)   déterminé  par    HD  =  — ,  et  ayant 

c 


pour  rayon   DI1  = 
HB  et  \U:. 


'■'■ 


lu2  —  c*),  "et    c  étant   les  dislances 


Nota.  —  l.n  même  Question  a  été  résolue  par  MM.Ho.gon,  Berdon,à  f.lunv 
Giat,  Julien  Sauve  .i  Moulins;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret;  Bourgarel,  à  Toulon. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1883 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  R  et  R',  non  situées  dans  un 
même  plan,  un  plan  P  parallèle  à  ces  deux  droites,  et  un 
point  A.  On  considère  tous  les  cercles  qui  ont  paur  centre 
le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 
R  et  Rr,  et  dont  la  circonférence  rencontre  chacune  de  ces 
droites  R  et  R'. 

Trouver  le  lieu  de  la  projection  de  A  sur  le  plan  de  chacun 
de  ces  cercles. 

Soient  M  et  M'  les  points  ou  la  circonférence  de  l'un  des 
cercles  considérés  rencontre  la  droite  R  et  la  droite  R';  la 
sphère  qui  a  ce  cercle  pour  grand  cercle  et  la  sphère  qui  a 
MM'  pour  diamètre  se  coupent  suivant  un  cercle  C;  à  ce 
cercle  C,  on  mène  les  tangentes  MT  et  M'ï'  aux  points 
M  et  M';  soit  D  la  droite  d'intersection  des  plans  RMT  et 
R'M'T '„  On  demande  le  lieu  de  la  trace  de  la  droite  D  sur 
le  plan  P. 

Trouver  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  du  cercle  G 
perpendiculaire  au  diamètre  MM'  du  même  cercle. 

Plus  généralement,  trouver  le  lieu  des  extrémités  d'un 
diamètre  du  cercle  G  faisant  avec  MM'  un  angle  constant 
donné. 


ECOLE  FORESTIERE 


Composition  en  mathématiques  (3  heures). 

Démontrer  que  le  carré  d'un  nomhre  premier  diminué 
d'une  unité  est  toujours  divisible  par  12.  (Les  nombres  2  et 
3  font  exception.) 

—  Déterminer  deux  nombres  sachant  que  7  est  leur  somme 
et  1267  la  somme  de  leurs  cinquièmes  puissances. 


JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  181 

—  Un  triangle  est  défini  par  sa  hauteur,  son  périmètre  et 
un  angle  adjacent  à  la  hase  ;  le  construire  et  faire  passer 
par  ses  trois  sommets  un  triangle  équilatéral  de  surface 
maximum  ou  minimum. 

—  Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD  dont  les  côtés 
AB,  AC  sont  fixes  de  position,  mais  variables  quant  à  leurs 
longueurs,  de  telle  sorte  que  le  sommet  D  décrive  une  droite 
fixe  EF  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  H  du  triangle  ABG, 

A  chaque  point  D  de  la  droite  EF  correspond  ainsi  un 
point  H  du  lieu  ;  établir  cette  correspondance  pour  les  diffé- 
rentes régions  delà  droite  EF  dans  le  cas  général,  et  spécia- 
lement dans  le  cas  ou  l'angle  A  est  un  angle  droit. 

Composition  en  trigonométrie  et  calcul  logarithmique 
(;}  heures). 

On  donne  dans  un  triangle: 

l'angle  A  égal  à  270  14'  21  ",56 

l'angle  B  égal  à  6o°  45'  22", 42 

l'angle  G  égal  à  920     o'   io",02 
et        le  périmètre  égal  à  233ou,6Si  5 
Déterminer: 

1°  les  trois  côtés  ; 

2°  la  surface  ; 

3°  le  rayon  du  cercle  inscrit  ; 

4°  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Les  angles  POA  et  POB  étant  respectivement  égaux  à 
65°  17'  34", 79  et  à  240  35'  27", 28,  calculer,  en  millimètres 
carrés,  les  surfaces  des  trois  zones  décrites  par  les  arcs  PB, 
BA  et  AM  tournant  autour  du  diamètre  j\IN  perpendiculaire 
au  diamètre  PQ.  Le  rayon  PO  est  égal  à  3ym3Sgy65. 

—  Déterminer  les  angles  satisfaisant  à  la  relation 

2925  sin  x  -f-  5292  cos  x  s=  3045. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Bordeaux. 

(Novembre  1882  et  avril  1883.) 

—  On  connaît  dans  un  trapèze  rectangle  ABCD 

AB  =a,  DC  =  b,  BG  =  h  ; 
calculer  le  rapport  des  volumes  engendrés  en  faisant  tourner 
le  trapèze  successivement  autour  de  a  et  de  b. 
Application  :  a  =  1200  ;  b  =  55o  :  h  =  240. 

—  Trouver  un  angle  ce  tel  que 

5 
sin  x  =    ■ —    cote  x. 

12         & 

—  On  connaît,  dans  un  triangle  rectangle,  l'hypoténuse  a. 
et  la  somme  b  des  deux  côtés  de  l'angle  droit;  calculer  ces 
côtés  ;  discuter  les  formules. 

—  Résoudre  l'équation 

log  (20X  — f—  t 2)  -|—  log  (32.x  —  8)  '==  log  i5. 

—  Los  quatre  côtés  d'un  trapèze  sont  a.  b,  c,  d  :  calculer 
la  hauteur  du  trapèze  et  les  angles. 

—  Trouver  le  minimum  du  trinôme 

5x"'  —  I  2X  -j—  16. 

—  Dans  un  carré  de  côté  a,  on  inscrit  une  circonférence 
de  cercle,  dans  cette  circonférence  un  carré,  dans  celui-ci 
une  nouvelle  circonférence,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment; 
calculer  la  limite  sur  laquelle  tend  la  somme  des  circonfé- 
rences ainsi  inscrites. 

—  Le  volume  d'un  cône  est  égal  à  n  fois  celui  d"un  cuba 
de  côté  m,  et  le  rayon  de  sa  base  vaut  Km.  Calculer  sa  sur- 
face latérale. 

Application:  w=  3  ;  K  =  — .  m  =  7  mètres. 

—  La  base  d'une  pyramide  régulière  est  un  triangle  équi- 
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latéral  de  cùlé  a  ;  la  somme  des  trois  cotés  de  l 'uuo  des  faees 
est  b  ;  calculer  le  volume  et  la  surface  de  cette  pyramide. 
Application  :  a  =  i5o  mètres  :  b  =  j.25  mètres. 

—  Un  capitaliste  possède  une  somme  de  120.000  francs 
placée  a  4  1  4  0,  o  ;  il  dépense  chaque  année  une  certaine 
somme,  et  joint  le  reste  de  son  revenu  au  capital  ;  au  bout 
de  5  ans,  il  possède  140,000  francs:  combien  dépense-t-il 
par  an  :' 

Session  de  juillet   IS8ô. 

Série  unique    10  juillet). 

Ktant  donnés  un  point  A  sur  une  circonférence  de  rayon 
R.  le  diamètre  AOM  et  la  tangente  EMF  au  point  M.  cal- 
culer la  dislance  au  centre  d'une  corde  BC,  parallèle  à  la 
Langente,  pour  laquelle  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
à  celle  du  trapèze  BGFE.  Vérifier  la  valeur  trouvé  ;. 

—  Dans  une  sphère  S,  de  rayon  R,  on  inscrit  un  cube  G; 
dans  le  cube,  on  inscrit  une  deuxième  sphère  S';  dans  cette 
sphère  S  on  inscrit  un  cube  G',  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. On  demande:  1°  les  rayons  des  sphères  successives 
S,  S',  S*...  ;  2°  les  expressions  des  volumes  des  couches 
sphériques  comprises  entre  S  et  S',  S'  et  S",  etc.  Vérifier 
(pic  la  somme  de  lous  ces  volumes,  en  nombre  infini,  esl  égale 
îi  la  sphère  S. 

—  Un  électroscope  esl  chargé  d'électricité  positive;  on 
approche  un  corps  de  la  houle  «le  l'appareil  ;  les  feuilles  se 
rapprochent  jusqu'au  contact,  puis  divergeai  ensuite.  Quelle 
conclusion  doit-oa  lirer  de  l'expérience  '.'  Quelle  serait  la 
conclusion  si  les  feuilles,  après  s'être  rapprochées  jusqu'au 
contact,  ne  divergeaient  pas  .' 

—  Métallurgie  du  fer. 

—  Indiquer  les  réactions  exercées  par  le  chlore  sec  et  1  ar 
ie  chlore  humide  sur  les  corps  suivants  : 

\ <■  i ' t < •  sulfhydrique  : 
Hydrogène  bicarboné  : 
donner  les  formules  des  réactions. 
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Paris. 

Juillet  1883. 

Etant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  prend  sur 
ses  côtés  des  points  Ar,  B',  G',  D',  E',  F',  tels  que  l'on  ait 

AB 

AA'  =  BB'  =  GC  =  . . .  =  FF'  =  —  ; 

n 

on  demande  :  1°  de  démontrer  que  l'hexagone  A'B'C'D'E'F' 

est  régulier  ;  2°  de  calculer  le  rapport  de  la  surface  de  cet 

hexagone  à  celle  du  premier  ;  3°  de  chercher  pour  quelle 

valeur  de  n  ce  rapport  est  le  plus  petit  possible. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  a,  A,  et  62  -\-  c2  ;  cal- 
culer b  et  c. 

—  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  h  doit  être  compris 
pour  que  l'inégalité 

a-2  -f-  zlix  4-  h  >  ~ 
1  16 

soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  positives 

ou  négatives. 

—  Trouver  les  valeurs  de  sin  x  et  sin  y,  sachant  que  les 
lignes  trigonométriques  des  arcs  x  et  y  vérifient  les  deux 
équations  sin  y  =  K  sin  x, 

2  cos  x  -f-  cos  y  =  i . 

—  Deux  circonférences  0  et  0',  de  rayon  R  et  R',  sont  tan- 
gentes extérieurement  ;  on  leur  mène  une  tangente  commune 
extérieure  AA'  ;  calculer  le  volume  engendré  par  le  trapèze 
AA'OO'  tournant  autour  de  00'. 

—  On  donne  l'angle  A  du  triangle  ABC  égal   à  6o°  ;  on 

b             ,      /-r        ,     ,           B  —  C 
donne  le  rapport —  =  2  -j-  y  ->  î  calculer  tg . 

—  Étant  donnés  une  demi-circonférence  0  et  son  diamètre 
horizontal  AB;  on  propose  de  trouver  sur  la  circonférence 
un  point  M  tel  que,  en  abaissant  la  perpendiculaire  MP  sur 
AB,  la  somme  MP  -f-  PA  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

—  Le  côté  d'un  triangle  équilatéral  ABC  est  a.  Par  le  point 
D,  pris  sur  BC,  on  mène  DE  et  DF  respectivement  parallèles 
à  BA  et  CA.    Déterminer   la   distance  BD   de  façon  que  le 
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volume  engendré  par  le  parallélogramme  AFDE  dans  sa 
rotation  autour  de  BC  soit  les  deux  tiers  du  volume  engen- 
dré par  la  rotation  de  ABC  autour  du  même  axe. 

—  Les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  sont  R  et  r  ; 
quelle  doit  être  la  hauteur  de  ee  tronc  de  cône  pour  que  sa 
surface  latérale  soit  égale  à  la  somme  des  surfaces  des  deux 
bases  ? 

—  On  lance  d'un  point  0  de  bas  en  haut  suivant  la  verticale 
un  point  matériel  pesant  P  avec  une  vitesse  v0;  quand  P 
atteint  le  point  le  plus  haut  de  sa  course,  on  lance  en  0  un 
deuxième  point  matériel  P'  avec  une  vitesse  égale  v0  ;  à 
quelle  hauteur  au-dessus  de  0  se  rencontreront  les  deux 
points  ? 

—  On  donne  les  longueurs  2I  et  iï  de  deux  cordes  paral- 
lèles d'un  cercle  et  la  distance  q  de  ces  deux  cordes  ;  déter- 
miner l'expression  de  la  valeur  du  rayon  de  ce  cercle. 

—  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  compris  le 
nombre  donné  m  pour  que  l'équation 

x2  -f-  ^mx  -f-  2m2  -f-  3  m  —  1  =0 
ait  ses  racines  réelles. 

—  On  considère  un  trapèze  ABCD  dans  lequel  un  des 
côtés  non  parallèles  est  perpendiculaire  sur  la  base.  On 
demande  de  calculer  BC,  CD,  DÀ,  connaissant 

AB  -=  a,  la  surface  s  et  le  périmètre  p  ; 
quelles  sont  les  conditions  que   doivent  remplir  s  et  p  pour 
que  le  problème  soit  possible  ? 

—  Résoudre  l'équation 

sin  4a:  -|-  sin  x  =  o. 

Glermont. 

Composition   unique. 

Etanl  donnés  une  circonférence  et  un  point  A  dans  son 
plan,  <>ii  mène  le  diamètre  AO.  Déterminer  sur  ce  diamètre 
un  point  M  lel  que,  101  élevant  la  perpendiculaire  MB  sur 
AO,  on  ait 

Wl  -f  IfcMB  =  const, 
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On  désignera  par  a  le  rayon  du  cercle,  par  d  la  distance 
OA,  par /la  constante,  par  x  l'inconnu  OM.  On  discutera  la 
valeur  de  x  :  1°  quand  d  =  a,  et  k  ■=.  2  ;  2°  dans  le  cas  géné- 
ral. —  Résoudre  géométriquement  la  même  question. 

—  Expériences  fondamentales  sur  l'induction   électrique. 

—  Calculer  le  poids  d'un  mètre  cube  d'air  à  la  tempéra- 
ture de  3o°,  à  la  pression  740,  l'état  hygrométrique  étant  0.4; 
sachant  que  le  poids  d'un  litre  d'air  sec  à  la  pression  760 
et  à  o°  est  1^293  ;  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  est 
0,00367  ;  la  tension  de  la  vapeur  d'eau  à  3o°  est  3  1 ,  55  ;  la 
densité  de  la  vapeur  d'eau  est  0,622. 

Toulouse. 

Composition  unique. 

Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  l'expression 

tg3a 
tgsa 
lorsque  a  varie  de  o  à  go°.  —  Indiquer  la  loi  de  variation 
de  la  fonction  lorsque  a  varie  dans  les  mêmes  limites. 

—  État  hygrométrique;  sa  mesure  ;  insister  sur  les  hygro- 
mètres à  condensation. 

—  On  donne  un  miroir  sphérique  concave  dont  le  rayon 
est  5  mètres;  à  quelle  distance  du  miroir  faut-il  placer  un 
objet  pour  qu'il  fournisse  une  image  quatre  fois  plus  petite? 
à  quelle  distance  pour  qu'il  fournisse  une  image  quatre  fois 
plus  grande? 

Poitiers. 

Composition  unique. 

L'apothème  d'un  cône  a  une  longueur  donnée  a  ;  calcu- 
ler la  hauteur  sachant  que  la  surface  totale  est-nb2.  Maximum 
de  b. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  les  bissectrices  inté- 
rieures et  extérieures  AD  et  AD'  de  l'angle  A.  On  demande 
de  calculer  en  fonction  des  trois  côtés  du  triangle  le  segment 
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DD'  que  ces  bissectrices  déterminent  sur  le  côté  opposé. 
Quelles  doivent  être  les  valeurs  des  côtés  b  et  c  pour  que  le 
segment  DD'  soit  égal  à  2a,  en  supposant  que  la  différence 
des  carrés  o2  —  c2  soit  égale  à  un  nombre  donné  K2  ? 

—  Réfraction  à  travers  les  lentilles  convergentes.  Foyer 
réel  ;  foyer  virtuel.  —  Rapport  de  grandeur  de  l'image  à 
l'objet. 


SUR  LA  FORMATION  DE  CERTAINS   TABLEAUX 

Par  M.  Désiré  André. 

[Suite  et  ftn,  voir  pages  139,  1G3.) 


V.  —  Forme  du  tableau 

17.  —  On  peut  remarquer  que,  dans  le  tableau  des  3i  pre 
iniers  nombres  entiers,  les  colonnes  ont  toutes  la  môme  lon- 
gueur, tandis  que,  dans  le  tableau  des  26  lettres,  il  y  a  des 
colonnes  de  trois  longueurs  différentes.  Eu  d'autres  termes, 
on  peut  remarquer  que  le  premier  de  ces  tableaux  est  un 
rectangle,  mais  que  le  second  n'en  est  pas  un. 

En  réfléchissant  à  ce  fait,  nous  sommes  parvenu  à  deux 
théorèmes  très  simples,  qui  nous  semblent  intéressants,  et 
dont  les  démonstrations  reposent  l'une  et  l'autre  sur  les  deux 
remarques  suivantes. 

18.  —  La  première  de  ces  remarques,  c'est  que,  dans  le 
système  de  la  numération  binaire,  le  nombre  2,. —  1  se  repré- 
sente par  une  suite  1  1  1  .  .  .  1,  de  c  chiffres  1.  Il  s'ensuit 
évidemment  que  l'objet  dont  ce  nombre  est  le  numéro  (igure 
dans  toutes  les  colonnes  du  tableau. 

La  seconde  de  ces  remarques,  c'est  que,  dans  Le  système 
de  la  numération  binaire,  les  nombres  entiers  inférieurs  à 
2r —  1  s'associent  par  couples,  de  telle  façon  que  les  dou\ 
nombres  de  chaque  couple  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par 
la  substitution  du  chiffre  1  au  chiffre  o.  et  vice  versa.  Il  est 
«'vident  que,  dans  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers» 
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depuis  i  jusqu'à  2e  —  2,  les  nombres  d'un  même  couple 
sont  équidistants  des  extrêmes  et  ont  une  somme  égale  à 
2e —  1.  Le  point  important  pour  nous,  c'est  que,  si  les  deux 
nombres  d'un  même  couple  sont  les  numéros  de  deux  objets, 
ces  objets  figurent  l'un  ou  l'autre  dans  toutes  les  colounes 
du  tableau,  mais  ue  figurent  jamais  ensemble  dans  une 
même  colonne,  de  telle  façon  que  ces  deux  objets  aug- 
mentent le  tableau  d'une  ligne  entière,  ni  plus  ni  moins. 

Ces  remarques  vont  nous  permettre  de  démontrer  les 
théorèmes  que  nous  avons  annoncés  sur  la  forme  des  tableaux. 
Ces  théorèmes  correspondent,  l'un  au  cas  où  n  est  égal  à 
2r  —  ;,  l'autre  au  cas  où  n  est  inférieur  à  ce  nombre.  Ces 
deux  cas  sont  les  seuls  qui  puissent  se  présenter,  puisque, 
nous  l'avons  vu  (3),  les  nombres  n  et  c  doivent  toujours 
satisfaire  à  l'inégalité  n  <  2r. 

19.  —  Théorème  I.  —  Si  n  est  égal  à  2e  —  1,  le  tableau 
est  toujours  un  rectangle. 

En  effet,  les  n  objets  donnés  ont  alors  pour  numéros  les 
n  nombres  1,  2,  3,.  .  .,  n.  Le  numéro  n,  étant  égal  à  2e  —  1 , 
introduit,  d'après  la  première  remarque,  une  ligne  entière 

dans  le  tableau.  Les  n  —  1  autres  objets  constituent 

couples,  lesquels,  d'après  la  seconde  remarque,  introduisent 
aussi  chacun,  dans  le  lableau,  une  ligne  entière.  Donc  ce 
tableau  se  compose  de  plusieurs  lignes,  toutes  entières;  donc 
il  a  la  forme  d'un  rectangle. 

Ce  rectangle,  nous  le  savons,  a  c  colonnes.  On  peut  voir, 
très  facilement,  qu'il  a  un  nombre  de  lignes  égal  à  2e-1. 

20.  —  Théorème.  II.  —  Si  n  est  inférieur  à  2e  —  1.  on 
peut  toujours  donne)-  au  tableau  la  forme  d'un  rectangle. 

Pour  le  démontrer,  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant 
que  n  sera  pair  ou  impair,  c'est-à-dire  de  la  forme  zk  ou  de 
la  forme  2k  -{-  1. 

Si  n  est  de  la  forme  2k,  nous  partageons  nos  objets  en 
k  couples;  à  chacun  d'eux  nous  faisons  correspondre  un 
des  couples  de  nombres  définis  dans  notre  seconde  remar- 
que :  chacun  de    ces  couples   donne  une  ligne    entière  au 
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tableau,  ni  plus  ni  moins;  ce  tableau  se  compose  donc  de 
A;  lignes,  toutes  entières  :  c'est  un  rectangle. 

Si  n  est  de  la  forme  2k  -\-  1 ,  nous  partageons  nos  2k  -f-  1 
objets  en  deux  parties,  l'une  formée  d'un  seul  objet,  quel- 
conque d'ailleurs,  l'autre  composée  des  2k  objets  restants. 
A  l'objet  isolé  nous  faisons  correspondre  le  nombre  2e  —  1  : 
il  s'ensuit,  d'après  notre  première  remarque,  que  cet  objet 
donnera  une  ligne  entière  au  tableau.  Nous  distribuons  les 
2k  objets  restants  en  k  couples,  auxquels  nous  faisons  cor- 
respondre k  des  couples  de  nombres  définis  plus  haut  ; 
d'après  notre  seconde  remarque,  chacun  de  ces  couples 
apportera  aussi  au  tableau  une  ligne  tout  entière.  Donc  le 
tableau  sera  formé  de  k  -f-  1  lignes  entières,  et,  par  consé- 
quent, aura  la  forme  d'un  rectangle. 

Ainsi,  nous  pouvons  toujours  disposer  nos  n  objets  en 
un  tableau  rectangulaire.  A  la  vérité,  pour  arriver  à  ce 
résultat,  nous  modifions  notre  règle  initiale  (4),  comme  nous 
nous  avons  dit  déjà  (15)  qu'on  peut  le  faire  :  au  lieu  de 
donner  à  nos  n  objets  les  numéros  1,  2,  3,  . ...  n,  nous  leur 
donnons  pour  numéros  n  nombres,  choisis  d'une  manière 
convenable,  parmi  les  2e  —  1   premiers  nombres  entiers. 


VI.  —  Généralisation. 

21.  —  Dans  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé 
en  commençant,  chaque  objet  ne  peut  avoir,  par  rapport  à 
chaque  colomie,  que  deux  manières  d'être  différentes  :  ou 
il  y  ligure,  ou  il  n'y  ligure  pas.  Si  donc  nous  voulons  repré- 
senter, par  une  suite  de  signes,  l'ensemble  des  manières  d'être 
d'un  objet  déterminé  par  rapport  à  toutes  les  colonnes  du 
tableau,  il  nous  suffit  d'employer  deux  signes  différents 
correspondant,  l'un  au  cas  ou  l'objet  figure  dans  la  colonne 
considérée,  l'autre  au  cas  où  il  n'y  figure  point. 

Nous  avons  choisi,  pour  distinguer  ces  deux  cas,  le  chiffre 
1  et  le  chiffre  o.  Nous  aurions  pu  prendre  deux  autres  signes, 
absolument  quelconques.  Mais,  quels  qu'aienl  été  ces  signes, 
ils  auraient  toujours  donné,  pour  chaque  objet  du   tableau, 
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une  suite  correspondant  à  un  nombre  écrit  en  chiffres,  dans 
le  système  de  la  numération  binaire. 

22.  —  Si  on  généralise  le  problème  de  telle  sorte  que 
chaque  objet  puisse  offrir,  par  rapporta  chaque  colonne  du 
tableau,  trois  manières  d'être  différentes,  pour  représenter, 
par  une  suite  de  signes,  l'ensemble  des  manières  d'être  d'un 
objet  déterminé  par  rapport  à  toutes  les  colonnes  du  tableau, 
il  faudra  employer  trois  signes  différents,  correspondant  aux 
trois  manières  d'être  de  l'objet  par  rapport  à  chaque  colonne. 

On  pourra  prendre  ces  trois  signes  différents  d'une  manière 
tout  à  fait  arbitraire  ;  mais,  de  quelque  manière  qu'on  les 
choisisse,  les  suites  de  signes  correspondant  aux  objets 
donnés  pourront  être  regardées  comme  des  nombres,  écrits 
en  chiffres,  dans  le  système  de  numération  dont  la  base 
est  3. 

Si  chaque  objetpouvait  avoir,  par  rapport  à  chaque  colonne 
4,  5,  6,.  .  .  manières  d'être  différentes,  on  serait  conduit, 
pour  former  les  suites  correspondant  aux  objets  donnés,  à 
employer  4,  5,  6,  .  .  .  signes  différents,  et  les  suites  for- 
mées pourraient  être  regardées  comme  des  nombres,  écrits 
en  chiffres,  dans  les  systèmes  de  numération  dont  les  bases 
respectives  sont  les  nombres  4,  5,  6,   .    .    . 

23.  —  Il  n'est  pas  malaisé  d'imaginer,  de  bien  des  façons, 
des  tableaux  où  chaque  objet  puisse  avoir,  par  rapport  à 
chaque  colonne,  plus  de  deux  manières  d'être  différentes. 

Supposons,  par  exemple,  que  chaque  colonne  soit  parta- 
gée, de  haut  en  bas,  en  p  parties.  Un  objet  quelconque 
pourra  présenter,  par  rapport  à  cette  colonne,  p  -f-  1  ma- 
nières d'être  différentes  :  ou  il  n'y  figurera  pas  du  tout,  ou 
il  figurera  soit  dans  la  première  partie,  soit  dans  la 
deuxième, .  . .  soit  dans  la  pme. 

Supposons,  pour  donner  un  nouvel  exemple,  que  les 
colonnes  ne  soient  point  divisées,  mais  que  chaque  objet 
puisse  figurer  jusqu'à  p  fois  dans  une  même  colonne.  Un 
objet  quelconque  pourra  avoir  encore,  par  rapport  à  chaque 
colonne,  p  -j-  1  manières  d'être  différentes  :  ou  il  n'y  figu- 
rera pas,  ou  il  y  figurera  une  fois,  deux  l'ois, .  .  .  p  fois. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ELÉMENTAfBBS        l'.M 

Dans  chacun  de  ces  exemples,  on  sera  conduit  à  des 
suites  qui  pourront  être  regardées  comme  des  nombres, 
écrits  en  chiffres,  dans  le  système  de  numération  dont  la 
base  est  p  -(-  i. 

24.  —  Ou  peut  d'ailleurs  former  des  tableaux  qui  con- 
duisent à  des  nombres  exprimés  à  l'aide  d'une  base  supé- 
rieure à  2,  sans  avoir  recours  aux  procédés  qui  précèdent, 
c'est-à-dire  sans  partager  aucune  colonne  en  plusieurs 
parties,  ni  sans  faire  figurer  plusieurs  fois  un  même  objet 
dans  une  même  colonne. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  forme  un  tableau  des 
26  lettres  de  notre  alphabet,  en  convenant  de  donner  à 
chaque  lettre  tantôt  sa  forme  majuscule,  tantôt  sa  forme 
minuscule.  Évidemment,  chaque  lettre  pourra  présenter,  par 
rapport  à  chaque  colonne,  trois  manières  d'être  différentes  : 
ou  elle  n'y  figurera  pas,  ou  elle  y  figurera  sous  sa  forme  ma- 
juscule, ou  elle  y  figurera  sous  sa  forme  minuscule.  Il  faudra 
dum-  trois  signes  différents  pour  écrire  les  suites  de  signes 
correspondant  à  chaque  lettre,  et  ces  suites  pourront  être 
regardées  comme  des  nombres,  écrits  en  chiffres,  dans  le 
système  de  numération  dont  la  base  est  3. 

25.  —  Dans  tous  les  cas,  on  le  voit,  on  est  ramené  à  des 
nombres,  éctils  en  chiffres,  dans  un  certain  système  de 
numération.  A  mesure  que  la  base  de  ce  système  augmente, 
le  nombre  minimum  des  colonnes  du  tableau  tend  à  dimi- 
nuer. Ce  fait  provient  de  ce  que,  dans  un  système  donné, 
il  faut  d'autant  moins  de  chiffres  pour  écrire  tous  les  nombres 
inférieurs  à  une  certaine  limite,  que  ce  système  a  plus  de 
chiffres,  c'est-à-dire  que  sa  base  esl  plus  grande.  En  général, 
si  l'on  représente  par  n  le  nombre  des  objets  donnés,  p.ir  c 
le  nombre  des  colonnes  du  tableau,  et  par  {S  la  base  du  sys- 
tème de  numération  auquel  on  est  ramené,  il  laul  et  il  suffit, 
pour  que  le  tableau  puisse  être  construit,  que  ces  trois 
nombres  n,  c,  p  satisfassent  à  L'inégalité 

n  <  p. 

On  tire  de  la  C  >>  — — . 
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Le  second  membre  de  cetle  dernière  inégalité  est  une 
limite  inférieure  de  c.  et  l'on  voit  que  cette  limite  est  d'autant 
moindre  que  (3  est  plus  grand. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


100.  —  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  et  une 
droite  DE,  parallèle  au  côté  BC.  Trouver  sur  la  droite  DE  un 
point  M  tel  que  M  A/.  MB'.  M  C  =  K, 

K  étant  un  nombre  donné,  et  A',  B',  C,  étant  les  points  ou- 
ïes droites  MA,  MB,  MC  rencontrent  respectivement  les 
côtés  BC,  AC,  AB.  (Lucien  Lévy.) 

401.  —  Sur  la  bissectrice  de  l'angle  droit  d'un  triangle  ABC 
rectangle  en  A,  on  prend  un  point  M.  Soit  D  le  point  où  la 
bissectrice  rencontre  l'hypoténuse,  P  la  projection  de  M  sur 
ie  côté  AC.  Déterminer  le  point  M  de  façon  que  les  aires  des 
triangles  BMD  et  MPC  aient  une  somme  donnée. 

(Lucien  Lévy.) 

102.  —  On  considère  un  point  A,  mobile  sur  un  demi- 
cercle  BAC,  de  centre  0,  et  les  cercles  inscrits  aux  triangles 
AOB,  AOC.  Trouver  la  position  du  point  A  pour  laquelle  les 
centres  des  cercles  inscrits  et  le  centre  0  du  cercle  donné 
forment  un  triangle  de  périmètre  donné.  (G.  L.) 

103.  —  On  considère  un  triangle  OPQ.  Soit  A  un  point 
pris  sur  PQ,  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  au  milieu  de 
PQ;  A"  le  symétrique  de  A'  par  rapport  au  point  0.  La 
droite  AA"  rencontre  OP  au  point  R.  Démontrer  que  la  mé- 
diane AS  du  triangle  RA.P  est  parallèle  à  QO.         (G.  L.) 


Le  Rédacleur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


I.MI'KIMElilE   CENTRALE   DES   CHEMINS   DE    FEU.    —    LMl'ltlMERIE   CHAIX. 
HUE  BSKOÈKE,   20,    PARIS   —    16506-3. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE  RELATIVE  A  L'ELLIPSE 

Par  M.  ii.  de  Loiigchamps. 


1.  —  Nous  nous  proposons  de  montrer,  dans  cette  petite 
note,  comment  on  peut,  par  une  construction  qui  nous  parait 
plus  simple  que  celles  qu'on  emploie  ordinairement,  trouver 
le  petit  axe  d'une  ellipse  connaissant  un  point  de  la  courbe  et  le 
grand  axe,  en  grandeur  et  en  position. 

La  construction  dont  nous  voulons  parler  est  une  applica- 
tion nouvelle  de  la  transformation  réciproque  que  nous  avons 
exposée  l'année  dernière,  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
spéciales.  Mais  nous  tenons  à  faire  remarquer  que  cette  note 
n'exige,  pour  être  comprise,  que  la  notion  élémentaire  de 
la  transformation  réciproque  et,  qu'elle  s'appuie  uniquement 
sur  la  propriété  fondamentale  relative  à  la  transformation 
de  l'ellipse  en  droite,  propriété  qui  a  été  démontrée  par 
M.  Lauvernay,  dans  ce  journal  (*).  La  construction  que 
nous  allons  proposer  pourrait  donc  être  exposée  en  ne  pre- 
nant pour  base  que  des  considérations  élémentaires. 

A 


Suit  A  A' -le  grand  axe  donné,  et  M  un  point  de  l'ellipse; 
joignons  A'. M  ri  prolongeons  cette  droite  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  au  point  M'  la  perpendiculaire  élevée  au  point  A, 
à    \M.  Abaissons  maintenant  de  ce  point  M'  une  perpendi- 
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culaire  sur  la  droite  A 'A  prolongée;  nous  obtenons  ainsi 
une  droite  A,  que  nous  allons  considérer. 

On  sait,  par  la  propriété  que  nous  venons  de  rappeler, 
que  toute  transversale,  issue  du  point  A',  rencontre  l'ellipse 
en  un  point  ;x,  la  droite  A  en  un  point  ;/,  ces  points  [/,,  ;/ 
formant  un  segment  de  droite  qui  est  vu,  du  point  A,  sous 
un  angle  droit. 

Celte  remarque  étant  faite,  prenons  le  point  A"  symétrique 
de  A,  par  rapport  à  A,  et  sur  A' A."  comme  diamètre,  décri- 
vons un  demi-cercle  qui  rencontre  A  au  point  R;  nous 
allons  démontrer  que  A'R  rencontre  la  perpendiculaire  élevée 
au  milieu  de  AA'  en  un  point  qui  est  précisément  le  som- 
met de  l'ellipse  proposée. 

En  effet,  les  angles  marqués  oc  et  a  sont  égaux  ;  il  en  est 
de  même  des  angles  p  et  (3';  de  plus  a'  et  $  sont  des  angles 
complémentaires.  De  là  résulte  ce  fait  que  a  et  p  étant  angles 
complémentaires,  l'angle  BAR  est  droit;  le  point  B  est  donc 
le  sommet  de  l'ellipse. 

2.  —  Si  nous  ne  nous  trompons,  cette  manière  rapide  de 
trouver  le  second  axe  d'une  ellipse  peut  présenter  quelque 
intérêt,parcc  qu'on  rencontre,  notamment,  dans  la  géométrie 

F 


descriptive,  un  certain  nombre  do  questions  qui  comportent 
une  détermination  immédiate  et  évidente  de  l'un  des  axes, 
mais  qui  offrent  quelque  résistance,  quand  on  veut  déter- 
miner l'autre  axe. 
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Pour  citer  un  exemple  de  ce  que  nous  venons  d'avancer, 
imaginons  une  demi-sphère  reposant  par  son  grand  cercle 
de  base  sur  le  plan  horizontal  et  cherchons  l'ombre  portée 
sur  le  plan  par  un  point  lumineux  placé  en  F. 

La  construction  indiquée  par  la  figure  ci-dessus  montre 
que,  pour  des  raisons  faciles  à  donner,  AA'  est  le  grand  axe 
de  l'ellipse  d'ombre,  et  que  M  est  un  poiDtparliculier  de  cette 
ellipse.  On  pourra  donc  appliquer  à  cette  figure  la  construc- 
tion que  nous  venons  d'indiquer  plus  haut  et  l'ombre  portée 
sera  ainsi  déterminée  par  ses  axes,  au  moyen  d'une  cons- 
truction assez  rapide. 


ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 

Par  H.  A.  llorel. 

[Suite  et  fin;  voir  p.  10,  33,  62,  97  et  169). 


34.  —  Si  des  sommets  A,  B,  G  du  triangle  ABC,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  respectivement  sur  les  côtés  B1C1;  C^,  A^ 
du  triangle  A1B1C1,  ces  perpendiculaires  se  coupent  en  un  point 
(>!,  qui  est  situé  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

Soit  Ot  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  abais- 
sées respectivement  de  A  sur  B,Ct  et  de  B  sur  AjCj.  L'angle 
de  ces  deux  perpendiculaires  est  égal  à  l'angle  Ct,  et  par 
suite  à  l'angle  C.  Donc  les  quatre  points  A,B,C,  0L  sont  sur 
une  même  circonférence. 

De  plus,  si  l'on  joint  le  point  Ot  au  point  C,  la  ligne 
ainsi  menée  l'ait  avec  la  Ligne  A<>,  Le  même  angle  que  ferait 
la  perpendiculaire  menée  «lu  point  C  sur  A^;  de  même, 
L'angle  BOtC  serait  égal  à  l'angle  de  BC*!  avec  ia  perpendi- 
culaire menée  «lu  point  C  sur  A1B1.  Donc  les  trois  perpen- 
diculaires se  coupent  en  un  même  point,  qui  est  bien  situé 
sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC. 

35.  —  il  esl  facile  de  trouver  La  surface  du  triangle 
A^C,,  connaissant  la  surface  du  triangle  ABC. 
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En  effet,  nous  avons  vu  précédemment  (7)  que,  en  appe- 
lant S  la  distance  wco',  et  d  le  diamètre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  nous  avions 


26 
d  = 


sin  20/ 1  —  3tg2Ô  ' 

d'autre  part,  nous  savons  (11  et  12)  que  le  triangle  wOw'  est 

isoscèle,  et  que  l'angle  en  0  est  égal  à  26  ;  le  diamètre  du 

0 

cercle  circonscrit  est  donc  égal  à  — — .  On  a  par  suite. 

sin  2t> 

en  appelant  A  et  At  les  surfaces  respectives  des  deux  trian- 
gles ABC  et  AiBjC^  qui  sont  semblables  : 
Ai 


A  \d  sin  2O 

A.  1 

ce  qui  devient         — —  =  —  (1  —  3tg20). 

Abaissons  du  point  K  des  perpendiculaires  KP,  KQ,  KR 
sur  les  côtés  du  triangle  ABC.  Nous  savons  que  l'on  a 

KP  =A1M1  =—  tgô. 

b  c 

De  même  KQ  =  —tgô;     KR  = — tgô. 

Donc  on  a 

tri.  PKQ  =  -V  ab  tg-0  sin  C  =  —  A  tg2ô. 
o  4 

On  trouvera  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  triangles 
QKR,  RKP.   Si  donc  nous  appelons  A2  la  surface  du  triangle 

PQR,  nous  avons  A,  =  —  Atg2  0. 

4 

Par  suite  A!  -f-  Aa  =  —    A. 

4 

36.  —  Théorème.  —  Par  le  point  K  passent  les  trois 
transversales  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ABC  avec  les 
sommets  du  triangle  formé  par  les  tangentes  menées  par  A,B,C, 
du  cercle  circonscrit. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  si  par  les  points  B  et  A  nous 
menons  des  droites  faisant  avec  BA  des  angles  égaux  à 
l'angle  C,  ces  droites  rencontrent  la  ligne  GKF  en  un  point 
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L3  qui  est  le  conjugué  harmonique  du  point  K  par  rapport 
aux  points  G  et  F  (le  point  F   est  le    point  où  cette   ligne 
rencontre  le  côté  BA),  et  que  le  triangle  BL3A  étant  isoscèle, 
la  ligne  qui  joint  le  sommet  au   milieu  de  la  base  est  per 
pendiculaire  sur  cette  base. 


Mais  les  lignes  BL3  et  AL3,  d'après  leur  construction 
même,  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  tangentes  en  B  et  A 
au  cercle  ABC  ;  si  nous  prolongeons  ces  tangentes  et  que 
nous  prenions  de  même  les  points  L2  et  L^  où  elles  ren- 
contrent la  tangente  en  C,  nous  verrons,  par  le  même  rai- 
sonnement que  précédemment,  que  les  lignes  BL4  et  ALt 
passent  par  le  point  K.  De  plus,  nousvoyons  que,  par  exemple, 
les  di'iix  rùlés  AI!,  AC,  la  ligne  AK  et  la  ligue  AL,  forment 
un  faisceau  harmonique. 

37.  —  Théorème.  —  Le  point  K  est  le  centre  d'un  cercle 
qui  coupe  les  dites  de  ABC  en  des  points  diamétralement  opposes. 
(Eu  d'autres  tenues,  par  le  point  K  passent  trois  droites  égales 

ayant  leur  milieu  m   k.i 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  de  la  détermina  lion  du 
point    K,  la    ligne  AE  étant  la    médiane   correspondant  au 
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côté  BC,  c'est-à-dire  étant  le  lieu  des  milieux  des  droites 
parallèles  à  BC,  la  ligne  AK  est  le  lieu. des  milieux  des 
droites  antiparallèles  à  BC  et  comprises  dans  l'angle  BAC. 


Si  donc  par  le  point  K  je  mène  une  droite  C'B'  antipa- 
rallèle  à  BC,  elle  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par 
le  point  K;  de  plus,  l'angle  AC'K  qu'elle  fait  avec  le  côté  BA 
(en  allant  de  B  vers  A)  est  égal  à  l'angle  BCA. 

Si,  de  même,  par  le  point  K  je  mène  CA"  antiparallèle 
à  AC,  et  rencontrant  BA  en  C",  elle  a  aussi  son  milieu  en  K, 
et  l'angle  BC"K  est  égal  à  l'angle  ACB.  Donc  le  triangle 
KC'C"  est  isoscèle,  et,  par  suite,  la  circonférence  ayant  pour 
centre  le  point  K,  et  pour  rayon  KC,  passe  par  les  points 
de  rencontre  des  côtés  du  triangle  avec  les  droites  antipa- 
rallèles aux  autres  côtés  et  passant  par  le  point  K.  Ces  droites 
sont  donc  bien  égales,  et  sont  des  diamètres  de  ce  cercle. 

38.  —  Théorème.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
milieux  des  côtés  du  triangle  A^B^  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC  se  coupent  en  un  point  qui  n'est  autre  que  le  centre  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 
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Nous  avons  vu  (14)  que  les  deux  triangles  ABC,  A^Ct 
ont  le  même  centre  de  gravité.  Soit  E  ce  centre  de  gravité 
commun.  La  ligne  CjE  rencontre  A^  au  point  m3,  et  l'on  a 

CE    _  _2_ 
Em.  i 

(  Voir  la  figure  au  n°  36.) 

Par  conséquent,  en  appelant  yt,  s  et  ;x3  les  projections  des 
trois  points  sur  AB,  nous  avons  aussi 

YlE    _    \_ 

VJ.3  I 

D'autre  part,  soit  P  le  centre  du  cercle  des  neuf  points 
du  triangle  ABC,  on  sait  que  les  trois  points  0,  E,  P  sont 
en  ligne  droite,  et  que  Ton  a 

OE        _2 
EP  ~~  î  " 

Or,  la  projection  du  point  0  sur  AB  se  confond  avec  le 
point  y4,  qui  lui-même  est  au  milieu  M3  de  BC;  il  en  résulte 
que  la  projection  du  point  P  se  confond  avec  celle  du 
point  m3,  ce  qui  exige  que  la  perpendiculaire  abaissée  du 
milieu  de  BlCi  sur  le  côté  BG  passe  par  le  point  P. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


Nous  arrêterons  ici  celte  étude,  déjà  Lien  longue.  Notre 
but,  en  l'entreprenant,  était  seulement  de  faire  connaître  à 
nos  lecteurs  quelques-unes  des  propriétés  de  ce  nouveau 
cercle  lié  au  triangle;  nous  avons  pris  les  plus  élémentaires 
et  nous  avons  ainsi  indiqué  aux  lecteurs  français  une  figure 
déjà  connue  à  l'étranger  depuis  I.X77,  époque  où  de  pre- 
mières propositions  sur  la  figure  ont  été  signalées  par  notre 
camarade  Brocard  dans  La  Nouvelle  Correspondance  mathéma- 
tique. M. "Broeanl  a  continué  les  communications  dans  le 
.loin nal  belge  jusqu'en  1881,  puis  dans  des  journaux  alle- 
mands, tels  que  Le  Zeitsckrift  fur  math,  und  natur.  Unler- 
rirhi,  dirigé  par  M.  Hoffmann. 

Comme  nous  l'avons  dit  au  début,  M.  Neuberg,  dans  le 
Mathe&is,  a  proposé  de  donner  au    nouveau  cercle  le  nom  de 
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son  inventeur,  ce  qui,  à  noire  avis,  présente  deux  avan- 
tages :  d'abord,  de  conserver  ses  droits  à  M.  Brocard,  et, 
en  outre,  de  ne  rien  préjuger  sur  les  propriétés  d'une  figure. 
De  nouvelles  découvertes  peuvent,  en  effet,  rendre  singulier 
un  nom  qui  serait  consacré  par  l'usage,  et  qui  ne  sérail  plus 
en  accord  avec  les  propriétés  connues  de  la  figure. 

C'est  en  particulier  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  le 
cercle  que  nous  appelons  le  cercle  des  neuf  points,  et  qui, 
en  réalité,  contient  dix-huit  points  remarquables  liés  au 
triangle.  Tandis  que  le  nom  de  cercle  de  Feuerbach,  que  lui 
donnent  les  Allemands,  du  nom  de  celui  qui  leur  a  fait  con- 
naîlre  ce  cercle,  ne  présente  pas  la  môme  singularité  cho- 
quante. 

Pour  revenir  au  cercle  qui  nous  intéresse,  nous  dirons 
que,  dans  l'élude  que  nous  venons  d'en  faire,  nous  nous 
sommes  contenté  de  grouper,  d'une  manière  aussi  métho- 
dique que  possible,  et  surtout  de  présenter  très  élémentaire- 
menl  les  propriétés  à  la  fois  les  plus  simples  et  les  plus 
importantes  de  ce  cercle.  Si,  le  plus  souvent,  nous  avons 
cherché  des  démonstrations  purement  synthétiques,  et  à  la 
portée  de  tous  nos  jeunes  lecteurs  de  Mathématiques  élémen- 
taires, nous  n'avons  aucun  droit  sur  les  propositions  mêmes 
que  nous  avons  exposées,  comme  pourrait  le  faire  croire 
l'absence  complète  d'indications  sur  les  auteurs  de  ces  pro- 
positions. 

Nous  nous  sommes  arrêté  à  la  mesure  qui  consistait  à  ne 
nommer  personne  dans  cette  étude,  à  part  M.  Brocard, 
auquel  revient  le  premier,  de  l'avis  de  tous,  l'honneur  de 
la  découverte  de  ce  cercle,  précisément  parce  que,  dans 
bien  des  cas,  il  peut  être  difficile  de  fixer  bien  exactement 
le  nom  de  l'auteur  véritable  d'une  découverte  ;  un  auteur 
peut,  de  très  bonne  foi,  trouver  par  lui-même  un  théorème, 
sans  que  pourtant  on  puisse,  dans  une  publication,  lui  en 
attribuer  la  propriété,  si  ce  théorème  est  déjà  connu,  et 
publié  a  l'insu  de  ce  géomètre. 

C'est  en  particulier  ce  qui  nous  est  arrivé  à  propos  de  l'é- 
tude actuelle.  Un  théorème  (20,  21  et  22)  avait  été  proposé 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales;  lorsque,  dans  le 
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cours  de  nos  recherches,  nous  sommes  arrivé  à  ce  théorème, 
nous  avons  reconnu  que  la  môme  propriété  avait  été  énon- 
cée d'une  manière  plus  générale  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  et  avait  été  en  outre  reprise  sous  la  même 
forme  dans  une  étude  sur  le  centre  des  médianes  antiparal- 
lèles, publiée  en  1881  dans  le  Mathesis.  Il  est  bien  certain, 
du  reste,  que  le  géomètre  qui  nous  avait  envoyé  l'énoncé  de 
cette  question  ignorait  qu'elle  eût  été  déjà  proposée,  et 
même  résolue,  ce  que  nous  ignorions  nous-même  à  ce  mo- 
ment. 

Nous  croyons  aujourd'hui  devoir  signaler  les  savants, 
tant  français  qu'étrangers  qui  se  sont  occupés  de  recher- 
ches sur  la  figure  que  nous  avons  présentée  à  nos  lecteurs. 
Ce  sont  d'abord  M.  Brocard,  capitaine  du  génie  ;  puis 
MM.  Tarry,  Neuberg,  auxquels  nous  joindrons,  en  Allema- 
gne, les  noms  de  MM.  Stoll,  Kiehl  et  Fiilhmann,  qui  ont 
indiqué  un  certain  nombre  des  propriétés  non  signalées  par 
M.  Brocard  dans  le  mémoire  qu'il  a  présenté  à  ce  sujet  à 
l'Association  française,  au  Congrès  d'Alger. 

Comme  nous  le  disons  plus  haut,  nous  ne  considérons  pas 
cette  étude  comme  complète,  et  nous  signalerons  à  nos  lec- 
teurs, en  leur  proposant  comme  questions  à  résoudre,  quel- 
ques-unes des  propriétés  les  plus  intéressantes  que  nous 
rencontrerons  au  sujet  du  cercle  de  Brocard  ;  nous  croyons 
qu'il  y  a  encore  des  points  intéressants  à  élucider  à  ce 
sujet.  A.  M. 

PROPOSITIONS 

RELATIVES  AU  CERCLE  DE  BROCARD 


Nous  signalons  à  nos  lecteurs,  comme  nous  venons  de  Fan  - 
noncer  dans  l'étude  que  nous  avons  faite  du  cercle  de  Brocard, 
les  propositions  suivantes  : 

1.  —  Le  triangle  ABC  et  le  triangle  AjB,^  sont  homolo- 
giques  ;  leur  centre  d'homologie  est  le  point  D;  leur  axe 
d'homologie  est  une  droite  G,  qui    est  perpendiculaire  à  01). 
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2.  —  Soit  C2  le  point  d'intersection  du  cercle  de  Brocard 
avec  le  cercle  passant  parles  points  A,  B,  0  :  de  même  A2 
et  B2  seront  les  points  communs  aux  cercles  de  Brocard  et 
aux  cercles  BCO,  CAO.  Les  lignes  AtA2,  BXB2,  CtG2  sont  les 
médianes  du  triangle  A^C^  Les  triangles  A^C^  A2B2C2 
sont  donc  homologiques  ;  leur  centre  d'homologie  est  le  point 
E,  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  L'axe  d'homologie 
est  une  droite  G2,  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  le 
point  E  au  centre  du  cercle  de  Brocard. 

3.  —  Le  triangle  ABC  et  le  triangle  A2B2C2  sont  homolo- 
giques ;  leur  centre  d'homologie  est  le  point  K. 

4.  —  Les  droites  issues  des  sommets  du  triangle  ABC,  et 
faisant  avec  ses  côtés,  extérieurement,  l'angle  a,  déterminent 
deux  triangles  T'a,  T"a,  égaux  entre  eux  et  semblables  au 
triangle  donné.  Les  centres  des  cercles  circonscrits  a  ces 
nouveaux  triangles  sont  les  symétriques  des  points  w  et  w 
par  rapport  au  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
primitif. 

5.  —  Les  points  segmentaires  w  et  w'  sont  les  centres 
des  médianes  antiparallèles  des  triangles  T'tt  et  T"  • 

6.  —  Les  parallèles  menées  par  A,  B,  C  aux  côlés  du 
triangle  A1BiC1  se  coupent  au  point  N  de  rencontre  de  OD 
et  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

7.  —  Les  centres  at,  [315  y,  des  triangles  circonscrits  à  wBC, 
u>CA,  wAB  sont  les  sommets  d'un  triangle  qui  admet  pour 
l'un  des  points  segmentaires  le  centre  0  du  cercle  circon- 
scrit à  ABC.  Il  en  est  de  même  pour  les  centres  a,,  (32,  y2 
des  cercles  circonscrits  aux  triangles  u'BC,  w'CA,  u/AB.  Les 
triangles  c.,[Vi'i  et  x232y2  sont  semblables  an  triangle  ABC. 
De  plus,  les  triangles  y.^cd  et  a2S2y2  sont  homologiques,  leur 
centre  d'homologie  étant  le  point  0. 

Tous  ces  énoncés  nous  ont  été  communiqués  par  M.  Brocard. 
Nous  publierons  les  solutions  géométriques  ou  analytiques  qui 
nous  seront  adressées,  en  donnant  la  préférence  cependant  aux 
solutions  géométriques  qui  pourraient  ainsi  prendre  place  dans 
la  partie  élémentaire  du  Journal,  partie  qui  contient  l'étude  du 
cercle  de  Brocard. 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1883 

Mathématiques  élémentaires. 

Solution  par  M.  IIadamard,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand 
(copie  couronnée). 


On  donne  deux  droites  R  et  K,  non  situées  dans  un  même  plan 
et  un  plan  P  parallèle  à  ces  deux  droites.  On  considère  tous 
les  cercles  qui  ont  pour  centre  le  milieu  0  de  la  perpendiculaire 
commune  aux  deux  droites,  et  dont  la  circonférence  rencontre  ces 
deux  droites." 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  projection  d'un  point  A.  de  l'espace 
sur  le  plan  de  ces  cercles. 

2°  Si  M,  M'  sont  les  points  de  rencontre  du  cercle  0  avec  les 
deux  droites,  la  sphère  qui  a  MM'  pour  diamètre  et  la  sphèrr,qui 
a  le  cercle  0  pour  grand  cercle,  se  coupent  suivant  un  cercle  G. 
A  ce  cercle  on  mène  aux  points  M,  M'  les  tangentes  MT,  MT. 
Les  plans  RMT,  R'M'Ï'  se  coupent  suivant  une  droite  SS',  lieu 
de  lu  trace  de  celle  droite  sur  le  plan  P. 

5°  Si  l'on  mène  le  diamètre  du  cercle  G  perpendiculaire  à  MM', 
quel  est  le  lieu  des  extrémités  de  ce  diamètre  ? 

■i°  Plus  généralement,  quel  est  le  lieu  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre du  cercle  C  faisant  avec  MM'  un  angle  donné  x  ? 

1°  Soit  LLY  la  perpendiculaire  commune  (1),  0  son  milieu. 
Projetons  en  H, H',  sur  un  plan  mené  \  ar  le  point  0  parallè- 
lement au  plan  P,  les  points  M, M'.  L<  s  lieux  des  points  H, H' 
sont  respectivement  les  proje  slions  Oxt (>./;'  îles  droites  R,R'. 

D'ailleurs  les  rectangles  MHOL,  M'H'OLY  montrent  que 
Mil  --=:  M  H.',  et  par  suite  ces  droites  sont  les  côtés  op] 
d'un  parallélogramme,  il  en  résulte  que  les  droites  MM'. 
II 1 1  ont  même  milieu  I.  Mais  les  triangles  rectangles  OMH, 
OMIT,  (''-aux  comme  ayant  l'hypoténuse  égale  et  un  côté 
de  l'angle  droi  que  le  triangle  El  OH'  est  isos- 

(l)  Le  lecteur  esl  prié  de  Caire  la  û  jura 
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cèle  et  par  suite  que  la  droite  01  .est  bissectrice  de  l'an- 
gle xOx. 

Le  plan  MOM'  passe  donc  par  l'une  des  deux  bissectrices 
01,01'  de  l'angle  xOx. 

Ce  fait  que  le  plan  MOM'  passe  tantôt  par  l'une  de  ces 
deux  droites,  tantôt  par  l'autre,  tient  à  ce  qu'il  existe  deux 
séries  de  cercles  satisfaisant  à  l'énoncé.  En  effet,  on  peut 
obtenir  les  points  M, M'  en  portant  sur  les  deux  droites  deux 
distances  LM  =  L'M'.  Mais  on  peut  à  une  même  longueur  LM 
portée  dans  un  certain  sens,  faire  correspondre  deux  lon- 
gueurs L'M' portées  dans  deux  sens  différents,  ce  qui  donne 
deux  cercles  OMM'. 

Les  considérations  précédentes  montrent  immédiatement 
quel  est  le  lieu  de  la  projection  a  du  point  A.  Il  se  compose 
de  deux  circonférences  décrites  dans  des  plans  perpendicu- 
laires respectivement  à  01  et  OF  et  ayant  respectivement 
pour  diamètres  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  A  sur 
ces  deux  droites. 

2°  On  voit  immédiatement  que  le  cercle  C  est  le  cercle 
décrit  sur  MM'  comme  diamètre  clans  un  plan  perpendicu- 
laire à  01  (ou  01').  Par  suite  les  tangentes  MT,MrT'  sont 
perpendiculaires  au  plan  MOM',  et  l'on  voit  que  la  droite  SS' 
n'est  autre  que  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  inscrite  entre 
les  deux  droites  R  et  R'. 

Projetons  alors  la  figure  sur  le  plan  P.  La  projection  ss' 

de  SS'  sera  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  MOM',  trace 

qui  est  parallèle   à   01,   puisque   01  est  parallèle  au  plan  P. 

Cette  projection  a  donc  une  direction  fixe.  De  plus,  si  nous 

prenons  pour  les  points  S  et  S'  servant  à  définir  SS'  ceux 

qui  sont  sur  R  et  R',  les  points  s  et  s'  seront  respectivement 

sur  deux  droites  fixes,  savoir  les  projections  r  et  r   de  R  et 

de  R'.  D'ailleurs  la  trace  h  dont  nous  cherchons  le  lieu  est 

sur  ss   et  (à  cause  des  triangles    semblables  hSs,  hS's')  la 

SY 
divise  dans  le  rapport  — — ,  rapport  qui  est  constant  puisque 

les  droites  R  et  R'  sont  parallèles  au  plan  P.    Donc  le  lieu 
du  point  h  est  une  droite  passant  par  le  point  /  où  se  ren- 
contrent les  projections  r  et  r\ 
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On  peut  dire  que  ce  lieu  est  la  droite  menée  par  le  point  /, 
de  façon  que  les  sinus  de  ses  angles  avec  r  et  r  soient 
entre  eux  comme  sS  et  s'S'.  Car  ces  sinus  sont  dans  le  rap- 
port des  perpendiculaires  hp,  hq  abaissées  du  point  h  sur  r 
et  r,  perpendiculaires  qui,  à  cause  de  l'égalité  des  angles 
s,s',  sont  entre  elles  comme  hs  et  lis'  ,ou  comme  sS  et  s'S'. 

A  la  seconde  série  de  cercles  0  correspond  un  second  lieu 
du  point  h,  savoir  une  droite  telle  que  le  rapport  des  sinus 

de  ses  angles  avec  les  droites  r  et  r'  soit  aussi  égal  à      ,  ,  , 

S  o 

mais  située  dans  l'angle  des  droites  r  et  r  où  ne  se  trouve 
pas  la  première.  Ces  deux  lieux  sont,  comme  on  le  voit,  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  à  l'angle  (r,  r). 

La  droite  MM'  se  trouve  être  définie  absolument  comme 
la  droite  ss',  el  par  suiLe  le  point  m  où  elle  perce  le  plan  P 
décrit   la  même  droite  Ih. 

Quant  à  la  relation  qui  lie  les  points  m  et  h,   c'est 
lm  .  Ih  =  cous  t. 

En  effet,  je  dis  d'abord  que  celte  relation  existe  quand  le 
plan  P  contient  la  droite  R'. 

Pour  cela  je  mène  par  le  point  I  une  parallèle  à  ss'.  Cette 
parallèle  perce  le  plan  P  en  un  point  S',  situé  sur  la  paral- 
lèle à  01  menée  par  le  point  s  et  aussi  sur  la  projection  de 
MM',  puisque  le  plan  projetant  de  MM'  et  le  plan  S/IM'  se 
confondent  tous  deux  avec  le  plan  perpendiculaire  à  01  au 
point  I.  Cette  même  projection  contiendra  encore  la  projec- 
tion I'  de  I.  Or  le  triangle  S'JM  est  rectangle,  puisque  SS'  est 
perpendiculaire  au  plan  MOM'.  11  en  résulte  que  le  carré  de 
II',  c'est-à-dire  une  constante,  est  égal  au  produit  I'SJ.rM', 
produit,  qui  est  proportionne]  au  produit  L'S'.L'M',  puisque 
les  triangles  rectangles  L'M'I,  S.M'S',  ont  un  angle  aigu  cons- 
tamment égal  au  demi-angle  des  deux  droites. 

La  relation  démontrée  dans  ce  cas  particulier  subsiste 
généralement;  car,  les  droites  MM',LL',SS' étant  parallèles 
à  un  môme  plan  fixe,  les  segments  de  Ih  sont  proportionnels 
à  ceux  de   t!'. 

3°  el  i"  Si  M,Mi  désigne  le  diamètre  du  cercle  t:  faisant 
avec  MM'  l'angle  a,  on  voit  que  le  poin.1  -M,  n'est  autre   que 
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le  point  M  qui  a  tourné  autour  de  01  de  l'angle  oc.  Son  lieu 
n'est  donc  autre  que  la  droite  R  qu'on  aurait  fait  tourner  de 
l'angle  a  autour  de  l'axe  01. 

Il  y  a,  comme  toujours,  deux  lieux;  les  premiers  lieux 
sont  les  génératrices  d'une  surface  de  révolution  d'axe  01; 
les  seconds  les  génératrices  d'une  surface  de  révolution 
d'axe  01'. 


QUESTION  45 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Cbarleville. 


On  considère  un  cercle  C  et  deux  rayons  rectangulaires  OA, 
OB  ;  les  tangentes  aux  points  A  et  B,  supposées  fixes,  forment 
avec  une  troisième  tangente  mobile  un  triangle  rectangle.  On 
imagine  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  et  l'on  propose  de  démon- 
trer que  ce  cercle  est  constamment  tangent  à  un  cercle  fixe  que 
l'on  déterminera.  (G.  L.) 


Soit  D  le  point  de  concours  des  tangentes  en  A  et  B. 
HIT  la  tangente  mobile,  L  le  centre  du  cercle  \  circonscrit 
au  triangle  IDH,  K  le  symétrique  de  D  par  rapport  à  0  et 
enfin  M  le  point  d'intersection  de  KL  et  de  A. 
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Si  du  point  L  nous  abaissons  la  perpendiculaire  LP  sur 
la  tangente  KP  au  cercle  G,  nous  aurons 

KL2  =  KP?  +  LP2  =  (2R  +  — V  jf-  (2R ^  V   et,    en 

développant, 

DH2  DP 

KL2  =  4R2  -f  2R  .  DH  -f-  — [-  4R2  —  2R  .   DI  +  — 

4  4 

puis  en  remarquant  que  DH2  -f-  DI2  =  IH2  —  4LI2 
KL2  =  4R2  H-  LM2  +  2R(2R  +  DH  —  Dl) 

=  4R2  -f  LM2  4-  2R[R  -f  DH  —  (DI  —  R)]. 
Mais  R  +  DH  =  BH  =  HT  =  HI  -4-  IA 

DI  —  R  =  IA 
d'oîi,  par  soustraction, 

r  4_  DH  —  (DI  —  R)  =  HI  =  2LM. 
L'égalité  précédente  deviendra  donc 

KL8  =  (KM  -f  ML)2  =  (2R  -f  LM)2. 
ce  qui  exige  que  KM  =  2R. 

Le  cercle  A  reste  doue  constamment  tangent  à  un  cercle 
de  centre  K  et  de  rayon  2R. 

Remarque.  —  On  pourrait  chercher  le  lieu  décrit  par  le 
point  L.  Ce  lieu  est  facile  à  déterminer,  car  si  nous  tirons 
LD,  nous  aurons 

LK  —  LD  =  LM  +  KM  —  LD  =  2R. 
Cette  égalité  montre  que  le  lieu  est  une  hyperbole  ayant 
ses  foyers  en  D  et  K.  tangente  au  cercle  C  aux  points  d'in- 
tersection de  KD  avec    ce    cercle,  et  dont    les    asymptotes 
sont  OA  et  OB. 

Nota.  — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  .Marseille; 
Deville,  à  Lorient. 


QUESTION  64 

Solution  par  M.  Ai  mu.  élève  au  Lycée  de Charleville. 


On  donne  un  demi  cercle,  construit  sur  la  droite  PQ  comme 
diamètre;  voient  A  et  B  deux  points  pris  sur  la  circonférence 
et  tels  qui'  PÂ  -4-  QB  =  2R  ;  les  droites  PB  et  QA  se  coupent  en 
un  point  C. 
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4°  Démontrer  que  le  triangle  GPQ  jouit  de  cette  propriété 
que  l'inverse  de  la  hauteur  relative  à  PQ  est  égal  à  la  somme 
des  inverses  des  côtés  qui  la  comprennent. 

2°  Etablir  que  cette  propriété  s'applique  aussi  au  triangle 
GAB,  en  considérant  la  hauteur  issue  du  point  C. 

3°  Etudier  la  variation  de  AB  quand  le  point  A  est  supposé 
mobile  sur  la  circonférence,  et  montrer  que  cette  longueur  passe 
par  un  maximum  relatif  quand  la  figure  PABQ  est  un  demi- 
hexagone  régulier. 

4°  Ayant  projeté  les  points  P,  Q  sur  AB,  on  obtient  deux 
points  A',  B'.  Onpropose  d'établir  la  relation  qui  existe  entre  AB 
et  A'B\  (G.  L.) 


1°  Soit  CD  la  hauleur  du  triangle  PGQ  relative  au  côté  PQ. 
En  égalant  deux  expressions  de  la  surface  de  ce  triangle. 
nous  aurons  PQ.CD  =  PA.CQ  ; 

1  PQ 

(Ji) 


d'où 


(1) 


PA.CQ 

Or  les  triangles  PGA  et  BGQ,  qui  sont  semblables,  donnent 

la  proportion 


GP 


PA 


puis 


GQ             BQ 

on  déduit 

GP  +  GQ            PA  +  BQ 

2R 

GP                       PA 

'    PA   ' 

GP  +  GQ               2R 

PQ 

GP.GQ 


PA.GQ 


PA.CQ 


(2) 
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Les  égalités  (1)  et  (2)  montrent  que 

i       _     GP  +  GQ  i  i 


GP  GP.GQ  GP      '      GQ 

2°  Du  point  G  abaissons  la  perpendiculaire   GK  sur  AB;  de 
la  similitude  des  triangles  PGQ  et  AGB  on  déduit 


puis 


CK 

GA 

GD 

CP  ' 

GP 

GP   / 
GA  \ 

i 

CA.CD 

GP 

i 

+ 

GP 

> 

+ 


CK  GA.GD  GA   \  GP      '      GQ 


ou,  en  remarquant  que 
GP  G  A 


+ 


GQ  GB  '         CK  GA      '      CB 

3°  Le  quadrilatère  inscriptible  PABQ  donne 
PQ.AB  =  BP.AQ  —  AP.PQ 
ou,  en  posant  PA  =  x  et  PQ  .  AB  =  m 

AB.  2R  =  m  =  \/x  (4R  —  xfaR*  —  x2)  —  x  (2R  —  x). 
Après  avoir  fait  disparaître  le  radical  et  ordonné,  il  vient 

2X2  (4R2  —  m)  —  4RX  (4R2  —  m)  -f-  m2  =  o. 
La  condition  de  réalité  de  x  est 

2m2  +  4R2m  —  16R1  <  o 
ou,  m'  et  m"  désignant  les  racines  de  ce  trinôme. 
m"  <!  »»  <  m'- 
Or  m"  =  —  4R2  ;     m  =  2R2  et  m  ne  peut  être  négatif;  la 
condition  devient  donc      m<2R2. 

Le  maximum  de  m  sera  donc  2R2  et  alors  AB  =  R,  x  =  R 
et  PABQ  est  bien  un  demi-hexagone  régulier. 

Ceci  nous  fait  voir  que,  PA  croissant  de  o  à  R,  AB  croit 
de  o  à  R  et  que,  PA  continuant  à  croître  jusqu'à  2R, 
AB  diminue  jusqu'à  o. 

4°  Les  triangles  PAA'  et  PQB,  QBB'  et  PQA  étant  sem- 
blables, nous  aurons 

AAM'O  =  l'A.  lin 

j:b.pq  =  pa.bq 
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PA.BQ 


AA'  =  BB'  = 


2R 


AB'  —  AB  =  AA'  -f-  BB'  = 


PA.BQ 
R 


AB  et  PA.BQ  étant  maximums  tous  deux  pour  PA  =  BQ 
=  AB  =  R,  A'B   sera  maximum  en  même  temps  qu'eux. 
Alors  A'B'=  2R;  ce  qui  pouvait  facilement  se  voir  a  priori. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue   par  M.  A.  de  Kerdrel,  à   Keru- 
zoret. 


QUESTION  66 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Charleville. 


On  considère  deux  cercles  A  et  A'  se  coupant  orthogonalement. 
On  prend  sur  A  un  point  quelconque  A,  et  on  mène  par  ce  point 

à  A  une  tangente  qui 
rencontre  A'  aux 
points   B   et   C;  par 
ces  points  et  par   le 
point  A',  diamétrale- 
ment opposé  à  A,  on 
fait  passer  une  cir- 
conférence qui  rencon- 
tre A  A'  en  un  point  I. 
Trouver  le  lieu  décrit 
pur  ce  point,   lieu  qui 
est  une  circonférence. 
(G,  L.) 
Soit  K  le  milieu  de 
BG  ;  nous  avons 
AA'.AI  =  AB.AG  =  AK2  —  CK2. 
Or  le  trapèze  rectangle  OO'KA  donne  la  relation 
OO'2  =  AK2  +  OA2  -f  O'K2  —  2OA.OK  ; 
d'où  A  A .  O'K  =  AK2  -f  OA2  -f-  O'K2  —  OO'2. 

Mais  par  hypothèse 

OO'2  =  OA2  -f  O'C2. 
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de  plus  O'K2  =  O'C2  —  CK2  ; 

donc  00'2  —  O'K2  =  OA2  +  CK2. 

Comparant  cette  égalité  à  la  précédente,  il  vient 
AA'.O'K  =  AK2  —  CK2  =  AA'.AL 

Donc  O'K  =  AI  et  la  figure  IAKO'  est  un  rectangle.  Le 
lieu  du  point  I  est  donc  la  circonférence  décrite  sur  00' 
comme  diamètre. 


QUESTION  77 

Solution  par  M.  Yoignier,  au  Collège  de  Commercy. 


Construire  un  triangle  connaissant  les  deux  côtés  ABe/AC, 
et  la  longueur  de  la  partie  de  la  bissectrice  de  l'angle  BAC  com- 
prise entre  les  deux  hauteurs  partant  de  B  et  de  C. 
AC=& 


BA  =  c 

MN  =  m. 

Les 
blables 

triangles 
MAE  •  et 

sem- 
ADN 

donnen 

t: 

AM 

AN 

AE 

"  Â77  ~ 

c 

''T 

AM 

b 

A  M  — 

AN  "  c 

—  6  ' 

AM 

r            bm 

c  — 

b' 

\1\ 

r            cm 

c  —  b 
D'ailleurs  on  a         b  sin  A  = 

2 b  COS  = 


bm  A 

sin  — 


c  —  b 
bm 


r  —  b 

A  m 

cos  —  = 


2(C  —  h]' 
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Connaissant  cos  —    et    par    conséquent    l'angle    A  .    le 

triangle  est  déterminé. 
Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  F.  Taratte  à  Évreux. 


QUESTION  99 

Solution  par  M.  P.  Giat,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


En    appelant  A,  B,  C  les   angles  d'un  triangle  et  a  un  angle 

déterminé  par  la  relation 

cotg  a  =  cotg  A  -f-  cotg  B  -f-  cotg  G,  (1) 

démontrer  que  l'on  a 

sin'*  A  -f-  sin1  B  -f-  sin*  G 
cota  27  —  ■. 

~  2  sin  A  sin  B  sin  G  (sin%  A  -f-  sin2  B  -|-  sin*  C)  ' 

(Brocard.) 

1  1  —  te:2  a 

On  a  cote-  20,  = = - .  (2) 

tg  27.  2tg  a 

Or  la  relation  (1)  nous  donne  : 

cos  A  sin  B  sin  G -f- cos  B  sin  G  sin  A -|- cos  C  sin  A  sin  B 
COtg  a  = : - : — : — ; 

0  sm  A  sin  B  sin  G 

et  comme  A  -f-  B  -f-  G  —  1800,  la  relation  précédente  devient 
sin2  A  -f-  sin  B  sin  C  cos  A 

COlg  a  = : ; : =r — : 7= ' . 

sm  A  sin  B  sm  G 

Remplaçant  cotg  a  par  sa  valeur  dans  l'égalité  (-2),  il  vient 

(sin2  A  -\-  sin  B  sin  G  cos  A)2  —  sin2  A  sin2  B  sin2  C 

coter  i~x  ~~ 

2sin  A  sin  B  sin  G  (sin2  A  -j-  sin  B  sin  G  cos  A) 

Il  s'agit  de  démontrer  d'abord  que  le  numérateur  est  égal 
à  — (sin4  A  -j-  sm''  B  -j-  sin4  C),  c'est-à-dire  : 

2 

sinv  A  -\-  2sin2  B  sin2  C  cos2  A  -j-  4sin2  A  sin  B  sin  G  cos  A 
—  2sin2  A  sin2  B  sin2  G  =  sin4  B  -j-  sin'1  G. 
On  peut  écrire  ainsi  : 
sin2  A  [i  —  (cos  A  —  2sin  B  sin  C)"]  =  (sin2  B  —  sin2  C)2 

=  sin2(B-f-C)sin2(B— C) 
ou,  comme  sin  A  =  sin  (B  -|-  C) 
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i  —  (cos  A  —  2sin  B  sin  C)2  =  sin2  (B  —  C) 

,  _  cos2  (B  —  G)  =  sin2  (B  —  G), 

on  arrive  à  une  identité.  L'égalité  (3)  peut  donc  s'écrire  : 

sin*  A  4-  sin4  B  4-  sin1  C 

4sin  À  sin  B  sin  G  (sin2  A  4-  sin  B  sin  G  cos  A)' 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que 

2sin2  A  +  2Sin  B  sin  G  cos  A  =  sin2  A  4-  sin2  B  4-  sin2  G. 

En  effet,  on  peut  écrire  : 

sin2  (B  4-  G)  —  2sin  B  sin  G  cos  (B  4-  C)  =  sin2  B  4-  sin2  C, 

et  si  l'on  développe  le  premier  membre,  il  se  réduit  à 

sin2  B  4-  sin2  C. 

_,  sin4  A  -+-  sin4  B  4-  sin4  G 

Donc  rot0,  °y.  — ■ ■ 

2sinAsinBsinG  (sin2  A  4-  sin2B  4-  sin2C)' 

C.    Q,    F.   D. 


VARIETES 


LA    CHAISE    DE    LA    MARIÉE 

Parmi  la  multitude  des  démonstrations  que  l'on  a  données 
du  carré  de  l'hypoténuse,  nous  croyons  devoir  reproduire  la 
suivante,  qui  appartient  au  genre  casse4ête. 

Nous  construisons  deux  carrés  égaux,   dont  chacun  des 


côtés  csl  égal  à  La  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droil 
d'un  triangle  rectangle  quelconque,  et  nous  formons  les 
figures  I  et  ï2.  Si  de  chacun  de  ces  carrés  égaux  nous  retran- 
chons quatre  triangles  égaux  au  triangle  rectangle  donné,  il 
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reste  d'une  part  le  carré  construit  sur  l'hypoténuse,  et  d'autre 
parties  deux  carrés  construits  sur  les  autres  côtés. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  du  théorème 
de  Pythagore  sur  le  carré  de  l'hypoténuse  ne  diffère  pas 
essentiellement  de  la  démonstration  hindoue,  connue  sous 
le  nom  de  la  chaise  de  la  petite  mariée,  que  l'on  rencontre 
dans  l'ouvrage  de  Bhascara  (Bija  Ganita  §  146).  Après  avoir 
tracé  la  figure  qui  n'est  qu'une  combinaison  des  deux  pré- 
cédentes, l'auteur  hindou  se  contente  de  dire  :  Voyez.  Le 
numéro  de  janvier  1882  du  The  Mathematical  Magazine  contient 
une  variante  de  cette  démonstration  attribuée  à  Garfield, 
l'infortuné  président  des  États-Unis  assassiné  l'année  pré- 
cédente. 


LE  FOSSÉ  DU  CHAMP  CARRÉ 

Un  champ  carré  est  entouré  d'un  fossé  dont  la  largeur 
est  partout  la  mémo.  On  demande  d'éta- 
blir un  pont  avec  deux  madriers  dont  la 
longueur  est  précisément  égale  à  la  lar- 
geur du  fossé.  La  figure  (o)  représente 
un  coin  du  champ  avec  la  disposition 
des  deux  madriers.  Quant  à  la  démon- 
stration mathématique,  elle  résulte  de 
l'inégalité  suivante  : 

2  v/2~<  3. 

et  devient  évidente  si  l'on  suppose  la  largeur  du  fossé  égale 

à  trois  unités. 

Cette     devinette    peut  trouver   son   utilité    en  temps    de 

guerre;    nous   avons   déjà  donné    un   autre  exemple,    dans 

notre  premier  volume,  pour  la  traversée  d'un  régiment. 


DEVINER    UN    DOMINO    PENSÉ 

Faites  penser  à  une  personne   de    la    société  un  domino, 
ou  mieux  encore  deux  nombres  égaux,  ou  inégaux,  dans  la 
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suite  des  dix  nombres 

o,  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 

Vous  pourrez,  par  une  seule  question,  deviner  le  domino 
ou  les  deux  nombres  pensés.  Celte  devinette  peut  se  pratiquer 
de  bien  des  façons  ;  voici  la  plus  simple  : 

Vous  faites  doubler  le  premier  point  et  ajouter  le  nombre 
qu'il  vous  plaira;  puis  vous  faites  quintupler  le  résultat,  et 
ajouter  le  second  point.  Alors  demandez  le  total. 

Pour  obtenir  les  deux  numéros  pensés,  vous  diminuez  le 
total  de  cinq  fois  le  nombre  ajouté  ;  la  différence  obtenue 
esl  un  nombre  de  deux  chiffres  dont  le  premier  correspond 
au  premier  nombre  pensé,  et  le  second  à  l'autre  point. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  x  le  premier  point,  par  y  le 
second,  par  a  le  nombre  ajouté;  les  opérations  successives 
sont  représentées  algébriquement  par 

2X 

2X-\-  a 
\ox  -j-  5a 
io.c  -f-  5a  -f-  y 
et  si  l'on  retranche  5a  du  résultat,  il  reste  ioa?-f-  y. 

On  peut  deviner  de  la  même  manière  trois  chiffres  pensés, 
en  faisant    effectuer  successivement    les  opérations  précé- 
dentes, puis  les  suivantes  : 
Doubler  le  total  et  ajouter  un  nombre  b, 
20X  -|-  10a  -|-  b  -f-  2y; 
quintupler  le  résultat   obtenu  et  ajouter  le  troisième  chiffre 
pensé,  ioox-\- 5oa -\-5b  -{-îoy -\- z', 

demandez  alors  le  résultat.  Si  vous  en  retranchez 

5o  a  -f-  5b, 
il  reste  ioo.f  -j-   loy  -f-  s, 

c'esl-à-dire  le  nombre  du  système  décimal  dont  les  centaines 
représentent  le  premier  chiffre  pensé,  les  dizaines  le  second 
et  les  unités  le  troisième. 

Il  peut  sembler  curieux  que,  par  une  seule  question,  ou 
puisse  deviner  trois  nombres  pensés,  puisque  l'on  n'a  qu'une 
seule  équation  pour  trois  inconnues.  C'esl  un  exemple  'les 
plus  simples  'l<'  l'analyse  indéterminée  :  car  L'équation  ob- 
tenue n'a  qu'une  seule  solution  dans  ce  cas.  Plus  générale- 
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ment  on  pourra  opérer  dans  un  système  de  numération  à 
base  quelconque,  ou  même  dans  un  système  à  hases  mul- 
tiples, car,  dans  ces  divers  systèmes,  un  nombre  quelconque 
ne  peut  être  représenté  que  d'une  seule  manière  par  des 
chiffres,  puis  avec  le  même  signe. 

(Extrait  des  Récréations  mathématiques  de  M.  E.Lucas,  2e  y. 
Gauthier  Villars,  éditeur). 


QUESTIONS  PROPOSEES 


104.  —  On  donne  un  cercle  compris  entre  deux  droites 
parallèles;  on  demande  de  mener  à  ce  cercle  une  tangenle 
telle  que  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les 
deux  parallèles  ait  une  longueur  donnée. 

105.  —  On  donne  deux  parallèles  MX.  BOT,  et  un  point  P 
entre  ces  deux  parallèles  ;  mener  par  le  point  P  une  droite 
rencontrant  MN  en  x,  M1ST  en  y,  de  telle  façon  que  ~Px 
—  Vy  ait  une  longueur  donnée  c. 

106.  —  Deux  cercles  se  coupent  en  A  et  B.  On  demande 
de  mener  par  le  point  A  une  droite  rencontrant  l'un  des 
cercles  en  x,  l'autre  en  y,  de  façon  que,  si  l'on  tire  Bx  et 
B?/,  on  ait  Bx2  -\-  Bif  =  d2. 

107.  —  On  a  deux  droites  rectangulaires  AB  et  CD;  sur 
ACB,  on  prend,  de  part  et  d'autre  de  G  les  longueurs  CA 
=  a,  GB  =  b;  on  demande  de  mener  par  le  point  C.dans  l'angle 
BCD,  une  droite  Cx  de  longueur  c,  telle  que,  si  l'on  abaisse 
la  perpendiculaire  xy  sur  CD,  on  ait 

Ax2  —  Bx2  =  xy2. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES     CHEMINS    DE    FtR.    —    IMI'KIMERJE    CHAIX. 
KLT  DERGÉRE,  20,     PARIS      —   18546-3 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Éiuile  Lvuioinc,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


I 

Soit  AGB  un  triangle,  K  un  point  fixe  sur  AB. 
Je  divise  KB  en  S  et  CA  en 
V  de  façon  que  l'on  ait  : 
CV         BS 
"VA  =  "SK  =  m  « 
Trouver  le  lieu  du  point  O 
d'intersection  des   droites  CS, 
BV  quand  m  varie. 

Soit    I  la  position    de    V 

lorsque mprend  la  valeur— — 

AK 

c'est-à-dire  lorsque  S  est  en   c 

A. 

On  a  par  définiti  on 


BA 


CI 


Tk  =  lT-   <"2> 

Multiplions  membre  à  mem- 

bre (1)  et  (2)  on  a 

BA        CV 
AK    *   VA  ~ 

CI 

~  IV 

BS 

*   SK 

BA       CV 

ou                           . = 

BS        VA 

CI 
"  IA 

AK 

*   SK 

ou  en  multipliant  les  deux  membres  par  — — 

OC 

OS       BA       CV     _  OS       CI        AK 
OC    '  "BS    '   \  A  .  =  =  ÔC   "TA    '    SK' 

Le  premier  membre  est  l'unité,  car  il  exprime  que  dans  le 

triangle  CAS  les  trois  pointa  Y,  O,  I!  sont  en  ligne  droite  ;  le 

d  membre, qui  es!  aussi  pa  rconséquenl  égala  L'unité, 
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exprime  donc  que  dans  le  triangle  CAS  les  trois  points  0, 
K,  I  sont  en  ligne  droite. 

Le  lieu  de  0  est  par  suite  Kl. 

Nous  laissons  au  lecteur  à  démontrer  que,  quel  que  soit  K, 
la  droite  Kl  passe  toujours  par  le  point  A'  symétrique  de  A 
par  rapport  au  milieu  de  BC. 

II 

Si  trois  points  A,  B',  C  pris  respectivement  sur  les  côtés 
BG,  CA,  AB  d'un  triangle,  sont  tels  que  l'on  ait 

a2  _j_  b2  +  c2  =  2a  .  CA'  +  2b  .  AB'  +  2c  .  BC, 
les  trois  perpendiculaires    menées  en  A'  à  CB,  en  B'  à  AG,  en 
G'  à  AB  se  coupent  en  un  même  point. 

Supposons  que  d'un  point  0  du  plan  d'un  triangle  ABC  nous 
abaissions  des  perpendiculaires  sur 
les  trois  côtés  ;  appelons  A',  B','  G 
les    pieds  de   ces  perpendiculaires 
et  joignons  OC,  OB,  OA. 
Posons  pour  abréger  l'écriture 
CA'  =  x,     AB'  =  y,      BC  =  z 
OA' =  œ',    OB'  =  y',     OC' =  *' 
les  deux  triangles  rectangles 
AOB,  C'OB  donnent 

x'2-\-  (a— -œ)a  =  jz2-fs'2 
C'OA,  B'OA  donnent  s'2  -j-  (c  —  s)2  =  y*  -f  y'2 
B'OC,  AOC       —  y'  +(b  —  y)2  =  x~  -f  x'2 

Ajoutons  ces  tiois  égalités  nous  avons 

a2  -f"  b2  -f-  c2  =  2ax  +  2%  -j-  2c 
ou      a2  -f  b2  +  c2  =  2a  .  CA  +  26  .  AB'  -f-  ic  .  BC  ■ 
et  comme   la    relation  est  du  premier  degré,  la  réciproque 
est  vraie  et  le  théorème  est  démontré. 
Cette  relation  entraîne  évidemment 
2a  .  CA  -f  2  b  .  AB'  -f  ic  .  BC  =  2a  .  AB  -f-  ib  .  B'C 
+  2c  .  C'A. 

III 

Soit  0  le  point  du  plan  du  triangle  ABC  tel  que  les  pa- 
rallèles menées  par  ce  point  aux  trois  côtés  et  limitées  entre 
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ces  côtés  soient  égales  entre  elles,  soit  1  cette  longueur  com- 
mune : 

Construire  un  triangle  connaissant  la  base  BC,  l'angle  opposé 
et  la  longueur  1. 

Ou  démontre  facilement  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Sur  les  côtés  d'un  angle  CAB  fixe  je  prends  deux 
points  CetB  tels  que 

—  +  —  =  — 
AG  ^  AB         K 

K  étant  une  ligne  donnée;  la  droite  GB  passe  par  un  point  fixe  L 

que  Von  obtient  en  projetant  sur  la  bissectrice  de  l'angle  GAB 

l'extrémité  de  la  longueur  AH  =  2K,  le  point  H  étant  pris  sur 

l'un  des  côtés  de  l'angle  donné. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

labc 

bc  -{-  ac  -\-  ba 

et  d'en  tirer  -= — I =  - . 

b  c  al 

D'après  le  lemme  précédent  on  peut  donc  trouver  le  point  L; 
c'est-à-dire  que  la  bissectrice  AL  est  déterminée  et  l'on  est 
ramené  au  célèbre  problème  de  Pappus  (généralisé  pour  un 
angle  quelconque)  : 

Par  un  point  L  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle  donné,  mener 
une  droite  de  longueur  donnée  et  terminée  aux  côtés  de  l'angle. 

La  discussion  du  problème  est  intéressante. 

Ge  qui  précède  montre  comment  on  résoudrait  facilement 
le  problème  suivant  : 

Construire  un  triangle  connaissant  lu  base,  la  somme  ou  la 
différence  des  deux  autres  côtés  et  la  longueur  1. 

IV 

Étant  donné  un  triangle  ABC  on  prend 

sur  AG  (dans  le  seiis  GA)  AK  =  m 

—  —    (dans  le  sens  AG)  AH  =  n 

—  GB  (dans  le  sens  GB)  BS  =  m 

—  —   (dans  le  sens  BG)  BR  =  n 

On  joint  KR,  HS.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  M. 
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Le  lieu  de  M  est,  quels  que  soient  m  et  n,  une  droite  parallèle 
à  la  bissectrice  de  l'angle  BCA  et  qui  coupe  AB  au  point  symé- 
trique par  rapport  au  milieu 
de  AB  du  pied  de  cette  bissec- 
trice. 

Lemme.  —  Soit  C,  le 
point  symétrique  par  rapport 
au  milieu  de  AB  du  pied  G' 
sur  AB  de  la  bissectrice  de 
V angle  G  du  triangle  ABC; 
par  Ci  je  mène  une  parallèle  à  cette  bissectrice  ;  soit  M  un  des 
points  de  cette  parallèle;  par  M.  je  mène  une  parallèle  à  AG  qui 
coupe  GB  en  A,  et  une  parallèle  à  GB  qui  coupe  AG  en  B,;  la 
différence  MB,  —  MA,  est  égale  à  la  différence  des  côtés  GB 
—  CA. 

Réciproquement,  si  MB,  —  MA,  =  GB  —  GA,  le  point  M  ap- 
partient à  la  droite  considérée. 

Je  n'insiste  pas  sur  ce  lemme  facile  à  démontrer. 
Revenons  au  problème  proposé  : 
Par  M  je  mène  une  parallèle  à  GA  qui  coupe  CB  en  A, 
_  _  CB  —        GA  en  Bt 

MA,        SA, 


on  a 


ou 


ou 


d'où 


d'où 


MA, 


HG 
MA, 
b  —  n 
MA, 
A,R 
MA, 
A,R 

MA, 
b  —  n 

(b-\-m)(b 


SG 
m  -f-  n  -f-  A,R 

a  -+-  m 
KG 
GR 

b  -f-  m 
a  —  n 

m  -f  n  -f  MA, 


6  -f-  m  ' 


a  -j-  m 
n) 


m 


n  -f-  o  -j-  à 


on  aurait  de  même 
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MB,  =  («  +  "»>("-") 
m  —  n  -f-  a  -f-  6 
d'où  MBt  —  MAj  =  a  —  6. 

Le  point  M  appartient  donc,  d'après  le  lcrame,  à  la  droite 
désignée  par  l'énoncé. 

Remarque  I.  —  On  trouverait  facilement 

a  -\-  o  -{-  m  —  n 

Remarque  II.  —  Ce  lieu  est  remarquable  parce  qu'il  semble 
au  premier  abord  qu'il  faudrait  encore  pour  le  déterminer 
une  relation  entre  m  et  n. 

Si  l'on  joint  par  exemple  KS  et  HR  et  que  l'on  appelle  N 
leur  intersection,  il  n'y  a  pas  de  lieu  de  N  à  moins  que 
l'on  ne  donne  une  relation  entre  m  et  n. 

Soit  m  =  n,  on  verrait  que  le  lieu  de  N  est  la  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  BCAetqui  coupe 
CB  au  point  D  tel  que  CD  =  a  -f-  6. 

Soit  m2  -f"  n%  =  K8,  le  lieu  est  une  parabole. 

Remarque  III.  —  En  opérant  par  rapport  à  chaque  som- 
met de  ABC  comme  nous  venons  d'opérer  par  rapport  au 
pointC,  nous  trouverons  des  points  analogues  au  point  M,  qui 
seront  par  conséquent  répartis  sur  trois  droites.  En  nous 
reportant  à  l'étude  que  nous  avons  publiée  au  commence- 
ment de  1883  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales  sur 
de  nouveaux  points  remarquables,  etc.,  on  verra  facilement 
que  ces  trois  droites  se  coupent  au  point  que  nous  avons 
appelé  cox   et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  : 

Si  l'on  prend  sur  chaque  côté  d'un  triangle  le  point  symé- 
trique par  rapport  au  milieu  de  ce  côté,  du,  pied  de  la  bis- 
sectrice tombant  sur  ce  côté,  et  que  par  ce  point  on  mène  une 
parallèle  à  cette  bissectrice,  on  a  trois  droites  gui  concourent  en 
vn  point,  par  lequel  passent  également  les  trois  droites  qui  joi- 
gnent un  sommet  ou  point  de  contact,  sur  le  côté  opposé  à  ce 
sommet,  du  cercle  ex-inscrit  qui  touche  ce  côté  entre  les  deux 
autres  sommets. 

La  remarque  III  peut  se  généraliser  et  l'on  démontre  en- 
core facilement  le  théorème  Buivant: 
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Soient  dans  un  triangle  ABC  les  trois  droites  Aa,  Bp,  Cyse  cou- 
pant en  un  même  point  ;  soient  alf  815  y4  /es1  symétriques  de  oc,  S,  y 
par  rapport  aux  milieux  de  BC,  a'eAC,  rtVAB.  Les  droites  menées 
par  at,  (3lf  Yi,  parallèlement  à  Aa.  BS,  Cy  5e  coupent  en  un  même 
point. 

(A  suivre.) 


CONSIDERATIONS 

SUR  LA  PROJECTION  OBLIQUE  DU  CERCLE 

Par  H.  A.  Jullien,  professeur  de  sciences  à  Sainte-Barbe. 


Dans  un  très  grand  nombre  de  questions  telles  que  les 

sections  planes  des  cylindres  et  des  cônes,  les  ombres  por- 
tées, les  voûtes  en 
stéréotomie,  etc.,  on 
a  immédiatement 
deux  diamètres  con- 
jugués d'une  el- 
lipse. 

Nous  nous  pro- 
posons de  montrer 
que,  par  des  consi- 
dérations purement 
géométriques ,  en 
considérant  l'ellipse 
comme  étant  la  pro- 
jection oblique  de 
l'ombre  portée  d'un 
cercle,  on  est  con- 
duit à  la  construc- 
tion connue  pour  la 

détermination  des  axes  en  direction,  et  à  une  construction 

nouvelle  pour  celle  des  sommets. 
Soit  0'  (fîg.   4)   un  cercle  placé  sur  le  plan  vertical  de 

projection,  et  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Rappelons  les  cou- 
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st ructions  par  lesquelles  on  obtient  l'ombre  portée  d'un  tel 
cercle  sur  le  plan  horizontal,  quand  on  l'éclairé  au  moyen 
de  rayons  parallèles  à  une  direction  donnée  OOt,  O'OV  On 
sait  que  cette  ombre  portée,  ou  projection  oblique,  est  une 
ellipse  qui  a  pour  centre  0A,  qui  est  tangente  à  la  ligne  de 
terre  en  0,  et  qui  a  pour  diamètres  conjugésla  droite  OjOet 
une  parallèle  OtE  à  la  ligne  de  terre,  égale  au  rayon  du 
cercle. 

Pour  avoir  l'ombre  portée  d'un  point  quelconque  m  de  la 
circonférence,  on  peut  déterminer  la  trace  horizontale  Wj  du 
rayon  lumineux  mmXi  m'm't,  mené  par  m  ;  mais  observons  que, 
OtP  étant  la  projection  oblique  de  la  droite  O'P  qui  passe 
par  m,  le  point  mt  doit  se  trouver  surOtP;  observons,  en 
outre,  que  les  triangles  Ox  00',)%  mm  sont  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  et 
que,  par  suite,  les 
droites  m^ri  et  OjO' 
sont  parallèles.  Si 
donc  on  prolonge 
O'm'  jusqu'en  P,  et 
si  on  joint  OtP,  une 
parallèle  à  0^'  me- 
née par  le  point  m'  i 
donnera  ?%  sur  POj. 

Chaque  système 
de  deux  diamètres 
perpendiculaires  du 
cercle  fournit,  en 
projection  oblique, 
un  système  de  deux 
diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse.  On 
aura  les  axes  de  la 
courbe,  on  déter- 
minant le  système  de  deux  diamètres  du  cercle  qui  se  pro- 
jette suivant  deus  droites  perpendiculaires. 

Décrivons  un  cercle  (fig.  2)  qui  passe  parles  deux  points 
0lt  0'  et  qui  ait  son  centre  C  sur  la  ligne  de  terre;  P  et  Q 
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étant  les  points  où  ce  cercle  et  la  ligne  de  terre  se  rencontrent, 
joignons  les  points  Ot  et  0'  aux  points  P  et  Q.  Les  angles 
PO'Q  et  POjQ  sont  droits  comme  inscrits  dans  une  demi-cir- 
conférence ;  par  conséquent  les  axes  de  l'ellipse  sont  les 
droites  AA',  BB',  suivant  lesquelles  se  projettent  les  dia- 
mètres GN,  FM  du  cercle. 

Actuellement,  supposons  qu'on  nous  donne  deux  diamètres 
conjugués  OtO  et  O^E  d'une  ellipse  et  proposons-nous  de  déter- 
miner ses  axes  en  direction  et  en  grandeur. 

Accès  en  direction.  —  Par  le  point  0,  on  mène  une  parallèle 
LT  à  0J5;  on  élève  à  LT  une  perpendiculaire  00'  égale  à 
OjE,  puis  on  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  sur  LT  et 
passant  par  Ot  et  0'.  Les  droites  OtP  et  OiQ,  qui  vont  du 
point  Ot  aux  deux  points  P  et  Q±  où  le  cercle  coupe  la  ligne 
LT,  donnent  les  directions  des  axes.  Nous  retrouvons  ainsi 
la  construction  Lien  connue  à  laquelle  conduit  le  théorème 
de  Chasles  sur  les  segments  de  la  tangente  parallèle  à  l'un 
des  diamètres  conjugués. 

Axes  en  grandeur.  —  On  décrit  le  cercle  0"  dont  on  a  le  centre 
et  le  rayon,  on  joint  le  point  Or  aux  points  P  et  Q,  puis  on 
mène  des  parallèles  à  la  droite  Ot  0'  par  les  points  où  les 
droites  O'P  et  O'A  rencontrent  la  circonférence  0'.  Ces 
parallèles  coupent  les  axes  en  des  points  qui  sont  les  som- 
mets. 

La  construction  que  nous  venons  d'exposer  et  que  nous 
fournit  la  considération  de  l'ellipse  comme  projection  oblique 
du  cercle,  diffère  essentiellement  de  celle  qui  est  basée  sur 
les  théorèmes  d'Apollonius.  Elle  présente,  en  outre,  quelques 
avantages  graphiques.  On  obtient,  en  effet,  les  quatre  som- 
mets à  la  fois  par  des  parallèles  faciles  à  mener,  tandis 
qu'autrement  on  a  bien  les  axes  en  grandeur,  mais  il  faut 
encore  les  diviser  en  deux  parties  égales,  ce  qui  exige  huit 
arcs  de  cercle,  puis  porter  les  demi-axes  sur  les  directions 
précédemment  déterminées. 

La  construction  suivante  repose  sur  les  mêmes  considé- 
rations géométriques  que  celles  qui  précèdent,  mais  est 
plus  avantageuse  au  point  de  vue  graphique. 

Soient  OAi  et  OBi  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse 


.IV 
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(fig.  3).  Décrivons  un  cercle  ayant  0  pour  centre  et  OA4  pour 
rayon.  Ce  cercle  peut  être  considéré  comme  étant  situé  sur 
l'un  des  plans  de  projection  ;  l'ellipse  devient  alors  sa  pro- 
jection oblique,  son  ombre  portée,  sa  perspective  cava- 
lière, et  notamment  OBi  est  la  projection  oblique  du  rayon 
OD  perpendiculaire  au  diamètre  OAx  que  nous  prenons  pour 
ligne  de  terre. 

Décrivons  un  cercle  qui  ait  son  centre  G  sur  la  ligne  de 
terre  et  qui  passe 
par  D  et  B,.  Soient 
P  et  Q  les  points  où 
ce  cercle  coupe  la 
ligne  de  terre.  Ob- 
servons que  l'angle 
droit  PDQ  se  pro- 
jetterait oblique- 
ment suivant  un 
angle  droit  PBX  Q  et 
que    les    diamètres  (F*g-  3.) 

du  cercle  0  parallèles  à  PDetEQ  auraient  pour  projections 
des  diamètres  de  l'ellipse  parallèles  à  VBt  et  Bt  Q  et,  par 
suite,  perpendiculaires  entre  eux. 

Axes  de  l'ellipse  en  direction.  —  On  mène  par  le  point  0 
des  parallèles  aux  droites  PBl5  BXQ  qu'il  est  d'ailleurs  inu- 
tile de  tracer  sur  l'épure. 

Sommets  de  l'ellipse.  —  On  détermine  les  points  i,  2,  3,  4 
ou  la  circonférence  0  est  rencontrée  par  des  parallèles  aux 
droites  PD,  DQ  menées  par  son  centre.  Des  parallèles  à  DB, 
passant  par  ces  points  rencontrent  les  axes  de  l'ellipse  aux' 
sommets. 

La  considération  du  cercle  dont  une  ellipse,  donnée  par 
deux  diamètres  conjugués,  est  la  projection  oblique,  nous  a 
Conduit  à  la  détermination  des  axes  et  des  sommets.  Elle 
permettrait  de  résoudre  aussi  facilement  la  plupart  des  pro- 
blèmes qui  se  rapportent  à  L'ellipse:  tracé  de  La  courbe  par 
points,  tangentes,  intersections,  segments  ou  secteurs  dans 
un  rapport  donné. 


J:«IK\.\L    DB    ÉATB 
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QUESTION  86 

Solution  par  M.  Nauba,  élève  au  Collège  de  Yitry-Ie-François. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  A  et  A'  et  sur  A  on 
prend  un  point  fixe  P.  Par  ce  point  P  on  fait  passer  une  trans- 
versale mobile  o  qui  forme  avec  A  et  A'  un  triangle  rectangle. 
Imaginons  maintenant  le  cercle  inscrit  et  soit  A  le  point  de  con- 
tact de  ce  cercle  avec  A'  et  B  son  point  de  contact  avec  8.  Dé- 
montrer que  la  droite  AE  passe  par  un  point  fixe. 

La  droite  AB  coupe  la  bissectrice  de  l'angle  C  en  M.  Nous 

pouvons  déterminer  ce 
point  A  qui  est  indépen- 
dant de  la  direction  de 
la  droite  S.  Menons  les 
rayons  de  contact  OK, 
OB  et  joignons  MK.  Les 
angles  COP  et MBP  étant 
égaux  comme  ayant  mê- 
mes mesures,  car  l'arc 
intercepté  par  l'angle  au 
centre  COP  est  évidem- 
ment la  moitié  de  l'arc 
AKB,  le  quadrilatère  MBPO  est  inscriptible.  Comme  dans  ce 
quadrilatère  l'angle  OBP  est  droit,  il  en  est  de  même  de 
l'angle  OMP.  M  est  donc  la  projection  de  P  sur  GO.  Ce  point 
étant  indépendant  de  la  position  de  8,  toutes  les  cordes 
AB  y  passent. 

Nota,  —  La  même  queslion  a  été  résolue  par  M.  Aubry,  à  Gharleville. 
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QUESTION  87 

{Solution  par  D.  Bablon,  élève  au  Collège  d'Épinal. 


On  considère  une  parabole  P,  et  une  droite  A  perpendiculaire 
à  l'axe  de  cette  parabole  et  située  à  une  distance  du  sommet  S 
égale  au  double  du  para- 
mètre ;  une  parallèle  à 
V  axer  encontre^  au  point 
A  et  A  au  point  B.  Trou- 
ver le  lieu  du  centre  des 
cercles  circonscrits  au 
triangle  SAB  quand  cette 
parallèle  se  déplace.  On 
suppose  pour  bien  fixer 
la  position  de  la  droite 
A,  que  cette  droite  ren- 
contre réellement  la  pa- 
rabole. 

Le  centre  de  la  cir- 
conférence circonscrite 
au  triangle  SAB  se 
trouve  à  la  rencontre 
des  perpendiculaires 
élevées  aux  milieux  de 
deux  côtés  du  triangle. 
Soient  0  et  0'  les  points 
où  ces  perpendiculaires  rencontrent  l'axe  de  la  parabole. 

Les  deux  triangles  OMS  et  SBD  donnent 


ou 


OS 
SB 

OS 

S15 


SM 
SD 
SB 


p  désignant  le  paramètre  de  la  parabole  ; 
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SB2         BD2  +  SD2         BD2  -f  y,* 

ou  OS  =  = 


4P_  4P  4P 

Mais  BD2  =  A  A'2  =  2p.  A4S 

d'après  la  formule  de  la  parabole;  doue 

0S=Vm±ie1=p  +  A_s 

ip  2 

Mais,  d'autre  part, 

~~.       ~-~        ~,^  AB  2»  —  SA. 

SO  =  SD  —  O'D  =  -  20 =  2p - - 

2  2 

ou  so'  =  p  -f-  — - —  ; 


donc  SO  =  SO'  =  p  -f  -^- 


Le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  à  SAB  est  donc 
sur  l'axe.  L'axe  est  donc  le  lieu  cherché. 

Nota.  —  La  même  question  a  été   résolue  par  MM.    de  Kerdrel,  à    Kéru- 
zoret  ;  Turatte,  à  Évreux . 


QUESTION  91 

Solution  par  M.  Ferdinand  Taratte,  élève  au  Lycée  d'Évreux. 


On  considère  des  paraboles  P  ayant  pour  sommet  un  point 
fixe  0  et  passant  aussi  par  un  autre  point  fixe  A.  4°  Les 
tangentes  à  P  aux  points  0  et  A  se  coupent  en  un  point  I, 
trouver  le,  lieu  de  ce  point;  2°  la  tangente  au  point  A.  et  l'axe 
de  la  parabole  se  coupent  en  un  point  I',  trouver  le  lieu  de  ce 
point.  On  déterminera  ces  deux  lieux  par  des  considérations 
purement  géométriques.  (École  centrale,  1879.) 

1°  On  sait  que  I  est  le  milieu  de  AI'.  Donc  si  par  ce  point 
je  mène  une  parallèle  à  l'axe,  elle  passera  par  I,  milieu  de 
AO,  et  on  voit  que  le  lieu  de  I  est  la  circonférence  décrite 
sur  OE  comme  diamètre. 

2°  Par  1'  je  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  0  et  je 
prolonge  AO,  en  F,  j'aurai  AO,  =  FO  car  AI  =  11'  :  donc  le 
lieu  du  point  1'  est  uue  circonférence  décrite  sur  FO  =  AO 
comme  diamètre. 
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Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Giat,  Julien  Sauve,  à  Mou- 
lins; Naura,  à  Vitry-le-François  ;  Gindre,  à  Pontarlier;  Joseph  Taratte,  à  Saint- 
Louis;  Berdon,  Hugon,  à  Cluny;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret;  Bablon,à  Épinal  ; 
Aubry,  à  Charleville  ;  J.  Slabochevitsch,  à  Saint-Pétersbourg. 


QUESTION  92 

Solution  par  M.  Naura,  élève  au  Collège  de  Vitry-le-François. 


Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  a  et  sachant 
que  a,  b,  c  et  ha  sont  en  progression  géométrique  (ha  est  la 
hauteur  abaissée  sur  a). 

De  la  progression  géométrique  on  déduit 

b2  —  ac  (1) 

et  bc  =  aha.  (2) 

La  dernière  relation  prouve  que  le  triangle  est  rectangle, 
on  a  donc  •  b2  -f-  c2  =  a1.  (3) 

De  (1)  et  (3)  on  déduit 

c-  -\-  ac  —  a-  =  o, 

d'oii  c  =  ^-(v/r=T) 

après  avoir  rejeté  la  racine  négative 

et  b=  y/âc  =  a  ]/v/3"~  V 

Nota.  —Ont résolu  la  nièoie  question  MM.  de  Kerdrel, à  Kéruzoret;  P.  Ta- 
ratte, à  Évieux. 


QUESTION  93 

Solution  par  M.  Amal'ky  de  Keiidrel. 


Construire  un  triangle  ABU  connaissant  ht  différence  de< 
angles  Bet  C  et  les  parlions  delà  bissectrice  intérieure  de  l'angle 
A  et  <lc  la  bissectrice  extérieure  du  même  angle  comprises  entre  les 

hauteurs  partant  de  15  et  de  I  S. 
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Supposons  le  problème  résolu;  soit  H  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs;  DE,  D'E'  les  deux  portions  de  bissectri- 
ces. Les  deux  triangles  HDE,  HD'E'  sont  isoseèles,  car 

DEH  =  EDÏÏ  =  qo  —  A 

2 

HD'E'  =  HE'D'  =  A  . 

2 


Soient  G  et  G'  les  milieux  de  DE  et  de  D'E',  les  triangles 
HD'G',  HDG  sont  semblables  et 

D'E' 
HG        T 


DE 


HG' 


d'où 


HGxHG'  = 


DE  x  DE' 
4 


Le  produit  GA.  X  GH  est  donc  connu.  D'ailleurs,  l'angle 
GAH,  angle  de  la  bissectrice  et  de  la  hauteur,  est  égal  à  la 
demi-différence  des  angles  à  la  base.  On  est  donc  ramené 
à  construire  le  triangle  rectangle  AGH,  dans  lequel  on  con- 
naît les  angles  et  le  produit  des  côtés  de  l'angle  droit  ; 
ce  problème  se  résout  facilement,  car 

GAxGH        /    DE    \       /    D'E' 


AH2  = 


sin  y.  COS  a 


2Siua 


2  COS  a 
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AH  se  construira  donc  par  une  moyenne  proportionnelle  ; 
le  triangle  étant  connu,  le  reste  de  la  construction  s'achèvera 
aisément. 


Nota.  - 
d'Évreux. 


La  même  question  a  été  résolue  par  M.  F.  Tarattc,  élève  au  lycée 


QUESTION  97 

Solution  par  M.  F.  Tajratte,  élève  au  lycée  d'Évreux, 


Dans  un  cercle  dont  le  centre  est  o,  on  mène  deux  diamètres 
rectangulaires  AB  et  CD;  on  demande  de  mener  par  le  point  A 
une  corde  Ay  qui  coupe  la  ligne  Co  au 
point  x  et  la  circonférence  au  point  y,  de 
manière  que  Vouait  Ax.ox  =  Cx.xy 

(Reidt.) 
Soit  ky  la  corde  demandée.  J'aurai 
Ace         xy 
ox  ' 


alors 


d'où  ^  =  2L 


ou  encore 


Cx 

Ày  _  xy 

Ao        ox 

ox         xy 
Ao   ~  ~  Ay  ' 

mais  dans  les  deux  triangles  rectangles  Acco  et  AyB  j'ai 

ox        yB 
Ao        Ay 
donc  xy  =  yB,  et  par  suite  yxB  vaut  45°.  Le  triangle  AxB 
étant  aussi  isoscèle,  il  en  résulte   que  l'angle  yAB   vaut  la 
moitié  de  45°,  et  par  suite  le  point  y  est  le  milieu  de    l'arc 
BC. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Youssoulian,  a  Con- 
stantinople;  Caitucoli,a  Draguignan;  Naora,  à  Vitry-lo-François;  Yoignier,  à 
Gommeroj . 
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EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  FORESTIÈRE  (1883) 


x 
Étant  donné  t°r  — =  b,  calculer  sïn    x  et  cos   x  ;  dire 

2 

à  priori  combien  on  trouvera  de  valeurs  pour  sin  x  et  pour 
cos  x. 

—  Déterminer  la  plus  petite  valeur  que  pourra  prendre 
l'expression  (x  —  i)2  -f-  (2X  -f-  02« 

—  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

x-  -\-  x  -J-  i 
lJ~       x*-\-  i 
lorsque  x  varie  de  —  oo  à  -f-  oo .    Construire  la  courbe  re- 
présentative de  cette  variation. 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  et  sur 
Ox  un  point  F  d'abscisse  a  ;  ce  point  est  le  foyer  d'une  para- 
bole dont  Oy  est  la  directrice;  trouver  l'équation  de  la 
parabole,  son  intersection  avec  une  parallèle  à  l'axe,  et  la 
tangente  au  point  trouvé. 

—  On  donne  un  plan  incliné;  en  un  point  A  de  ce  plan, 
une  tige  fixeAB  perpendiculaire  au  plan.  Un  fil  attaché  en 
B  est  fixé,  à  son  autre  extrémité,  à  la  surface  d'une  sphère. 
On  demande  quelle  doit  être  la  position  de  la  sphère  sur  le 
plan  pour  qu'il  y  ait  équilibre.    Trouver  la  tension  du  fil. 

—  Un  mobile  se  meut  sur  une  droite  AB,  et  est  constam- 
ment attiré  par  un  point  I  suivant  une  force  mesurée  par 
la  distance  du  point  I  au  mobile.  Gomment  pourra-t-on 
évaluer  le  travail  de  la  force? 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ;  on  preud  une 
droite  OID,  dont  I  est  le  milieu;  sur  Oy,  on  prend  OB  =  01; 
trouver  les  équations  des  médianes  du  triangle  BID. 

—  Former  l'équation  du  troisième  degré  qui  admet  pour 
racines  2,  4  et  8. 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy;  on  de- 
monde  l'équation  du  cercle  de  rayon  R  tangent  à  Oy,  et 
ayant  son  centre  sur  Ox.    On  prolonge  toutes  les  droites 
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issues  de  0,  telles  que  OM  d'une  quantité  constante  MB  =R; 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  B. 

—  Calculer  la  vitesse  d'un  mouvement,  sachant  que  l'es- 
pace est  donné  par  la  formule 

c  =  a  sin  t. 

—  Trouver  le  rectangle  de  périmètre  maximum  ou  mini- 
mum inscrit  dans  un  demi-cercle. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

i  -f-  cos  x  -f-  cos  2X  -J-  ...  -f-  cos  nx. 

—  Ou  a  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires;  par  les 
extrémités  on  mène  des  perpendiculaires  aux  axes.  Trouver 
l'équation  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  perpendi- 
culaires. 


EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  NAVALE  (1883) 


Construire  x  -\-  y  =  a;  ce2  -f-  y*  =  m2. 

—  Centre  de  gravité  du  tronc  de  pyramide  triangulaire,  ou 
du  tronc  de  cône  à  bases  parallèles. 

—  Étant  donnés  deux  points  A  etB  d'un  plan,  et  un  certain 
nombre  de  forces  dans  ce  plan,  soit  m2  la  somme  des  momenls 
par  rapport  à  A,  K2  la  somme  des  moments  par  rapport  à  B: 
la  somme  des  projections  des  forces  sur  AB  est  nulle.  Que 
peut-on  en  conclure? 

—  Lorsque  des  forces  situées  dans  un  plan  sont  telles 
que  la  somme  de  leurs  moments,  prise  par  rapport  à  trois 
poinis  du  plan  est  nulle  pour  chaque  point,  il  y  a  équilibre. 

—  Trouver  l'angle  de  la  ligne  de  terre  et  d'un  plan  dont 
les  traces  sont  en  ligne  droite. 

—  Soit  B1)  une  droite  donnée;  on  prend  un  point  C  sur 
cette  droite;  sur BG  comme  côté  on  construit  un  triangle  équi- 
latéral;  sur  CD  on  construit  un  carré.  Trouver  la  position  du 
point  C  pour  laquelle  la  somme  des  surfaces  de  ces  deux  poly- 
gones est  minima. 

—  On  donne  une    série  de  forces  dans  un  plan,  et  deux 
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points  du  plan.  La  somme  des  moments  par  rapport  à  chaque 
point  est  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  projec- 
tions des  forces  sur  la  droite  qui  joint  les  points.  Que  doit- 
on  en  conclure? 

—  Trouver  le  reste  de  la  division  du  polygone  entier  f  (x) 
par  (x  —  a)  (x —  p)  sans  effectuer  la  division.  Appliquer 
au  cas  suivant 

f  (x)  =  5«5  -f  2£c4  —  6cc3  —  8#2  -f  3a?  —  5  ; 
(x  —  a)  (x  —  (3)  =  x2  -f-  4cc  —  21. 

—  Dans  un  triangle  équilatéral  de  côté  a,  inscrire  un  autre 
triangle  équilatcral  de  côté  m. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  isoscèle  de 
telle  sorte  que  le  volume  qu'il  engendre  en  tournant  autour 
de  sa  base  soit  maximum. 

—  Lieu  des  pôles  des  grands  cercles  qui  font  un  angle 
donné  avec  un  grand  cercle  donné. 

—  Mener  par  un  point  pris  sur  une  sphère  uu  grand  cercle 
tangent  à  un  petit  cercle  donné. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre 
en  un  produit  de  deux  facteurs?  —  En  un  produit  de  deux 
facteurs  premiers  entre  eux? 

—  Résoudre 

m  sin  (a  -j-  x)  — -  p  sin  (b  —  x). 

—  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  termes  de  la  frac- 

a  ,      i       ,        ..   a . 

tion   ,-,  pour  que  sa  racine  a  moins  de  —  près  soit  -p-? 

O  0  0 

—  Résoudre  l'équation  ax2  -f-  bx  -f-  c  =  o,  en  considérant 
bx  -f-  c  comme  les  deux  premiers  termes  d'un  carré. 

—  On  donne  la  série 

i,  3,  6,  io,  i5,  21,  28,  36.    ...  » 

Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes. 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  façon  que  le  cône, 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base  la 
section,  ait  le  même  volume  que  le  segment  sphérique  de 
même  base. 

—  Démontrer  que  les  volumes  de  deux  pyramides  qui 
ont  un  angle  solide  commun  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  trois  arêtes  de  cet  angle  solide. 
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—  Rendre  calculable  par  logarithmes  séc  a  —  sec  b. 

—  Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  rectangle  de  périmètre 
donné. 

—  Étant  donné  un  rectangle,  former  avec  ce  rectangle 
une  boite  ouverte  de  volume  maximum,  en  enlevant  des 
carrés  égaux  aux  quatre  angles,  et  relevant  les  petits  rec- 
tangles ainsi  déterminés.  ' 

—  Construire  les  lignes  x  et  y,  sachant  que  l'on  a 

x  +  y  =  a  ;     — •  =  — . 

y*        q 

—  On  donne  un  triangle  ;  déterminer  un  point  sur  la 
base,  tel  que,  si  l'on  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux 
deux  côtés,  le  parallélogramme  ainsi  formé  ait  une  aire  équi- 
valente à  la  moitié  du  triangle  donné. 

—  On  donne  dans  un  plan  deux  points  A  et  B,  et  une 
série  de  forces.  La  somme  des  moments  par  rapport  à  A  et 
à  B  a  pour  valeur  K2  pour  chacun  des  points;  la  somme 
des  projections  sur  AB  est  égale  à  m.  Que  peut-on  conclure 
de  ces  données? 

—  Parmi  tous  les  rectangles  de  môme  surface,  quel  est 
celui  qui  est  inscrit  dans  le  plus  petit  cercle? 

—  Parmi  tous  les  cylindres  de  môme  volume,  quel  est 
celui  qui  est  inscrit  dans  la  plus  petite  sphère? 

—  Résoudre  tg  x  =  cos  x. 

x 

—  Variations  de  la  fonction  y  =  —r- — . 

sin  x 

—  Trouver  sur  la  sphère  le  lieu  des  points  également 
distants  de  deux  grands  cercles  donnés. 

—  Quelle  est  la  condition  pour  que  trois  nombres  donnés 
soient  les  termes  de  rangs  m,  n.  p  d'une  progression  géomé- 
trique? 

—  Construire  un  triangle  connaissant  a,  h„  et  &2-|-c2  =  m2. 

x  a  ' 

—  Construire  —  =  — — . 

c  tr 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes 

y  =z  m  sin  7.  -f-  /;  cos  a. 

—  Mener  dans  un  cercle  une  corde  telle  que  la  somme  de 
cette  corde  et  do  sa  distance  au  centre  soit  maxima. 
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—  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

cos  a  =  cos  b  cos  c  -f-  sin  b  sin  c  cos  A. 

—  On  donne  le  demi-cercle  AOB,  et  le  point  G  tel  que  OG 
=  a;  ce  point  est  sur  le  diamètre  AB.  Mener  la  droite  CD 
telle  que  les  volumes  engendrés  par  les  contours  mixtilignes 
AMDG  et  CDMB  en  tournant  autour  de  AB  soient  égaux. 

—  Deux  circonférences  se  coupent  ;  par  le  point  commun 
B,  on  mène  une  sécante  GBD.  Trouver  le  produit  BG  X  BD. 
Discussion. 

—  On  donne  une  sphère.  Circonscrire  à  cette  sphère  un 
cône  tel  que  sa  surface  latérale  soit  à  la  surface  de  la  zone 
interceptée,  dans  un  rapport  donné. 

—  Lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  tan- 
gents à  un  petit  cercle  donné. 

—  Deux  courriers  partent  des  points  A  et  B,  distants  de 
io5  kilomètres;  en  allant  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre,  ils 
se  rencontrent  au  bout  de  6  heures;  s'ils  avaient  marché  dans 
le  même  sens,  ils  se  seraient  rencontrés  au  bout  de  3o,  heures. 
Trouver  la  vitesse  de  chaque  mobile. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  le  cône  de  surface  totale  — 
ou  de  volume  —  maximum. 

—  Maximum  ou  minimum  de  xp  -\ . 

1     x* 

—  Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  sur  la  base  un 
point  M  tel  que,  menant  par  ce  point  les  parallèles  MD, 
ME  a  AB  et  AG,  on  ait 

S  .  BME  m_ 

S  .  CMD    —    n  ' 
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AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 

CONCOURS  DE  1883 


Vérifier  l'égalité 
i  —  ce2 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

==   I  -f-  2X   COS  VL  -f-  2X 2  COS  20. 


I  —  2X  COS  a  -f"  X2 

-f-  2X3  cos  3a  -f-  .    .    . 
Employer   la  série  pour   calculer   la   valeur  du  premier 
membre  eu  faisaut 

x  =  0,127;     a  =  6°. 
Combien  de  termes  faut-il  prendre  pour  que  l'erreur  com- 
mise en  négligeant  les   termes   suivants  soit  moindre   que 
0,001. 

Géométrie  descriptive. 

Étant  donné  un  cône  à  base  elliptique,  et  un  point  pris 
sur  le  plan  de  la  base  a  l'intérieur  de  l'ellipse,  couper  ce 
cône  par  un  plan  suivant  une  courbe  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

On  construira  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan 
de  la  base. 

Mécanique. 

Expression  du  travail  moteur  nécessaire  pour  entretenir 
le  mouvement  d'un  convoi,  à  une  vitesse  donnée,  sur  un 
chemin  do  fer  rcctiligne  de  pente  donnée. 

ÉPREUVES  PRATIQUES 
Géométrie  descriptive  (durée  3  heures  1/2). 

Faire  la  perspective  d'une  voûte  d'arêtes. 

On  prendra  pour  plan  du  tableau  la  face  antérieure;  le 
point  de  vue  est  situé  sur  L'axe  vertical  de  L'appareil,  à  nue 
hauteur  ron\<  nable,  et  le  pointde  distance  esl  pris  a  volonté. 
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Calcul  topographique  (durée  3  heures). 

Un  observateur,   pour    déterminer   sa    position  D  sur  le 
terrain  dont  il  a  la  carie,  a  mesuré  les  différences  d'azimuth 
de  trois  points  A,  B,  G,  marqués  sur  la  carte.  Les  coordon- 
nées de  ces  points,  relevées  sur  la  carte,  sont 
A    dist.  à  la  mérid.     200  dist.  à  la  perp.     600 

B  —  65o  —  700 

G  —  goo  —  400 

Les  angles  mesurés  en  D,  sont 

ADB  =  85°  2',  1  ; 
BDG=  56°  18',  6. 
On  demande  les  coordonnées  du  point  D. 

Mécanique. 

Lever  de  machine  à  l'usine  (durée  4  heures). 
Rendu  à  la  salle  de  dessin  (durée  3  heures). 


QUESTIONS  PROPOSEES 


108.  —  On  considère  un  angle  droit  yox,  et  un  cercle  A 
inscrit  dans  cet  angle.  Par  le  point  0,  on  mène  une  trans- 
versale 0,  qui  rencontre  A  aux  points  A  et  B;  on  projette 
alors  les  points  A  et  B  sur  ox,  en  A'  et  B',  puis  sur  oy,  en 
A"  et  B".  Ceci  fait,  sur  A'B'  on  décrit  un  demi-cercle  A',  et 
sur  A'B'  un  demi-cercle  A",  et  par  le  point  0,  on  mène  à  A' 
une  tangente  oP,  et  à  A"  une  tangente  oQ;  enfin,  on  rabat  oP 
sur  ox,  en  oP';  et  oQ  sur  oy,  en  oQ'.  Les  parallèles  aux 
droites  ox  et  oy  menées  par  les  points  Q'  et  P'  se  coupent  en 
un  point  I,  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  0  tourne  autour 
du  point  0.  (G.  L.) 

109.  —  On  considère  une  suite  de  termes 

Wl5  V2.  l(3,  U(    .  .  .    W2„_1,    M2 

qui  jouissent  de  cette  propriété  que^si  l'on  considère  quatre 
termes  consécutifs  dans  cette  suite,  le  produit  des  extrêmes 
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soit  égal  au  produit  des  moyens.  On  donne  les  trois  pre- 
miers termes  wl5  i/2,  u3,  et  l'on  demande  de  trouver  la  somme 
S,„  des  2/1  premiers  termes.  On  supposera  que  u3  est  un 
nombre  différent  de  i^.  (G.  L.) 

110. —  Soient  u±,  w2,  w3 . . .  w„  des  nombres  tels  que  l'un 
quelconque  d'entre  eux  soit  égal  au  produit  des  deux  nom- 
bres précédents.  Démontrer  que,  en  désignant  par  P„  le 
produit  de  ces  nombres,  on  a 

x  n  W2-T n—i.r  )i—2  , 

les  nombres  ut  et  w2  sont  supposés  quelconques.     (G.L.) 

111.  —  On  considère  un  angle  droit  yOx,  et  un  point 
A  dans  l'intérieur  de  cet  angle  ;  par  le  point  A  passent 
deux  cercles  A  et  8  tangents  aux  droites  Ox  et  Oij  ;  soient  P,  Q 
leurs  points  de  contact  avec  Ox  ;  R,  S  leurs  points  de  con- 
tact avec  Oy. —  1°  Démontrer  que  les  cercles  APQ,  ARS  sont 
tangents  au  point  A;  —  2°  démontrer  qu'ils  sont  égaux;  — 
'S0  reconnaître  que  ces  cercles  sont  vus  du  point  0,  l'un  et 
l'autre,  sous  un  angle  droit  ;  —  4°  la  droite  OA  rencontre 
le  cercle  8  en  un  point  B,  différent  de  A;  par  B  passent  deux 
cercles  inscrits  dans  l'angle  yOx.  savoir  o  et  une  autre 
circonférence  o.  Démontrer  que  le  cercle  8  est  moyen 
géométrique  entre  o'  et  A  ;  —  5°  du  cercle  A,  on  peut  dé- 
dain' par  la  construction  citée  plus  haut  une  inlinilé  de 
cercles  At,  A,,...  inscrits  dans  l'angle  yOx,  et  dont  les  rayons, 
d'après  la  remarque  4,  sont  en  progression  géométrique. 
A  ces  cercles  A,,  A2...  correspondent  des  cercles  tels  que 
les  cercles  APQ,  définis  tout  à  l'heure.  On  obtient  ainsi  une 
infinité  de  cercles  Ut,  U2  et  l'on  propose  de  démontrer  que 
Les  rayons  de  ces  cercles  sont  aussi  les  termes  d'une  pro- 
gression géométrique.  (G.  L.) 

112.  —  <-)n  considère  deux  cercles  concentriques  A  et  A'. 
ayant  pour  centre  commun  0'.  On  mène  une  tangente  A.B 
à  A',  reDContranl  a  en  A  et  1!,  et  Louchant  A'  en  <>.  Un  dia- 
mètre rencontre  a  en  C  et  I>,  ei  A'  en  G'  et  D'.  On  mène  OC 
etOD';  ces  lignes  rencontrent  AC  aux  points  I,  1'.  et  BD 
en  I",  1".    1°    Chacun  des  points  1.  I'.  1.1     décrit  un  cercle 
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quand  CD  tourne  autour  de  0'  ;  —  2°  le  milieu  de  AC  coïn- 
cide avec  le  milieu  de  II'  ;  —  3°  les  triangles  IOI',  Ï'OY" 
sont  équivalents  ;  —  4°  le  maximum  de  la  surface  de  ce 
triangle  a  lieu  quand  CD  est  parallèle  à  AB  ;  —  5°  les 
points  I, I,'  1",  V"  sont  sur  un  cercle  concentrique  à  A.  Ce 
cercle  est  maximum  quand   CD  est  parallèle   à  AB. 

(G.  L.) 

113. —  On  considère  un  cercle  C,  et  un  point  P  dans  son 
plan.  Soit  A  une  droite  partant  de  P,  et  rencontrant  C  aux 
points  A  etB  ;  on  mène  les  tangentes  à  C  en  ces  points,  et 
l'on  prend  le  point  Q  symétrique  de  P  par  rapport  au  milieu 
de  AB.  Démontrer  que  0  étant  le  centre  de  C,  la  perpendi- 
culaire élevée  à  la  droite  OQ  au  point  Q  est  partagée  par  ce 
point  et  les  tangentes  citées  plus  haut  en  deux  parties  égales. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant. 
E.  YAZE1LLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DES    CHEMINS   DE   EER.   —  IMPHIMERIE  CHA1X 
HUE  BERGERE,,  20,    PARIS      —   20642-3 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
{Suite,  voir  page  217.) 


On  a  un  triangle  ABC  et  un  point  M  dans  son  plan;  on  mène 
par  M  une  sécante  qui  coupe  respectivement  les  côtés  BC,  AC, 
AB  en  A,  B',  G';  soient  a,  (3,  y  les  symétriques  de  A',  B',  G  par 
rapport  à  M.  Démontrer  que  les  trois  droites  Xx,  Bp,  Cy  se 
coupent  au  même  point. 

Soient  at,  bu  c\  les  points  oiiAx,  Bp,  Cy  coupent  les  côtés 

BC,  AC,  AB;  soient  a,  b,  c  les  longueurs  de  ces  côtés. 

Les  triangles  B'CA',  C'BA'  coupés  par  la   transversale  Aa 

xB'         AC        atA 
donnent  — —    .   —7-7-   .  — — -  =  i 

a  A         AB  oxC 

aA'        AC         «tB 


xC         AB         atA' 
ou  en  multipliant  membre  à  membre  et  réduisant 
aB'         b_      _AC       _aJS_ 
~oC~  '   c    "  ÂB7"   '  "^C"  "~  '  ; 
on  a  de  même 

pC       _c_      _RA       _^C_ 
pA'     '    a    '    BC     '    64A 
yA'         a_       CI!'         ■■1.V 
~yBr  '  T   '    C .V     *  "cTb"  " 
multipliant  membre  à  membre  en  remarquant  : 

1°*  Que  le  produit  des  trois  premières  fractions  est  identi- 
quement l'jmilé  puisque  (è  cause  de  la  symétrie  par  rapport 
;i  M  des  points  A'  et  a,  B'  et  p,  G'  el  y)  l'on  a 

XB'  =  £A',     pC'  =  B'Y,    YA'==  xG'; 
2°  Que  le  produit  des  trois  deuxièmes  fractions  est  l'unité 
identiquement; 

3°  Que  le  produit  des  trois  troisièmes  fractions  est  aussi 
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l'unité,  puis  queles  trois  points  A',  B',  G'  sont  en  ligne  droite; 

.,        ,  o,B         6.G        c,k 

il  reste  — ±—    .  -i—    .  — 1-  =  i  . 

o-iG         6jA         cxB 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VI 

D'un  point  K  appartenant  à  l'axe  radical  de  deux  circonfé- 
rences de  centres  0  et  0'  je  mène  deux  tangentes  KA,  KA'  à  ces 
circonférences,  A  et  A'  étant  respectivement  les  points  de  contact 
sur  0  et  sur  0'.  Les  droites  OA,  O'A'  se  coupent  en  M.  Trouver 
le  lieu  de  M  quand  K  parcourt  l'axe  radical. 

Les  deux  triangles  rectangles  KMA,  KMA'  sont  égaux,  puis- 
qu'ils ont  l'hypoténuse  KM  commune,  et  que  les  côtés  KA 
et  KA'  sont  égaux  comme  tangentes  partant  de  l'axe  radical; 
donc  MA  =  MA', 

alors  MO  —  MO'  =  OA  —  OA'  =  constante. 

Le  lieu  de  M  est  donc  l'hyperbole  qui  a  pour  foyers  0 
et  0',  et  dont  l'axe  trausverse  a  pour  longueur  la  différence 
des  rayons  de  deux  circonférences. 

VII 

Par  un  point  0  du  plan  du  triangle  ABC  je  mène  les  droites 

AbAc,  BcBa,  CbC0  respective- 


A 


Soit 


ment  parallèles  à  CB,  CA,  AB 
et  terminées  aux  côtés  du  trian- 
gle. 

Déterminer  le  point  0  de 
façon  que  la  somme 

ÂTÂ"ft2-f  bTb72  +  c\c72 

soit  minima. 

Supposons  que  Ac  Ab  ait 
une  longueur  p.  Cherchons 
sur  AcAble  point   0   tel    que 

la  somme  Ca  Cb  "  +  BaBc.    soit 

minima. 
BaBc  =^  q, 
CrtCb  =  r, 
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il  est  facile  de  démontrer  la  relation  1res  connue 
AçAç     .    BaBe         CaG6    _ 
BG     "*"    AG     "^    AB    ~2' 

n  J  f/       i      r  2(1—  p 

On  a  donc  -f  H =  L 

o         c  a 

et  <y2  -}-  ra  =  K2  ; 

d'où 

r  \2  62  -f-  c2  f  v\  2a  —  p    .     (2a  —  »)2         K2 

+  " lï TT  =°- 


c  /         b2  \  c  )       a  a2  b'2 

T 

La  condition  de  réalité  de —  donne 

c 

lrr-(2d   —  B) 

K2  > 


o»(68  +  c*)    ' 
d'où  le  minimum  de  K2  est 

62C2(2rt  —  p) 
r/2(62  -f  c2)  ' 
A  cette  valeur  correspondent  pour  q  et  r  les  valeurs 

(2a    —  p)c2b 
q  ~~    a{b2  +  c2)   ' 
(20  —  p)62c 
~~      a(62  -f  c2)     ' 
d'où  l'on  conclut  qb  =  c/'. 

Il  est  donc  évident  que  pour  le  point  qui  correspond  au 
minimum  de  ACA62  -f-  B(lBc2-(-  G„CY2 

on  a  pu  =  qb  =  rr. 

Ce  qui,  joint  à  l'équation 

a  ^   6    ^    c 
détermine  les  valeurs  cherchées 

,  2  </6c 

p  =  b.c. 


2  aôc 
7  ==a,(''c-2/y*  +  rt*cï+a*6«' 
2  06c 

r  =  O.O. ; ; . 

c2b2  -f-a*c*+  a»6« 

Nous  ajoutons,  sans  en  donner  ici  la  démonstration,  que 
le  lieu  des  points  0  pour  lesquels  la  somme  p2  -f-  ï"  +  r"  "  ""<' 
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valeur  donnée  est  une  conique  gui  a  pour  centre  le  point  pour 
lequel  p2  -f-  q2  -J-  r2  est  minimum. 

Nous  laissons  le  soin  de  démontrer  que  si  Von  cherche 
sur  toutes  les  droites  Ac  Ab  les  points  0  pour  lesquels  q2  -f-  r2 
est  minimum,  le  lieu  de  ces  points  est  une  droite  qui  passe  par 
le  pied  de  la  médiane  antiparallèle  partant  de  A. 

Enfin  nous  engageons  le  lecteur  à  étudier  la  variation  de 
la  fonction  p2  -f-  ç2  —  r2  qui  présente  des  particularités  inté- 
ressantes. 

VIII 

Construire  un  hexagone  circonscriptible  à  un  cercle.  On  sait 
que  les  côtés  opposés  sont  parallèles,  et  l'on  connaît  trois  côtés 
non  consécutifs. 

Soit  A  AfiBaB  CgCa  cet  hexagone. 

Soient 

7/3  ~~ 

BaB7  =  m, 

G/3Ca  =  n> 
les  trois  côtés  don- 
nés. 

On  démontre  fa- 
cilement    que     les 
côtés  parallèles  de 
l'hexagone       sont 
égaux;    cela    posé, 
B  prolongeons        les 
trois    autres    côtés 
jusqu'à  ce  que  par  leur  rencontre  ils  forment  le  triangle  ABC. 
Soit  x,  y,  z  les  trois  côtés  CB,  AC,  AB  de  ce  triangle,  H 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  CB,  ET  le 
point  où  cette  perpendiculaire  coupe  AL;  on  a,  en  appelant 

r  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  l'hexagone,  p  le  1/2  péri- 
mètre du  triangle  ABC,  et  S  sa  surface  : 

AH  —  2r 


A7A3         AH'  / 

/    p  =  — —   ou  — 
CB  AH  x 


AH 


ou 
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2S     2$ 

/  x  p  p  —  X 


x  2S  p 

d'où  enfin  / 


x 

x  (p  —  x) 


P 
Ce  que  l'on  peut  écrire 

x"  —  px  -\-   pi  —  0. 
On  a  de  même       rf  —  py  -f-  pm  =  o 

z2  —  pz  -f-  pn  =  o 

On  tire  de  là       x  =  P  ~  *P  ~  4P 


p  ±  vV  —  4P™  \ 


P  zb  v/p2  —  4Pn 

z  ■=.  

2 

ajoutant  et  remarquant  que  x  -f-  y  -f-  s  =  2p,  il  vient 

/>  — '  i  \/p2  —  4pl  zt  \/pa  —  4-pm  zt  /p2  —  4pn 
en  résolvant  cette  équation  on  trouve 

(Z2  -f-  m2  -f-  n<l  —  2mn  —  2^n  —  2lm)2 
(m  -\-  n  —  /)  (l  -f-  n  —  m)  (m  -\-  l  —  n)  ' 
Les  formules  (1)  donnent  alors  la  valeur  de  x,  y,  z  puis- 
que p  est  connu,  et  rien  n'est  plus  simple  que  d'achever  le 
problème. 

Remarquons  que  dans  les  formules  (1)  le  signe  supérieur 
convient  seul  à  la  question;  il  suffit  pour  le  reconnaître  de 
les  appliquer  au  cas  où  l=m  =  n,  car  alors  évidemment 
l'hexagone  est  régulier 


x=  31.      p  =  — 
2 


et  l'on  a  identiquement 


H=2 L_i_ L 

avec  le  signe  supérieur  du  radical. 
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IX 

Chacun  connaît  la    démonstration  de  cette  proposition  : 
La  bissectrice  de  l'angle  d'un  triangle  divise  le  côté  opposé  en 
deux  segments  proportionnels  aux  côtés  adjacents. 

On,  la  trouve  démontrée  d'une  même  façon  dans  tous  les 
traités  de  Géométrie  élémentaire. 

M.  Laisant   m'a  communiqué  la  démonstration   suivante 
qui  est  peut-être,  pédagogiquement,  préférable. 

Soit  ABC  le  triangle,  AD  la  bissectrice  de  l'angle  CAB. 

Je  fais  l'angle  AGE  =  ABD. 
Les  deux  triangles  ACE,  ABD 
ont  deux  angles   égaux   et   sont 
semblables,  donc 

CE  AC 

DB  ~~  TÊT' 
mais  le  triangle  CED  est  isoscèle, 
car  les  angles  CEA  et  CDE  ont 
respectivement  pour  suppléments 
les  angles  égaux  CEA  et  BDA  ; 
donc  CE  =  CD  et  l'on  a 

CD  AC 

c.q.f.d. 


Démonstration 
extérieur. 


DB  AB 

analogue    pour  la  bissectrice 


de    l'ancrle 


Dans  un  triangle  ABC  les  deux  droite*  a(3,  a!b'  de  Simson 
relatives  à  deux  points  M  et  M'  diamétralement  opposés  sont 
rectangulaires  et  se  coupent  sur  le  cercle  des  neuf  points. 

On  se  rappelle  que  l'on  appelle  droite  de  Simson  la  ligne 
droite  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  perpendiculaires 
abaissées  sur  les  trois  côtés,  d'un  point  M  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC. 

Soient  M  et  Mr  les  deux  extrémités  d'un  diamètre  du  cercle 
circonscrit, 

Ma,  M(3  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  CB  et  sur 
CA, 
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M  a',  M(3'  les  perpendiculaires  abaissées  de  M'  sur  CB  et 
sur  GA, 

K  l'intersection  de  a3  et  de  x'3'  ; 

Prolongeons  MY  jusqu'en  J  sur  le  cercle    circonscrit:  il 
est  évident  que  JM  est  pa- 
rallèle à  CB  puisque  l'angle 
MJM'  est  droit.  Joignons 
CM  et  CM'  : 

Le    quadrilatère  Ga'p'M' 
étant  inscriptible  on  a 

a'B'C  ==  JM'C  =  JMC  ; 
mais   MxSC  étant  inscrip- 
tible, ou  a 

Kpp'  =  aMC, 
donc 

sc'p'G  +  S'(îK  =  JMC 
-J-  CMa  =  900. 

Donc    le    triangle    pKp' 
est  rectangle  en  K.  Ce  qui 

démontre  que  les  droites  de  Simson  x{3,  x'S'  sont  rectangu- 
laires. 

Cela  posé,  si  H  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  de 
ABC,  on  sait  que  06  passe  par  le  milieu  I  de  MH  et  *'p'  par 
le  milieu  F  de  M'H. 

Or  comme  le  cercle  des  neuf  points  est  aussi  le  lieu  des 
points  milieux  des  droites  HM  partant  de  H  et  allant  à  la 
circonférence  circonscrite,  I  et  I'  sont  des  points  du  cercle 
des  neuf  peints  et  des  points  diamétralement  opposés  de  ce 
cercle. 

L'iingle  I'KI  étant  droit,  le  point  K  appartient  donc  au 
cercle  des  neuf  points. 

C'est  la  solution  géométrique  de  la  question  1473  des 
velles  Annales  des  Mathématiqu  (A  suivre.) 
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NOUVELLES    PROPRIÉTÉS   DU    TRIANGLE 

Par  M.  H.  Brocard  capitaine  du  génie. 


Étant  donné  un  point  M  du  plan  d'un  triangle  ABC,  à  ce 
point  M  correspond  toujours  un  autre  point  M',  qui  est 
l'intersection  des  trois  droites,  respectivement  symétriques 
des  trois  droites  AM,  BM,  CM,  par  rapport  aux  bissectrices 
des  angles  A,  B,  C;  c'est-à-dire  que  l'on  a  MAC  =  M'AB; 
MCB  =  M'CA  ;  MBA  =  M'BG. 

Les  deux  points  M,  W  sont  dits  correspondants,  ou  réci- 
proques (*). 

Parmi  les  groupes  de  points  de  cette  nature,  il  y  a  lieu  de 
distinguer  : 

1°  Les  points  segmentaires  to,  a>'  (ou  points  de  Brocard), 
pour  lesquels  les  angles  wAC,  wCB,  wBA,  to'AB,  co'BC,  w'CA 
sont  égaux  entre  eux.  On  sait  que,  a  désignant  l'angle  dont 
il  vient  d'être  question,  on  a  la  relation 

cotg  a  =  cotg  A  -\-  cotg  B  -f-  cotg  C. 

2°  Le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  et  le 
poini  H  de  rencontre  des  hauteurs. 

3°  Le  centre  de  gravité  E  du  triangle  ABC,  et  le  centre  K 
des  médianes  antiparallèles  (ou  point  de  Grèbe). 

4°  Le  point "D,  centre  d'homologie  de  ABC  et  du  triangle 
A1B1C1  dont  les  sommets  sont  aux  points  de  rencontre  des 
droites,  wB,  «'C  ;  coC,  «'A  ;  coA,  co'B;  et  le  point  D',  pôle  de  la 
droite  oxo'  dans  la  circonférence  des  sept  points  (cercle  de 
Brocard),  décrite  sur  la  ligne  OK  pour  diamètre. 

5°  Le  centre  I  du  cercle  inscrit  est  ù  lui-même  son  propre 
correspondant;  il  en  est  de  même  du  centre  de  chacun  des 
cercles  ex-inscrits. 


(*)  Nous  avons  vu  précédemment  (p.  100)  que  ces  points  avaient  été  signalés 
d'abord  par  le  capitaine  Mathieu  (Nouo.  Ann.  1865).  (A.  M.) 
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Nous  considérerons  encore  parmi  les  points  correspondants  : 
le  milieu  S  de  ww'  et  son  correspondant  S'; 

Le  centre  Z  du  cercle  de  Brocard  (milieu  de  OK),  et  son 
correspondant  Zr. 

II 


Cela  posé,  voici  divers  systèmes  de  trois  points  en  ligne 
droite  :  u 

1°  0,  E,  H;  de  plus  OE  =  *EH.  Cette  propriété  a  déjà  été 
signalée  par  Euler  ; 

2°D,  E,  S;  on  a  DE  =  2ES. 

3°  D,  K,  S'; 

4°  E,  S',D'; 

5°  0,  S',  Z'; 

6°  S.  Z',  H  ;  on  a  Z'H  =  2SZ'  ; 

TZ.S',  H; 


Enfin,  si  N  est  une  des  extrémités  du  diamètre  OD  du 
cercle  circonscrit,  voici  trois  autres  systèmes  tic  trois  points 
en  Ligne  droite  : 

8°  H,  l>.  N; 

9°   '/;.  k.    ,\; 

10°  B,  Z,  N. 
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Il  en  résulte  aussi  que  certains  systèmes  de  droites 
forment  des  droites  concourantes.  Ainsi 

1.  Le  point  S' se  trouve  sur  les  droites  KD,  ED',  ZH. 

2.  Le  point  Z'  se  trouve  sur  les  droites  KN,  OS',  SH. 

3.  Le  point  N  se  trouve  sur  les  droites  OD,  EZ,  KZ',  D'H. 

III 

Les  distances  de  la  plupart  des  points  désignés  dans  ce 
qui  précède  aux  côtés  du  triangle  s'expriment  assez  sim- 
plement en  fonction  des  longueurs  des  trois  côtés  ou  des 
lignes  trigonométriques  des  angles  du  triangle. 

Les  distances  de  deux  points  correspondants  aux  trois 
côtés  sont  inversement  proportionnelles  entre  elles. 

En  effet,  soient  1,  u.,  v  les  distances  d'un  point  aux  côtés 
a,  b,  c  du  triangle.  Ce  point  est  à  la  rencontre  de  deux  droites 
partant,  par  exemple,  des  sommets    B   et   C  ;   l'une  de  ces 

droites  est  définie  par  le  rapport  —  des    distances  d'un  de 

ses  points  aux  côtés  a  et  b;  l'autre  par  le  rapport    —  des 

distances  d'un  de  ses  points  aux  côtés  a  et  c. 

Or,  par  définition,  le  point  correspondant  sera  à  l'inter- 
section de  deux  droites,  également  issues  des  points  B  et 
G;  mais  l'une  d'elles  aura  pour  rapport  des  distances  d'un 

de  ses  points  aux  côtés  a  et  b  le  rapport  -!-—  ;  l'autre  aura 

pour  rapport  des  distances  d'un  de  ses  points  aux  côtés  a 

V 

et  c  le  rapport  — . 

A 

Donc,  on  a  d'une  part  les  rapports 

1  [J.  V 

et  d'autre  part  les  égalités 

û'aA  =  oh\J.  =  B'cv. 

IV 

On  peut,  d'une  manière  simple  et  générale,  établir  que  trois 
points,  liés  à  un  triangle,  sont  en  ligne  droite. 
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En  effet,  lorsqu'un  point  est  lié  à  un  triangle,  on  peut 
toujours  évaluer  les  distances  de  ce  point  aux  trois  côtés. 

Soient  da,  d'a,  d"a  les  trois  distances  de  trois  points  au 
même  côté  a;  si  le  rapport 

da  —  d'g 

Ct'a  —   d"a 

est  indépendant  du  côté  que  l'on  considère,  les  trois  points 
sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  ABC  le  triangle  considéré.  M,  N,  P  les  trois 
points.  On  a,  par  hypothèse, 

da  —  d'a  db  —  d'b 

d'a  —  d"a        d\  —  d"b 

Si  nous  menons  par  les  points  des  parallèles  respective- 
ment au  côté  a  jusqu'à  la  rencontre  avec  le  côté  b,  et  des 
parallèles  à  b  jusqu'à  la  rencontre  avec  a,  les  longueurs  de 
ces  lignes  seront  proportionnelles  aux  distances  des  mêmes 
points  au  côté  b  et  au  côté  a  (puisque  ces  lignes  s'obtien- 
dront en  divisant  les  dislances  correspondantes  par  sm  C). 
Par  suite,  nous  aurons,  entre  les  lignes  nouvelles,  une  rela- 
tion identique  à  celle  que  nous  donne  l'hypothèse,  et  l'on 
sait  que,  dans  ce  cas,  les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

La  connaissance  préalable  d'un  autre  point  sur  le  même 
alignement  permettra  de  substituer  ce  nouveau  point  à  l'un 
des  points  désignés,  lorsque  ses  distances  s'exprimeront 
beaucoup  plus  facilement. 

Dans  la   pratique,  on  cherchera  seulement  si    deux   des 
différences        d,t  —  d'a,     d'a  — d"a,     da  —  d'à 
sont  dans  un  rapport  constant;  il  sera  inutile  de  le  vérifier 
pour   les  autres   distances.    Cette    condition  est,   en   effet, 
nécessaire  et  suffisante. 

Les  projections  des  segments  déterminés  par  les  trois 
points  se  trouvent  dans  le  même  rapport  que  ces  segments, 
et  aussi  que  les  différences  que  nous  venons  de  considérer. 
On  peut  en  déduire  des  relations  métriques;  généralement, 
ces  dernières  se  présenteront,  d'une  façon  presque  intuitive, 
à  la  seule  inspection  des  formules,  coramo  on  pourra  lo 
reconnaître  dans  quelques-uns  des  exemples  donnés  dans  le 
cours  de  cette  étude. 
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Soit  M  un  point  du  plan  dont  les  distances  aux  trois  côtés 
du  triangle  sont  proportionnelles  à  une  fonction  symétrique 
/  des  côtés  a,  b,  c;  P  étant  une  constante,  et  T  désignant  la 
surface  du  triangle,  les  distances  da,  db,  dc  du  point  M  aux 
trois  côtés  s'exprimeront  par  des  relations  de  la  forme 
da  db  dr 

ta  fb  fc 

2T  =  ada  +  bdb  -j-  cdc  =  p(afa  -f  bfh  +  cfc), 
relations  qui  déterminent  p  et  da,  db,  dc. 

De  même,  pour  le  point  correspondant  M',  résultant  de 
l'intersection  des  droites  AM',  BM',  CM',  symétriques  des 
droites  AM;  BM,  CM  par  rapport  aux  bissectrices,  on  aura 

d'af„   =  d'bfb    =  d'rfc  =  0 

2T  =  ad'a  +  bd\  +  cd'c  =  p  (-f-  +  i  +  ~ Y 

\  fa  U>  le  J 

relations  qui  déterminent  p'  etcfa,  d'by  d'c. 

Le  plus  souvent,  on  connaîtra  d'avance  la  fonction  /'pour 
l'un  des  points  M  ou  M'. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  emploierons  les  notations 
suivantes  :  a  -\-  b  -j-  c  =  2P  ; 

a2  +  b2  -j-  c2  =  m2  ; 
a262  +  a^d1  +  62c2  =  ?i*  ; 
a4  -f-  64  +  c*  =  pi  ; 
on  en  tire  m4  =  p'*  -f-  2n*.  (A  suivre.) 


EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  SAINT-CYR  (1883) 


On  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieure- 
ment; leurs  rayons  sont  R  et  r.  Trouver  l'angle  des  tan- 
gentes communes.  Quelle  est  la  condition  pour  que  cet  angle 
soit  de  60°? 

—  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  b  et  c  pour 

,,         .,     sin2  b  tgb 

que  1  on  ait   =  — - — . 

sm2  c  tec 
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—  On  donne  un  demi-cercle  AOB,  on  mène  la  tangente 
en  B;  mener  la  droite  ACM  rencontrant  la  circonférence 
en  G  et  la  tangente  en  M  de  façon  que,  si  l'on  fait  tourner 
la  figure  autour  de  AB,  on  ait  vol.  AGB  =  vol.  CMB. 

—  De  tous  les  cylindres  inscrits  dans  une  sphère,  quel  est 
celui  de  surface  totale  maxima  ? 

—  Dans  un  rectangle  ABCD,  mener  une  ligne  DM,  rencon- 
trant AB  en  M  de  façon  que  DM2  -f-  MB2  =  K2. 

3  4 

—  On  a  sin  x  =  -^-,  sin  y  =  -^-.  Démontrer   que    l'on   a 

5  5 

x  -f-  y  =  qo°. 

—  Un  mobile  pesant  est  lancé  horizontalement  avec  une 
vitesse  donnée.  Trouver  à  un  instant  donné  sa  position  et 
sa  vitesse. 

—  Connaissant  la  corde  d'un  arc,  trouver  son  sinus  et  son 
cosinus. 

—  Dans  un  triangle  on  a  b  =  \/2;  c=\/3;C  =  6o°. 
Calculer  les  éléments  de  ce  triangle. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  tel  que  son  volume 
soit  égal  à  la  somme  des  volumes  des  segments  déterminés 
par  les  deux  bases. 

—  Étant  données  trois  forces  appliquées  aux  sommets  d'un 
triangle  suivant  les  hauteurs  issues  de  ces  sommets,  et  pro- 
portionnelles aux  côtés  opposés,  démontrer  qu'il  y  a  équilibre. 

—  On  donne  un  rectangle  ABCD;  déterminer  sur  AB  un 
point  M  tel  que  DM2  =  AM.BM. 

—  Lieu  géométrique  des  points  de  l'espace  dont  la  somme 
des  carrés  des  distances  à  trois  points  fixes  est  constante. 

—  On  prend  deux  plans  inclinés  ayant  même  hauteur  OH 
et  même  sommet  0.  En  0  est  une  poulie  sur  laquelle  passe 
un  cordon  terminé  par  deux  poids  P  et  Pr;  ces  derniers 
reposent  sur  les  plans  inclinés.  On  demande  les  conditions 
d'équilibre.  —  Les  deux  poids  étant  en  équilibre,  démontrer 
que  si  on  fait  monter  un  des  poids  d'une  certaine  longueur 
sur  l'un  des  plans,  L'autre  descendant  de  la  môme  longueur 
sur  l'autre  plan,  le  centre  de  gravite  du  système  ne  change 
pas. 

—  Mettre  sous   la    forme  d'un   produit   de  deux  facteurs 
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du  premier  degré  le  polynôme 

6  x1  —  1 3  xy  -f-  6  y2  —  x  —  y  —  i . 

—  Variation  des  racines  de  l'équation 

(X2  +  3  X  -f  7)  x2  -f  (X  —  i)  x  —  1 5  =  o, 
quand  X  varie  de  —  oo  à  -f-  oo  . 

—  Déterminer  c  dans  l'équation  as2  —  y  x  -\-  c  =  o  de 
façon  que  l'on  ait  ce'2  —  ce"2  =  21. 

—  Résoudre  le  système 

x  —  y  =  3  x  y  ;     x  +  y  =  705^. 

.03  ce  —f-  1  1 

—  Trouver  la  fraction  — ,  sachant  que =  — -,  et 

y  y  $ 

X  I 

y  +,1     "  4  ' 

—  Étant  donné  le  demi-cercle  MOP,  mener  la  corde  MN 
de  telle  façon  que  le  volume  engendré  par  le  segment  qu'elle 
détermine  soit  égal  au  volume  du  cône  engendré  par  le 
triangle  rectangle  ONK  (K  étant  la  projection  de  N  sur  OM) 
lorsque  la  figure  tourne  autour  de  OM. 

—  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  O  auquel  est 
appliquée  une  force  F  perpendiculaire  au  plan  du  tableau. 
Décomposer  cette  force  en  trois  autres  appliquées  en  A,B,C, 
et  parallèles  à  la  première. 

—  On  donne  une  barre  indéfinie,  avec  une  force  appli- 
quée en  un  point  A,  et  verticale.  On  sait  que  l'unité  de  lon- 
gueur de  la  barre,  supposée  prismatique  et  homogène,  pèse  a; 
dire  où  il  faut  couper  la  barre  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
si  l'on  prend  un  point  G  comme  point  fixe  sur  la  barre. 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  extérieur,  mener 
parce  point  une  sécante  telle  que  la  corde  soit  une  moyenne 
proportionnelle  entre  la  sécante  entière  et  la  partie  exté- 
rieure. 

—  Résoudre  xy  =  yx;    xa  =  yh . 

—  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  différence,  leur 
somme  et  leur  produit  soient  entre  eux  comme  2;  3,  5. 

—  Dans  l'équation 

x2  +  4  (p  —  2)  x  f  3p2  -f  5  =  o, 
déterminer  p  de  façon  que  l'une  des  racines  soit  double  de 
l'autre. 
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x  =  y  a2  +  \/bl  +  a2b\ 

—  On  a  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  A  et 
de  B;  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de 
A  -L-  B  ;  de  A  -f-  mB  et  de  B  ;  de  A  +  mB  et  de  A. 

—  Trouver  pourx  =  a  la  valeur  de  l'expression 

3 

\x%  —  ax  -\-  y  x%  —  a2. 


\  x-  —  a2  +  x:] 


ax- 


QUESTION  33 


Sur  une  tangente  à  la  sphère  0,  on  prend  deux  points  tels 
que  OS  —  OS'  soit  égal  à  R.  Ces  deux  points  so)it  les  sommets 
de  deux  cônes  circonscrits  a  la  sphère.  Déterminer  la  position 
des  points  S  et  S'  de  façon  que  le  volume  compris  entre  les 
deux  cônes  et  la  sphère  ait  un  volume  donné.  (L.  Lévy.) 

Soient  S  et  S'  les  deux  points   cherchés.  Si,  du  volume 

s' 


ASTI,  compris  entre  le  premier  cône  et  la  sphère,  je  retranche 

le  \olume  AS'T'I,  compris  entre  le  second  cône  e1  la  sphère, 
j'aurai  la  quantité  «[ne  je  cherche  à  déterminer  au  moyen 
•  le-  qiiantités  Si  >  ci  S'O. 

Soit  x  la  longueur  S<  I  ;  je  vais  exprimer  le  volume  ASTI  au 
moyen  de  x.  J'ai  d'abord 

Vol.  ASTI  =  vol.  AST  —  vol.  sect.  AITO  ; 
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ce  qui  donne 

Vol.  ASTI  =  4-  izx  .  AK2  —  -|-  *R2  1K 

3  3 

=  _L  ^R  _  OK)[;r(R  +  OK)  —  2R2]. 
3 

R2  . 

Or,  on  sait  que  l'on  a  OK  = ;     donc     après    rédac- 
tions faciles,  on  trouve 

Vol.  ASTI  =  4-  -R2    (a3~~R)2- 

3  £C 

On  trouvera  de  même,  en  posant  OS'  =  y, 
Vol.   AST'I  =:  4  tuR2   iy  ' 


3  y       ' 

donc  il  faut  déterminer  x  et  y  de  façon  que  l'expression 

1    R2r(*-R)2      (y-R)2i 


3  L       x  y       J 

ait  une  valeur  donnée,  sachant  que,  entre  œ  et  y,   on  a  la 
relation  x  —  y  =  R. 

On  en  tire  immédiatement,  pour  la  valeur  de  l'expres- 
sion   cherchée,  en  fonction  d'une  seule  inconnue  : 

_l  R.  r    y*        (y  -  R>2 1 

3  7    L    L(y  +  R)  7/        J" 

Il  suffit  évidemment  de  déterminer  la  fonction  entre  cro- 
chets, de  façon  que  cette  fonction  prenne  une  valeur  R/,  telle 

que  — -  7iR3/  soit  égal  au  volume  donné. 
3 

On  a  donc,  après  réduction,  à  résoudre  l'équation 

y»   +  Ry_R. 

xf  -f  R(/ 

ou  y\i—  1)  -f-  %(*  —  0  +  R2  =  0. 

On  voit  immédiatement  que,  si  le  volume  donné  est  plus 
petit  que  le  quart  de  la  sphère  (auquel  cas  on  a  /  <  i),  les 
racines  de  cette  équation  sont  réelles,  l'une  positive,  l'autre 
négative;  or,  dans  le  problème,  y  représente  "une  quantité 
essentiellemement  positive,  puisque  y  est  une  longueur, 
qui  doit  être  plus  grande  que  R,  le  point  S  devant  être 
extérieur  à  la  sphère.  Si  l  était  plus  grand  que  i,  les  deux 
racines  seraient  négatives,    dans  le  cas  où    elles    seraient 
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réelles.  On  voit  donc  que  le  volume  compris  entre  les  deux 
cônes  et  la  sphère,  sous  les  conditions  imposées  par  l'énoncé, 
est  inférieur  au  quart  du  volume  de  la  sphère. 

Cherchons  la  condition  pour  que  la  racine  positive  soit 
plus  grande  que  R,  en  supposant  /  <  i. 

L'équation  peut  s'écrire,  en  changeant  tous   les  signes, 
t/«(i  -  l)  +  %(i  _0-R2  =  o; 
en  écrivant  que  la  racine  positive  est  plus  grande  que  R, 
on  trouve   pour  condition 

Donc,  le  volume  compris  ainsi  entre  les  deux  cônes  et  la 
sphère  est  compris  entre  le  huitième  et  le  quart  du  volume 
de  la  sphère. 

Il  est  facile  de  construire  les  deux  racines  de  l'équation 
en  y,  puisque  ces  racines  étant  de  signes  contraires,  le 
problème  revient  à  trouver  deux  lignes  dont  la  différence 
soit  R,  et  dont  le  produit  soit  égal  au  rectangle  de  deux  lignes 

R  et -.  La  plus  petite  de  ces  racines  est  celle  qui  con- 
vient au  problème. 


VARIETES 


DEUX  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DE  SITUATION 
Par  M.  Fleury,  chef  d'institution. 

Dans  son  bel  ouvrage  intitulé  Récréations  mathématiques, 
M.  Lucas  traite,  comme  exemples  de  géométrie  de  situation, 
le  problème  des  ponts  de  Kœnigsberg  et  celui  des  figures  d'un 
seul  trait.  Pour  la  solution  delà  première  question,  il  repro- 
duit textuellement  un  long  mémoire  d'Exiler,  auquel  il  ajoute 
une  note  complémentaire,  et  de  cette  solution  il  l'ail  dépendre 
celle  des  figures  d'un  seul  trait.  Mais  personne  n'a  encore 
indiqué  d'une  manière  précise  la  marche  «à  suivre  pour 
arriver  sûrement  et  sans  tâtonnements  à  décrire  une  6gure 
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d'un  trait  continu,  et  sans  repasser  sur  aucune  ligne  déjà 
tracée.  Dans  le  présent  article  je  donne  :  1°  une  solution 
beaucoup  plus  simple  des  deux  questions  que  je  ramène  à 
une  seule  ;  2°  une  règle  sûre  et  très  simple  pour  décrire  une 
figure  d'un  irait  continu,  et  sans  repasser  sur  les  lignes  déjà 
tracées. 

Figures  d'un  seul  trait. 

La  ligne  qui  part  d'un  des  points  A  et  B,  pour  aboutir  à 
l'autre,  passant  cinq  fois  au  point  G,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  dix 
chemins  qui  partent  du  point  G. 
On  voit  ainsi  que  dans  une   figure    d'un   seul   trait  tous 

les  points  sont  pairs,  à  l'excep- 
tion des  deux  extrémités  de 
la  ligne,  qui  sont  en  des  points 
impairs,  à  moins  qu'elles  ne 
soient  réunies  au  même  point. 
Ainsi,  toute  figure  d'un  seul 
trait  a  tous  ses  points  pairs, 
ou  seulement  deux  points  im- 
pairs. Mais  la  réciproque  de 
cette  proposition  n'est  pas 
Traie  ;  car  une  figure  qui  a  tous 
ses  points  pairs  ou  seulement  deux  points  impairs  peut 
être  composée  de  plusieurs  parties  qui  ne  communiquent  pas 
entre  elles  ;  et  il  est  bien  évident  que  dans  ce  cas  elle  ne 
peut  se  décrire  d'un  seul  trait. 

Pour  reconnaître  si  une  figure  peut  être  tracée  d'un  seul 
trait,  il  faut  d'abord  s'assurer  que  toutes  ses  parties  com- 
muniquent entre  elles,  et  ensuite  que  tous  ses  points  sont 
pairs  ou  qu'elle  n'a  que  deux  points  impairs. 

Lorsque  tous  les  points  de  la  figure  sont  pairs,  on  peut 
partir  d'où  l'on  veut,  et  l'on  finit  nécessairement  où  l'on  a 
commencé;  tandis  que  si  la  figure  a  deux  points  impairs, 
il  faut  nécessairement  commencer  par  l'un  et  finir  par 
l'autre. 

La  figure  étant  tracée  à  la  craie  sur  le  tableau  noir,  la 
question  consiste  à  en   décrire    une    pareille,  ou,    en  sui- 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  259 

vant  la  même  marche,  à  en  effacer  successivement  les 
lignes  avec  le  doigt  ou  un  pinceau.  Pour  faciliter  l'explica- 
tion, je  supposerai  que  c'est  un  pinceau  qui  suit  et  efface  à 
mesure  les  lignes  de  la  figure  donnée. 

J'appellerai  figure  réduite,  toute  figure  composée  seule- 
ment des  lignes  qui  ne  sont  pas  encore  effacées  ;  point  d'ar- 
rivée, le  point  où  est  arrivé  le  pinceau  qui  efface;  et  point 
final,  celui  par  lequel  se  termine  l'opération. 

Le  point  d'arrivée  et  le  point  final  sont  nécessairement 
les  deux  points  impairs  de  toute  figure  réduite.  Il  n'y  a  qu'au 
moment  où  le  pinceau  passe  par  le  point  final  que  la  figure 
a  tous  ses  points  pairs. 

Durant  toute  l'opération  le  nombre  des  points  impairs 
étant  nécessairement  deux  ou  zéro,  une  figure  réduite  ne 
peut  devenir  impossible  qu'en  se  partageant  en  deux  parties 
qui  ne  communiquent  plus  entre  elles. 

Si  par  les  points  d'une  figure  on  entend  seulement  ses 
points  multiples,  la  ligne  qui  joindra  deux  points  A  et  B 
sans  passer  par  aucun  point  intermédiaire  sera  un  chemin 
direct,  et  si  c'est  le  seul  chemin  qui  aille  de  A  à  B,  je  l'ap- 
pellerai chemin  isolant;  parce  qu'une  fois  qu'il  est  parcouru 
et  effacé,  la  figure  se  trouve  partagée  en  deux  parties  isolées 
l'une  de  l'autre. 

Cela  posé,  la  règle  sûre  et  très  simple  pour  réussir  à 
décrire  d'un  seul  trait  la  figure  donnée,  c'est  de  ne  prendre 
un  chemin  isolant  qus  lorsqu'il  n'en  reste  plus  d'autre  à 
prendre. 

Cette  condition  est  nécessaire  ;  car  si,  arrivé  en  A,  je  prends 
le  chemin  isolant  AB,  lorsqu'un  autre  chemin  partant  du 
point  A  n'a  pas  été  parcouru,  la  ligure  réduite  sera  parta- 
gée en  deux  ligures  partielles  isolées,  et  il  ne  me  sera  plus 
ible  de  revenir  à  celle  que  j'aurai  quittée.  La  condition  est 
suffisante  :  car  le  poinl  A.  étanl  impair,  puisque  c'est  le  point 
d'arrivée^  il  devient  pair  par  La  suppression  du  chemin  Ai:. 
et  alors,  en  décrivant  La  ligure  partielle  située  du  côté  du 
point  A,  on  revien  Ira  en  A.  après  quoi  l'on  prendra  le  che- 
min AB  pour  aller  décrire  L'autre  figure  partielle,  qui  con- 
tient le  point  final  ;  autrement  si  ce  point  était  sur  la    pre- 
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mière  figure  partielle,  celle-ci  n'aurait  qu'an  seul  point  im- 
pair, ce  qui  est  absolument  impossible. 


Problème  des  ponts  de  Kœnigsberg. 

Ce  problème  consiste  à  déterminer  le  parcours  à  suivre 
pour  passer  une  seule  fois  chacun  des  sept  ponts  répartis 
comme  l'indique  la  figure  ci-dessous. 

Supposons  que  l'on  désigne   par  les   points  A,  B,  C,  D,  les 


bureaux  où  il  faut  aller  prendre  chaque  fois  son  billet  pour 
le  passage  du  pont  suivant,  et  tirons  les  lignes  qui  joignent 
ces  points  deux  à  deux  en  passant  par  tous  les  ponts.  La 
question  reviendra  évidemment  à  décrire  d'un  seul  trait  la 
figure  formée  par  toutes  ces  lignes.  Or  les  quatre  points 
A,  B,  C,  D  étant  impairs,  la  figure  ne  peut  se  décrire  d'un 
seul  trait,  et  ainsi  le  problème  des  ponts  de  Kœnigsberg 
est  impossible. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  pour  un  piéton  qui  se  propo- 
serait de  passer  une  fois  sur  chacun  des  deux  trottoirs  de 
chaque  pont;  car  alors  toutes  les  lignes  étant  doublées,  les 
points  A,  B,  C,  D  deviendraient  pairs,  et  ainsi  le  problème  du 
piéton  serait  possible  en  commençant  par  où  l'on  voudrait. 

De  même,  si  dans  le  premier   cas  on  établissait  un    pont 
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de  plus  entre  A  et  B,  ces  deux  points  deviendraient  pairs, 
et  le  problème  serait  possible  en  commençant  par  un  des 
deux  points  C  et  D,  Si,  en  outre,  on  établissait  un  pont  de 
plus  entre  C  et  D,  le  parcours  de  tous  les  ponts  serait  pos- 
sible en  commençant  par  où  l'on  voudrait. 

La  possibilité  du  problème  une  fois  reconnue,  il  suffit  pour 
en  assurer  la  réussite  de  suivre  la  règle  très  simple  qui 
consiste  à  ne  prendre  un  cbemin  isolant  que  quand  il  n'en 
reste  plus  d'autre  à  prendre. 

La  règle  donnée  par  Euler,  équivoque  et  incomplète,  d'uue 
part,  est,  d'autre  part,  la  meilleure  pour  assurer  la  non- 
réussite  du  problème.  La  voici  telle  qu'elle  est  reproduite 
dans  l'ouvrage  de  M.  Lucas  :  «  On  supprime  par  la  pensée 
les  couples  de  ponts  qui  conduisent  d'une  région  dans  une 
autre;  on  cherche  ensuite  la  course  à  effectuer  avec  le  reste 
des  ponts.  Cela  fait  on  rétablit  les  ponts  supprimés.  » 

L'auteur  ne  dit  pas  la  règle  à  suivre  pour  trouver  «  la  course 
à  effectuer  avec  le  reste  des  ponts  »  ;  ce  qui  peut  être  toute 
la  question.  Mais  supposons  cette  course  trouvée  et  effectuée, 
il  sera  souvent  impossible  de  passer  ensuite  tous  les  ponts 
rétablis. 


BIBLIOGRAPHIE 


Tables  de  logarithmes  a  six  décimales,  construites  sur  un 
plan  nouveau,  par  Adolphe  Benoist,  docteur  en  droit, 
membre  de  la  Société  Mathématique  de  France.  —  Paris, 
librairie  Delagravc. 

Les  Tables  de  Logarithmes  de  M.  Benoisl  se  distinguent  des  tables  inci- 
dentes par  an  certain  nombre  de  modifications  qui  sont,  à  coup  sur,  des  per- 
fectionnements pour  des  ouvrages  de  cette  nature. 

One  première  modification,  qui  tient  principalement  an  nombre  de  déci- 
males choisi  par  l'auteur,  consiste  dans  les  tables  de  parties  proportion- 
nelles. On  Bail  que,  en  général,  on  peul  compter  sur  autant  de  Qgures  au 
nombre  qu'il  j  a  de  décimales  d  ins  le  logarithme;  il  en  résulte  que,  les  table* 
donnant  déjà  cinq  Ggures,  l'interpolation  ne  devra  en  donner  qu'une.  De  là 
cette  Idée  fort  heureuse  de  M.  Benoist,  d'inscrire  sur  une  colonne  verticale 
les  oeuf  premiers  nombres,   à  droite  et  en  l'ace,  la  correction  à  faire  subir 
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au  logarithme  lorsque  la  sixième  figure  du  nombre  est  l'un  de  ces  chiffres, 
tandis  que,  à  gauche,  il  inscrit  les  modiiications  du  logarithme  qui  donne- 
ront, en  négligeant  le  septième  chiffre,  une  sixième  ligure  déterminée.  Nous 
croyons  que  cette  modification  pourra,  dans  beaucoup  de  cas,  abréger  les 
calculs. 

Parlons  immédiatement  d'une  seconde  modification  introduite  dans  les 
nouvelles  tables,  et  qui  est  très  bonne.  On  sait  que,  dans  les  tables  les  mieux 
faites,  celles  de  Schron  par  exemple,  il  y  avait  tout  un  calcul  à  faire  pour 
obtenir  les  logarithmes  des  sinus  ou  des  tangentes  des  arcs  inférieurs  à  3  de- 
grés. M.  Benoist  a  conservé  le  bas  des  pages  de;  logarithmes  des  nombres 
pour  y  inscrire  les  logarithmes  de  ces  sinus  et  de  ce;  tangentes,  mais  il  a 
donné  immédiatement  ces  logarithmes  eux-mêmes,  de  façon  qu'il  n'y  a  pas 
de  calcul  nouveau  à  faire  pour  les  obtenir.  De  plus,  la  disposition  même  des 
tables  en  dix  colonnes  lui  permet  de  donner,  dans  un  espace  restreint,  les 
logarithmes  des  lignes  de  ces  arcs  de  seconde  en  seconde. 

Mais  ce  que  nous  trouvons  surtout  avantageux  au  point  de  vue  du  calcul, 
ce  sont  les  modifications  apportées  dans  la  disposition  des  tables  de  lignes  tri- 
CTonométriques.  Ces  modifications  sont  les  suivantes  :  d'abord  une  seule  page 
contient  les  logarithmes  d'une  ligne  trigonométrique  pour  un  degré.  Il  a 
suffi  pour  cela  de  prendre  une  disposition  analogue  à  celle  des  tables  ordi- 
naires pour  les  logarithmes  des  nombres.  Une  première  colonne  verticale 
contient  les  nombres  de  0  à  59  ;  ce  sent  les  minutes.  Puis  il  y  a  sept  co- 
lonnes verticales  marquées  0,  10,  20,  ...  60.  C'est  dans  ces  colonnes  que  sont 
inscrites  les  quatre  dernières  décimales  du  logarithme  pour  les  dizaines  de 
seconde.  Il  en  résulte  les  deux  avantages  suivants:  on  peut,  au  moyen  de  la 
première  colonne,  avoir  immédiatement  les  logarithmes  des  arcs  de  minute  en  mi- 
nute' puis  on  sait  que  pour  la  dernière  dizaine  de  secondes,  on  aura  à  chercher 
les  quatre  dernières  décimales  toujours  dans  la  même  colonne  verticale. 

En  second  lieu,  la  table  comprend  les  logarithmes  des  lignes  trigonomélriques 
de  tous  les  arcs  du  premier  quadrant  lus  toujours  dans  le  même  sens  ;  les  sinus  se 
liront  toujours  de  haut  en  bas,  l'arc  étant  pris  à  gauche;  il  en  est  de  même 
pour  la  tangente;  pour  les  .lignes  complémentaires,  on  lit  les  logarithmes  de 
bas  en  haut,  l'arc  est  compté  sur  la  droite.  Cette  disposition  a  permis  de 
réduire  le  nombre  des  pages  de  la  table,  tout  en  donnant  moins  de  chances 
d'erreur  pour  la  lecture  des  logarithmes.  Pour  l'interpolation  même,  on  saura 
que  l'on  doit  ajouter  lorsque  les  nombres  se  lisent  de  haut  en  bas,  et  de 
gauche  à  droite,  que  l'on  doit  retrancher  quand  les  nombres  se  lisent  de  bas 
en  haut,  et  de  droite  à  gauche. 

En  résumé,  nous  croyons  que  les  nouvelles  tables  de  M.  Benoist  rendront 
de  "rands  services  à  ceux  qui  ont  fréquemment  à  faire  des  calculs  de  loga- 
rithmes; nous  ne  regrettons  même  pas  que  l'auteur  n'ait  pas  indiqué  si  le 
dernier  chiffre  est  ou  n'est  pas  forcé;  nous  ne  croyons  pas  que  cette  connais- 
sance soit  vraiment  d'une  grande  utilité  dans  la  pratique. 

Indisposition  adoptée  pur  M.  Benoist  rend  très  facile  la  lecture  des  chiffres; 
c'est  là  un  point  important  pour  un  ouvrage  tel  que  celui  que  nous  venons 
d'analyser.  Nous  estimons  donc,  que  ce  livre  mérite,  à  plus  d'un  titre, 
d'attirer  l'attention  des  professeurs  et  nous  pensons  qu'il  rendra  de  grands 
services  aux  élevés  en  leur  facilitant  le  succès  de  ce  calcul  trigonométrique 
qui  fait  partie  des  épreuves  écrites  de  leurs  examens. 

G.  L. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


114.  —  On  donne  un  triangle  ABC,  el  le  cercle  circon- 
scrit,. Un  point  mobile  M  parcourt  ce  cercle.  Pour  chaque 
position  du  point  mobile,  on  construit  :  1°  la  droite  de 
Simson  relative  au  point  A  et  au  triangle  BCM  ;  £°  la 
droite  de  Simson  relative  au  point  B  et  au  triangle  ACM. 
Lieu  du  point  I  d'intersection  de  ces  deux  droites. 

(X.  Antomari.) 

115.  —  On  donne  deux  circonférences  ayant  pour  centre 
commun  le  point  0.  Soient  OT  un  rayon  epueleonque  de  la 
grande  circonférence,  0/  un  rayon  quelconque  de  la  petite 
circonférence.  Par  le  point  T,  on  mène  la  tangente  à  la 
première,  et  par  le  point  t  la  tangente  à  la  deuxième. 
Soient  M  leur  point  de  rencontre,  et  I  l'un  des  points  de 
rencontre  de  'SIt  avec  la  petite  circonférence.  Prouver  que 
l'on  a  M*2  =  MT2  -f  1T2.  (X.  A.) 

116.  —  Si  dans  un  triangle  ABC,  l'angle  A  est  double 
de  l'angle  B,  on  a  entre  les  côtés  la  relation 

a2  =  6  (b  +  c). 
Cas  du  triangle  rectangle,  A  et  B  étant  aigus.  Réciproque. 

(X.  A.) 

117.  —  On  donne  un  quadrilatère  ABGD  ;  soient  A'  le 
centre  de  gravité  du  triangle  BCD,  B'  celui  du  triangle  CAD, 
etc.  Prouver  que  les  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D' 
sont  homotbétiques.  (X.  A.) 

118.  —  On  donne  le  triangle  ABC  et  le  rayon  r  du  cercle 
inscrit.  Soient  A'B'C/  les  points  île  contact  du  cercle  inscrit 
avec  les-colrs  du  triangle,  A'  étant  sur  BC,  etc.  On  pose 
AC  =  a,  BA'  =  (3,  CLV  =  y.  Si  S  désigne  la  surface  du 
triangle  ABC,  prouver  que  l'on  ,i 

S  =  ^L.  x.A.) 
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119.  —  La  figure  étant  la  même  que  celle  delà  question 
précédente,  par  le  point  L,  pris  sur  le  cercle  inscrit,  on  mène 
une  quatrième  tangente  A^C^  le  point  At  étant  sur  BG,  etc. 
On  pose  LA,  =  x,  LBj  =  y,  LCt  =  z;  quelle  relation  y 
a-t-il  :  1°  entre  x  et  y  ;  2°  entre  x  et  z\  3°  entre  y  et  z; 
4°  entre  x,  y,  z?  En  conclure  la  formule 

S  =  ^1.  (X.A.) 

120.  —  On  considère  uu  parallélogramme  ABCD;  parle 
sommet  C,  on  mène  une  transversale  mobile  qui  rencontre 
AB  au  point  P,  et  AD  en  Q.  Sur  GP  et  GQ  comme  diamètre 
on  décrit  des  cercles.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit 
par  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles.       (G.  L.) 


RECTIFICATION 


L'article  que  nous  avons  publié  (p.  222)  et  ayant  pour 
titre  Considérations  sur  la  projection  oblique  du  cercle  est 
extrait  textuellement  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques 
(2e  série,  t.  XIV,  p.  324  et  359,  1875). 

C'est   par   un    malentendu   que   cet   article   a  été  publié 

dans   le  Journal   de   Mathématiques  ;    l'auteur    regrette    cet 

oubli,  et  la  Rédaction  retire  l'article. 

(La  Rédaction). 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lenioine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique» 
[Suite,  voir  pages  217  et  241.) 


XI 

Trouver  une  relation  entre  les  distances  x,  y,  z  d'un  point  0 
du  plan  d'un  triangle  aux  trois  sommets  A,  B,  G  et  les  côtés 
a.  b,  c  de  ce  triangle. 

On  a  par  les  formules  connues 

cos  -L  BOC  =  J./0 +  »  +  '«»  +  «—) 


cos^-  GOA  =  -L]f(x+3  +  b)(x  +  z-b) 
2  2   '  xz 

cos—  aob  =  lj/r(jg  +  y  +  c)(jg  +  y—  c) 

2  2  '  xg 

mais  entre  les  trois  ansles  —  BOC,  —  COA,  —   AOB    dont 

2  2  2 

la  somme  est  900,  un  a  la  relation 

,   _  ,-os2—  BOC  —  cos2   —  COA  —  cos2    —  AOB 
222 

=  2  cos  —  BOC  cos  —  G  0  A  cos  —  AOB  ; 
222 

en  remplaçant  les  cosinus  de  ces  angles  par   leurs  valeurs 

respectives,  on  a  donc 

. ,    /(,,  +  zy>  -  a2  (a; +  3)« -6»  U-+//)2-c2\ 

4  \  j/- ^f ^7/ 

=  ~r^{(y  +  »)'  -  a*)((x  +  »)"  -  &')((œ  +  *)"  -  c%) 

élevant  ;iâ  carré  el  développant,  il  vient 

„;.,..  _|_  &y  _j_cV  —  (6»+c»  —  O^O'CD»  -f  //232)  — 
(a2  -fc2  —  b^Xô'y"  +  œV)  —  (a*  -h  />'J  —  ,-ir^  -f  ••'-.'/- 1 
-fu'fiv  =  o,  (h 
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Nous  engageons  les  élèves  à  appliquer  celle  formule  à 
divers  problèmes  comme  ceux-ci  : 

Trouver  le  point  du  plan  d'un  triangle  pour  lequel  les  distances 
aux  trois  sommets  sont  proportionnelles  (ou  inversement  pro- 
portionnelles) aux  côtés  opposés;  aux  carrés  îles  côtés  opposés  ; 
à  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  qui  aboutissent  au  même 
sommet,  etc.;  ils  trouveront  là  un  bon  exercice  de  calcul. 

Ces  problèmes  peuvent  aussi  se  résoudre  géométriquement 
par  intersection  de  lieux. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  fait  x  =  y  =  z  dans  la  formule  (I  ). 
on  trouve  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Remarque  II.  —  Si  0  est  le  point  tel  que  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  soient  symé- 
triques des  pieds  des  hauteurs  par  rapport  au  milieu  des  côtés 
—  (ce  point  est  celui  que  nous  avons  déjà  rencontré  dans  notre 
étude  sur  le  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont  égales 
deux  à  deux  :  Association  française,  Congrès  de  Nantes  de 
4875),  la  somme  des  carrés  des  côtés  des  trois  triangles  BOC,AQC, 
AOB  est  la  même  pour  chacun  d'eux. 

Dans  ce  cas  l'on  a 

a6  —  (b2  —  c2)2(2&2  +  ic1  —  3a*) 


X' 


i6S2 

et  les  valeurs  analogues  pour  y2  et  s2,  S  désignant  la  sur- 
face du  triangle  ABC. 

XII 

Trouver  sur  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  ABC 
un  point  D  tel  que  la  droite  de  Simson  correspondant  à  ce  point 
soit  parallèle  à  une  direction  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  A'.B',C  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  de  D  sur  les  trois  côtés  (la 
droite  de  Simson  est  la  droite  A'B'C),  soit  H  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  ABC.  Soit  I  le  point  d'in- 
tersection de  AH  avec  A'B'C  et  K  le  point  d'intersection 
de  DH  avec  A'B'C. 

On    sait    que  KD  =  KH.    Donc  Iv  appartient  au  lieu  des 
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points  qui  divisent  en  deux  parties  égales  les  rayons  vec- 
teurs allant  de  H  à  la 
circonférence  circon- 
scrite. Ce  lieu  est  le 
cercle  des  neuf  points 
du  triangle  ABC. 

Un  sait  aussi  que  K 
est  le  milieu  de  A'I, 
donc  K  appartient  à  la 
droite  lieu  des  milieux 
des  parties  des  paral- 
lèles à  la  direction 
donnée  comprise  entre 
les  deux  droites  BC  et 
AH. 

Le     point    K    de    la 
droite  cherchée  est  donc  déterminé  par  l'intersection  de  ces 
deux  lieux,  et  le  j  rohlème  est  résolu. 


XIII 


On  donne  deux  circonférences  de  centre  0  et  de  rayon  R  et  r 
et  une  droite  fixe  JM',  dont  la  distance  30  au  centre  des  cir- 
conférences est  1;  on  construit  les  cercles  ayant  leur  centre  en 
"SI,  point  quelconque  de  la  circonférence  de  rayon  R,  et  tangente  à 
JM'  en  M'.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  similitude  de  ces 
cercles  et  du  cercle  de  rayon  r . 

Soient  O'  et  O'j  les  points  d'intersection  de  OJ  avec  la 
circonférence  de  rayon  r: 

O'M'  <'l  OM  se  coupenl  en  P5  qui  est  le  centre  de  simili- 
•  tu  le  directe  considéré  : 

0,M'  et  OM  se  coupenl  en  1\  qui  est  le  centre  de  simili- 
tude  inv_erse  considéré  ; 

Soient  P'  et  y.  les  pieds  des  perpen  liculaires  abaissées  do 
P  cl  de  M  sur  la  tangente  menée  en  ()'  au  cercle  de  rayon 
/•;  soient  P'j  ef  v,  le-  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
P,  et  M  Bur  la  tangente  menée  en  ()',  au  cercle  de  rayon  r. 
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PP'         O'P  OP 


On  a 


M'y.         O'M'        OM 
PP'  OP 


ou 


/  — /•  R 

PP'  ,  l  —  r 

Le  rapport  -tt^-  est  donc  constamment  égal  à  — - — ■  et  le 


OP 


R 


lieu  de  P  est  uue  conique  qui  a  0  pour  loyer  et   O'P'  pour 
directrice. 
On  aurait  de  même 

PiP'i  ,  ,   l  +  r 
OPi  R 

et  le  lieu  de  Pt  est  une  conique  qui  a  0  pour  foyer  et  O^P^ 
pour  directrice. 
La  discussion  est  fort  simple  :  car   ces  coniques  sont  des 
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ellipses,  des  paraboles  ou  des  hyperboles  suivant  que   les 

l  —  r     14-r 

rapports  — - — , — - —  sont  plus  grands  que  l'unité,  égaux 

ri  ii 

à  l'unité,  ou  plus  petits  que  l'unité. 

XIV 

Par  un  point    K  fixe,  on  mène  deux  droites  variables  BA'. 
A3',  qui  coupent  deux  droites  fixes  Ox,  Oy,  en  quatre  points  AA' ', 


B,B'»  ^ls  que  le  quadrilatère  AA'BB'  soit  inscriptible.  Trouver 
le  lieu  des  centres  m  des  circonférences  circonscrite*  à  ces  qua- 
drilatères. 

Par  K  menons  la  droite  PQ  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  i/O.x,  P  étant  surOx,  Q  sur  Oy. 

En  P  el  on  Q  menons  des  perpendiculaires  respectivement 
ù  Ox  et  à  Oy,  perpendiculaires  se  coupant  en  0'  ;  soit  a  le  mi- 
lieu de  AA',  soit  p  le  milieu  de  BB\ 
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Les  perpendiculaires  menées  en  a  et  S  respectivement  à 
Ox,  Oy  se  coupent  en  w,  point  du  lieu. 

Soit  V  le  point  où  Ka  et  PO'  se  coupent. 
Soit  S  —  Kp  et  QO' 

Les  deux  triangles  AKA',  BKB'  sont  semblables;  dans  ces 
riangles  a  et  S  sont  des    points  homologues   ainsi  que   V 

KV         Ka     . 

et  S;  on  a  donc  —  =  —  . 

Les  deux  droites  VS  et  a(3  sont  donc  parallèles,  par  suite 
les  deux  triangles  VO'S,  awp  ont  leurs  côtés  parallèles  deux 
à  deux  et  sont  homothétiqucs  ;  par  suite  les  trois  points 
K,  0',  co,  sont  en  ligne  droite. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  KO'. 

Cette  question  que  j'avais  proposée  dans  la  Nouvelle  Cor- 
respondance de  Mathématiques,  j  a  été  résolue  analytique- 
ment. 

XV 

1°  Si  deux  triangles  AB"C,  A'BC  ont  deux  centres  d'homo- 
logie  0  et  0',  ils  en  ont  un  troisième  w;  autrement  dit  :  deux 
triangles  doublement  homologiques  le  sont  triplement. 

2°  Soit  C  l'intersection  de  AB  et  de  C'C", 

—  B'  —  A'C    —    BB", 

—  k"  —  AA'    —    B"C", 

il  est  évident  que  les  trois  triangles  AB"C,  A'BC",  CB'A"  sont 
deux  à  deux  doublement  homologiques ,  avec  0  et  0'  pour  centres 
d'homologie,  et  pur  suite  ils  le  sont  triplement  ;  démontrer  que  les 
trois  troisièmes  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite. 

Pour  démontrer  la  première  partie, il  suffit  de  faire  voir 
que  les  trois  droites  BC,  AC",  A'B"  se  coupent  en  un  même 
point  (ù  ou  que,  si  I  est  le  point  où  BC  coupe  OA  et  J  le 
point  où  A'B"  coupe  OC,  les  deux  rapports  anharmoniques 
(OIAA'),(OC'C"J)  sont  égaux:  car, le  point  0  étant  commun, 
les  droites  joignant  les  autres  points  se  couperont  au  même 
point. 

Or  le  faisceau  (C',OIAA')  coupé  par  OA  et  CO' 
donne  (OIÀA')  =  (CBAO') 

et  le  faisceau  (A',  OC'C'J)  coupé  par  OJ  et  par  OC" 
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donne  (OC'C'J)  =  (A'O'CB")  ; 

mais  en  intervertissant  les  deux  premières  lettres  avee  les 

deux  dernières  (A"0'C"B")  peut  s'écrire  (C"B"A"0'). 

et  remarquant  que  le  faisceau  (0,  G"B"A"0)  coupe  par   OC 

et  par  O'G"  donne     (CBAO')  =  (C"B"A"0'), 

il  vient  (01 A  A')  =  (OC'C'J). 

Démontrons  la  seconde  partie. 

Le  centre  w  d'homologïe  de  AG'B"  et  de  BA'C"  est  l'inter- 
section de  A'B"  et  de  BG'. 

Le  centre  w'  d'homologie  de  AG'B"  et  de  A"B'G  est  l'inter- 
section de  A"C  et  de  CB*. 

Le  centre  w"  d'homologie  de  BA'C"  et  de  A"B'C  est  l'inter- 
section de  A'C  et  de  A"B. 

Les  deux  triangles  A'B"G,  A"C'B  sont  doublement  homo- 
logiquesavec  0  et  0'  comme  centres  d'homologie,  ils  en  ont 
donc  un  troisième  u>l. 

Or  les  points  o),  a>',  w"  sont  respectivement  les  points  de 
rencontre  des  côtés  homologues  des  deux  triangles  A'B"C, 
A"C'B,  Wj  étant  considéré  comme  centre;  donc  w,  w',  oo"  sont 
en  liarne  droil<\ 


NOUVELLES  PROPRIETES  DU  TRIANGLE 

Par  M.  H.  Brocard,  capitaine  du  génie. 
[Suite  et  fin,  voir  page  248.) 


VI 

Appliquons  la  méthode  précédente  aux  systèmes  de  trois 
points  en  ligne  droite  que  nous  avons  indiqués  (*). 
1.  —  0,  centre  du  cercle  circonscrit; 

E,  centre  de  gravité; 

H,  -point  de  concours  des  hauteurs. 
On  trouve  facilement 

(*)   Nous  indiquerons  les  distances  au  côté  a  par  la  lettre  qui  désigne  le 
point,  accompagné  d'un  indice  ;  la  distance  de  0  au  côté  a  sera  Oa. 


et  l'on  a 
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Oa  =  — l a(62  +  c2  —  a2) 

2UA  p*1 

2T 

„  2T         la2  4- 62  — cï)(a2  +  cî  —  62j 

Ha   =   ; 

2  n  '  —  p  '  a 


Q„  —  E„   _       p*  -f-  ^4  —  3fo2c2  —  3«-  _i_ 

E,  —  Hn  ~~   ip'  -f  2n*  —  662c2  —  6a*  ~  "    2 
ce  qui  montre,  en  outre,  que  HE  =  2EO,  relation  connue, 

2.  —  D,  centre  d'homdogie  des  triangles  ABC  et  XJSfii  » 

E,  centre  de  gracile; 

S,  milieu  de  wco'. 
On  trouve  facilement 

2Tat62cî     1 


Da  = 


n' 


ii 


2T 

5a 

S.  =  -î-  •  a(6l  +  c») 

Da  — E„  2(3ô«c«  — n*) 

et  1  on  a 


Ea  —  Sa  2n*  —  3a2(62  +  c2) 

ce  qui  établit  en  outre  que  DE  =  2ES. 

3.  —  D',  point  correspondant  à  D; 

K,  centre  des  médianes  anliparallèles  : 
0,  centre  du  cercle  circonscrit,  ou,  ce  gui  revient  au 
même,  S  milieu  de  tou. 

T 
On  a  alors  Sa  =  — -  a(b*  -f  c2)  ; 


k„  =  — --  .  a  : 
m1 

- 

2T 

D;  =  — -  .  a3  ; 

et  l'on  en  tire 

oa  —  Ka 
Ka  —  D„ 

(62  4-  c")m«—  2/11 

(62  -f  C2)/)4   —   2fl2/ll 

IL 

m* 

_  t 
'  m*' 

journal  de  math. 

n.hv.  1883 

12. 
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Pour  prouver  que  D'  est,  en  même  temps,  le  pôle  de  bw, 
il  suffit  d'établir  que  le  rapport  de  OS  à  SD'  est  bien  celui 
qui  résulterait  de  la  situation  du  pôle  de  la  corde  ww',  Or 
on  a  dans  cette  hypothèse 

OK 

OS  =  —  (i  +  cos  2a)  ==  OK  cos2  a  ; 

2 

SD  =  tg  2a  ; 

OS  OK(i  —  tg2  a)  m2  .  OK  .  p4 

donc 


SD'         «ou'  tg  a(i  -f  tg*  a)  2W(0'  ,  wy2n«  _  p* 

Mais 

,,„        2a6c  v/p4  —  w*  ,         a&c  v/p4  —  n4 

OK  = ,v  ^  ;         uft>'  = 


m2  y/  2n4  —  p4  P* 

Donc  après  réduction  on  trouve 
OS     _  p4 

"sdT  :"  2n4— p4  ' 
d'autre  part  on  a 

Oa  — Sa      _  ff4[2n4(fr2  -f  c2  —  a2)  —  (b2  -f-  c2)(2n4  —  p4)] 
S   —  D'tt  ~~  (2n4  -  p4)[(62  -f-  c2)jo4  —  2a2n4] 

2  n4  —  p4 
Donc  le  point  D'  est  bien  le  pôle  de  u>w'. 

Remarque.  —  Par  construction,  wSw' est  la  corde  commune 
au  cercle  de  Brocard  et  à  la  circonférence  décrite  sur  ZD 
comme  diamètre.  Ainsi 

Su>2  =  SO.SK  =  SZ.SD', 
m^abc  y/p4  —  nk 


on  en  déduit  SO  == 


m 


*  «/2ft4  —  p4 


sz  __  piabc  vV  —  n< 


in 


4m2y/  2n, — p4 


a6c  y/p4  —  h4  lAn4  —  p4 

SK  = : — 

iivmr 


_     mïabc  \/p4  —  n4  \/ ' inK  —  p4 
2n4p4 
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4.  —  S',  point  correspondant  à  S; 

E,  centre  de  gravité; 

D',  pôle  de  ono'. 
On  a  les  formules 

2T  (a2  +  62)(a2  -f  c2) 


S'.= 
Ea  = 
D'  = 


p4  -f-  3n4 
2T 

Ta''' 
2T 


=  consl. 


p1 

On  en  tire  alors 
D'à  —  Ea  _         (3a1  —p'W  +  3n4)  _   p>  -f  3n* 

S'a  —  E0  =~  p*(3a«  +  3n*— p«  —  3n*)  ~~        p4 

5.  —  H,  point  de  rencontre  des  hauteurs  ; 
S,  milieu  de  uw'; 

Z',  /)o?»7  correspondant  au  centre  Z  dw  cerc/e  de  Bro- 
card. 

Le  point  Z  étant  le  milieu  de  OK,  les  distances  de  Z  s'ob- 
tiendront par  le  même  moyen  que  celles  du  point  S,  milieu 
de  tato.  On  trouve  ainsi 

2T(2n«  —  ahn*) 


Zu  = 
Z'fl  = 


»i2(2/i4  p4) 

2T;2//V/'2m2  -J-  m'b^c1  —  2?i4p4) 


3an*(2w*  —  p4) 
A  cette  dernière  expression  il  faut  joindre  les  formules 

H*  =     /  1 — w  (2«4  +  **v  -  p4); 
a(2?i4  —  p  ) 

Ta  (m2  —  a2) 


Sa  = 


Oïl   trouve  ainsi 


n4 

Ha  —  Z„ 


«'.    -  S. 

ou  encore  3Z'„  =  H'a  -f-  iS*i 

A  L'inspection  des  formules,  on  reconnaîtrait  les  indices  de 
L'existence  d'une  relation  de  ce  genre. 

Le  reste  du  calcul  s'achève  facilement  et  ou  vérifie  l'iden- 
tité 
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2ii'a2mi  -L-  ^0*111*  —  2?j(p4 
=  n4(2a4  -f-  2hïc*~  —  p')  -f  a2(m*  —  a»)(2n4  —  p4). 
Le  rapport  des  segments  déterminés  sur   les  droites  SD, 
OH.  par  le    point  E.  et    sur  la  droite  SH    par   le    point   Z' 
montre  que  les  lignes  DH,  OSD',  EZ'  sont  parallèles. 

Cette  propriété  nous  servira  dans  la  suite,  et  nous  per- 
mettra d'établir  facilement  les  autres  propositions  qu'il  nous 
reste  à  démontrer. 

6.  —  0,  centre  du  cercle  circonscrit  ; 

S',  point  correspondant  à  S  ; 

Z,  point  correspondant  à  Z. 
Le  fait  deMa  situation  de  ces  trois  points  en  ligne  droite 

,    ,  ,.      .  ,.  Z'S' 

sera  établi,  si  1  on  prouve  que  ,  ou,  ce  qui   revient  au 

sf     —  y  V7' 

même,  — t— — ■ -  est  égal  au  rapport   _■_.,  ,  déduit  des   ex- 

Oa  —  S'a  °  * 1         OD' 

pressions  deJEZ'  et  de  OD'. 

Or  on  a 

—  OS 
EZ'  3  2OS  p> 


OB'  OD'  3  (OS  +  SD')  3n* 

D'autre  part  : 

2T 
Oa  =   r  a  (m2  —  2a2)  ; 

211'  — p4 


S'.  = 
Z'=  • 


2T  (m2  —  62)(m2  —  c2) 


p4  +  3n4  a 

2T(2nia2m2  -f  mlb2c2  —  2>i4p4) 


3an*(2n*  — p4) 

Réiluisant  au  même    dénominateur,   et  supprimant,  pour 
simplifier,  ce  dénominateur  commun,  il  vient 
13  a      Ott  _  3n4(n4  +  a^'in*  —  p*)  —  3n 4a2(m2  —  2o2j(jb4  +  3n4) 

7^1^"        (3n4  +p1)(2«,(i!m:  +  6Vm'  —  inY)  —  >n\n*  +  avj(2n*  —  p>) 
Cette  expression  se  réduit  à 

3n*_ 

ce  qui  établit  ly  proportion. 
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7.  —  K,  centre  des  médianes  antiparallèles  ; 
S',  point  correspondant  à  S  ; 
D,  centre  d'homologie  des  triangles  ABC,  A^C^. 

2T 
On  a  K„  =  — -a  ; 

11V 

2T  (a2-f-62)(a2+c2)  _ 

O    


D„  = 


p4  -f  3n* 

2'1V62C2  I 

n4        '  a3 


:consf. 


Alors  on  trouve 
S;_D„  _  mi[miui-ni(b2-\-ci)—mibic2]  _  m* 

Ka_Da  ~~      n4(p4-)-3n4)(n4a2— m262c2)     ""  n4(p4-|-3n4)" 

8.  —  Z,  centre  du  cercle  de  Brocard; 
S',  pom'  correspondant  à  S  ; 
H,  pom£  de  concours  des  hauteurs. 
Pour  démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
il  suffit  d'élahlir  que 

HS'     _  AD         2  OS  _     m*_ 
SlS  —  ~ZK  —     OZ     ~  n*  ' 

2T 

Or,  on  a  Z0  =  — ; ; -a(2H4  —  a'm2); 


m2(2n;  — jj4) 

2T  (a4  -f-  n4)  . 

p*  -j-  3n*  a 

2T  2  a4   +   2fo2C2  —  p4 


2?i4  —  p4  a 

On  en  déduit 

Ha— S'a  _  ??i2(3a'7J4— 2p4n4+4/t4a;— />R— 2/i8+2p462c24-6n462c2) 
S;,— Za  —  "     ni(5aim2  -j-  an'm*  —  6n*a'  —  p*ro'  —  2pk«2) 

En  remplaçant,  au  numérateur,     2/14     par     m4  —  p4.     la 
parenthèse  devient 

m*(2a4  —  p4  —  n4  +  362c2)  -f-  p4(a4  -f  n4  —  62c2j, 
ou  '       m4(2a4  —  pl  —  n4  -f-362c2)  =  p*a"wf. 

Par  conséquent,  ou  doit  avoir  identiquement 
m2(2a4  —  p4  —  /il  -f  362c2)  -f  p'a2  =  w2(5a4  +  2/ik  —  pl) 
—  6/i'a2  —  2p4a2  ; 
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en  faisant  passer  tout  dans  le  premier  membre,  on  obtient 
l'identité  3  m2,  (a4  -f-  n4  —  62c2  —  a*m2)  =  o. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

VII 

Intersection  commune  aux  droites  OD,  EZ,  KZ',  HD'. 

Nous  arrivons  maintenant  à  la  notion  d'un  certain  point  N 
du  cercle  circonscrit,  par  lequel  passent  quatre  lignes  prin- 
cipales, joignant  des  groupes  de  points  correspondants  :  OD, 
EZ,  KZ',  HD'. 

Cette  propriété  résulte  très  simplement  de  la  similitude 
des  triangles  déterminés  par  la  ligne  EZ',  parallèle  à  OD' 
dans  les  triangles  ayant  leurs  bases  sur  OD',  et  leurs  som- 
mets sur  la  parallèle  DH. 

Tout  revient  à  prouver,  en  premier  lieu,  que  les  rapports 

^=-  ou  -^tïtt,  et  ,  Y  et  V  étant  les  intersections  de  EZ' 

iE  EZ  Z  V 

avec  OD  et  HD',  sont  égaux. 


Or,  on  a    "-  -  ^  -  ttbe  V'P'  ~  "'■ 
m2  \  ink  —  pi 


TB  =  EZ'=4-0S  =  m!a*C»/p'  --"• 


3/i4  \/  iri>  —  p* 


KD'  =  ZD-ZK=a-^- 


m2p* 


_  _2_  _  maa6c  vV  —  n*  y/W  —  P4 


3  3n*p* 

OZ         ZK         KD         3n'> 
et  Ion  a  bien      _  =  _=_  =  __. 

Mais 

OD  =  _^L=  .  Jt^t  ,et  YO  =  -L  OD; 

y/2nt  _  pi  n4  3 

par  conséquent 

NY  =  N0+'0I)=     j^/i+ p'-»\ 

3  ^;2st  _«•    \      '         3n*     J 


et 
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abcm'' 

3/i*  y/2H4  —  /)* 
NO  3n4 

NT   ~"    m*    ' 

Ainsi,  le   point  N  est  une  des    extrémités   du    diamètre 
DON  du  cercle  circonscrit. 

Incidemment,  U  désignant  l'intersection   de  EZ'  avec  DK 
on  voit  facilement  que  l'on  a 

UZ'  __  ahcPk  vV  —  i* 


3m2n*  y  2»*  —  p4 

VIII 

Remarques.  —  La  plupart  des  lignes  que  nous  avons  con- 
sidérées  s'expriment  en  fonction  des  quantités  y/p4  —  n4, 
v/2H*  —  pi  .  La  présence  de  ces  deux  radicaux  montre  tout 
d'abord  que  si  a,  b,  c  désignent  les  côtés  d'un  triangle,  on 
a  toujours 
a262  -f  «2c2  -f  62c2  <  a4  -f  6*  -j-  c4  <  2(a2b2  -f  a2c*  -f  62c2). 

En  outre,  le  radical  y/pi  —  n4  ne  figure  jamais  au  déno- 
minateur, parce  que  les  lignes  considérées  peuvent  être 
nulles,  sans  jamais  devenir  infinies.  A.u  contraire,  le  radical 
y/2n4  —  p* ,  qui  représente  quatre  fois  la  surface  du  triangle, 
figure  indifféremment  au  numérateur  ou  au  dénominateur, 
parce  qu'il  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  pour  les  démonstra- 
tions précédentes  est  presque  exclusivement  analytique  ; 
elle  ne  parait  pas  offrir,  à  cet  égard,  toute  la  simplicité 
désirable,  et  il  est  à  présumer  qu'une  méthode  synthétique 
s'appliquerait  avantageusement  à  l'étude  des  propriétés 
énoncées.  Il  étail  utile,  cependant,  de  faire  connaître  les  plus 
essentielles,  et  d'en  donner,  en  attendant,  une  démonstra- 
tion uniforme. 

Les  propositions  dont  il  a  été  question  dans  cette  note  con- 
duisent à  une  série  d'intéressantes  constructions. 

Pour  mieux  dégager  la  situation  des  lignes,  il  conviendra 
d'opérer  sur  un  triangle  de  grandes  dimensions.  11  y   aura 
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avantage  à  prendre  un  triangle  de  forme  obtusangle  ;  l'in- 
tervalle des  divers  points  remarquables  se  dessinera  plus 
nettement. 

IX 

Pour  terminer  cette  note,  nous  allons  indiquer  un  certain 
nombre  de  relations  métriques  entre  les  éléments  du  triangle 
donné  et  le  cercle  des  sept  points. 

Soit  D  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  8  la  ligne 
cow'  ;  on  a 

a  b  c  _  o 


sin  A   "  "   sin  B  sin  G  sin  a  J  l  a  sin2  a 

iabc 


\j  inK  — jp* 


On  en  déduit         o  =  — tS/V 
n' 

On  trouverait  facilement 


OK.  =  — 


m* 


\f  inK  —  »'* 


A,B,=    C^- 


m* 
et  ainsi  de  suite. 

Par    conséquent,    le  rapport   de    similitude  des  triangles 
A^C,  et  ABC  est 

AiBl        _£_    -  2  _  m2 

a  OK  "       ^/ï  _  3tg*a  y/p4  —  n'1 

y  yj  in'—  f 

d  ou  ta  oc   =  - 


m1 


m'1  v/2n*  —  p* 

t£T2a  =  - 


f 


(»4  -f-  7i*)  y/sn*  —  p4 

t°"  ^a  —  — - — ■ ■ 

&  *  m^p*  —  n4) 

m2/;1  y/ 27i4  —  p4 
tg4a  = 


B»  271° 

La  distance  du  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  Taxe  radi- 
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cal  de  ce  cercle  et  du  cercle  de  Brocard  a  pour  expression 
D  m2abc 


2y/i  — 3tg*oc  4vV  — n*    V ' 'in'i — Pl 

Enfin  on  arriverai!  très  simplement  à  des  résultais  ana- 
logues pour  les  équations  des  diverses  lignes,  et  l'on  ren- 
contrerait ainsi  une  foule  de  relations  d'identité  entre  les 
côtés  ou  les  lignes  trigonométriques  du  triangle.  — C'est  un 
exercice  que  nous  laisserons  à  la  curiosité  de  nos  lecteurs. 

NOTE  ADDITIONNELLE 

Le  centre  de  gravité  F  du  périmètre  du  triangle  est  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  du  premier. 

En  conséquence,  ses  distances  aux  côtés  de  ce   triangle 

ont  pour  expression 

h  o,  S(6  +  c) 

=  —, — r — •  etc. 

2  2         a(a  -f-  b  -j-  c) 

Gela  posé,    il  est  facile  de  vérifier  que  les  points  I,  E.  F 

sont  en  ligne  droite,  et  que  IE  =  2.EF  (Euler). 

En  effet,  l'on  a 

I        8=  2S 

a  -j-  b  -(-  c 

E        8  =  —— , 
3a 

v        .  S(6  +  c) 


a(a  -f-  b  -f-  c)  ' 

^  I — E  2(20  —  b  —  c) 

DonC       -r: TT-  =  — : =  2  =   const. 

E  —  F  ki  —  b  —  c 

Les  propositions  relatives  à  la  situation  des  points  0,  E, 
II,  avec  EH=2.0E  et  dos  points  I.  E,  F  avec  IE  =  2.EF 
ont  été  établies  pour  la  première  fois  par  Euler.  dans  le 
t.  \l   àes-Mémoires  de  Pétersbourg,  année  l"6o. 

(H.  Brocard.) 
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EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  SAINT-GYR  (1883) 


D'un  point  A  on  trace  les  droites  AB,  AC,  AD,  AE  fai- 
sant entre  elles  les  angles  consécutifs  a,  (3,  y.  Démontrer  la 
relation  sin  a  sin  y  —  sin  (a.  -f-  p)  sin  ((3-f-  y) 

-j-  sin  (a  -\-  13  -J-y)  sin  (3=0. 

—  On  donne  un  rectangle  ABCD.  Par  un  point  M,  du  plan 
de  ce  rectangle,  on  mène  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD, 
qui  représentent  en  grandeur  et  en  direction  quatre  forces 
appliquées  en  M.  Trouver  la  résultante  de  ces  forces. 

—  Étant  donnés  une  sphère,  y  inscrire  un  cône  dont  la 
surface  latérale  soit  égale  à  la  surface  de  la  calotte  sphéri- 
que  adjacente. 

—  Etant  données  les  limites  de  deux  progressions  décrois- 
santes S=  i  +  Q  +  Q2  +  Q3  + 

s  ==  i .  -f  9  +  92  +  ?3  + 

on  forme  la  nouvelle  progression 

23=  i  +Qç-f-  QY  + ; 

trouver  la  somme  S  en  fonction  de  S  et  de  s. 

—  Trouver,  pour  x  =  î,  la  valeur  de  l'expression 

2  i 

ce2  —  i  x  —  i 

—  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  et  le  produit 
soient  égaux  à  la  différence  des  carrés. 

—  D'un  point  A  tombe  un  mobile  pesant,  sans  vitesse 
initiale  ;  n  secondes  après,  on  en  lance  un  autre  suivant  la 
même  verticale  et  l'on  demande  quelle  vitesse  il  faut  lui 
imprimer  pour  qu'il  atteigne  le  premier  en  un  point  D,  tel 
que  AD  —  m. 

Un  poids  P  est  sur  un  plan  incliné.  Il  est  soumis  à  quatre 
forces  :  son  poids,  une  force  verticale  opposée  2P,  une  force 
horizontale  2P,  dirigée  vers  l'intérieur  du  plan,  et  une  force 
2P,  dirigée  dans  le  sens  du  plan:  quel  est  l'angle  de  ce  plan 
avec  l'horizon  si  les  quatre  forces  se  font  équilibre  ? 

—  Résoudre  sin  3x  =  cos  ix. 
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—  Former  une  progression  arithmétique  telle  que  la  somme 
des  n  premiers  termes  soit  égale  à  (n  -f-  i)  fois  le  terme 
auquel  on  s'arrête.  

\J  1  -r-    I  I 

—  Etant  dounés  Igx  =  ■     _         :  .  tg?/  =— f=-  ,  prouver  que 

\J  1  —   I  V  2 

1»  w 

1  on  a  x  —  y  =  — . 

4 

—  Étant  donnée  l'équation  x2  -f"  903  —  18=0,  calculer 
la  valeur  de  la  fonction  Sx'  -\-  5x"  —  6x'x". 

—  Si  l'on  a  isx  =  —  ,  tg?/  =  —  .  tgz  =  — •  ,  on  a  aussi 

s  2  5  8 

#  +  y  +  *  =  ~-  • 

—  Quelle  est  la  progression  arithmétique  telle  que  la 
somme  de  ses  termes  est  toujours  égale  à  quatre  fois  le  carré 
du  nombre  «les  termes  ? 

—  Trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des 
inverses  des  racines  de  l'équation  x2  -f-  px  -\-  q  =  o.  Con- 
dition de  réalité  des  racines  de  celte  équation. 

—  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles  que  la  somme 
de  leurs  tangentes  soit  minima. 

—  Résoudre  sin  2x  =  fg  x. 

—  On  a  deux  tonneaux  dans  lesquels  il  y  a  du  vin.  On 
verse  du  premier  dans  le  second  autant  de  litres  qu'il  y  en 
a  déjà  dans  celui-ci;  on  verse  ensuite  du  second  tonneau 
dans  le  premier  autant  de  litres  qu'il  en  reste  dans  le  pre- 
mier :  puis,  du  premier  dans  le  second,  autant  de  litres  qu'il 
y  en  avait  déjà  dans  celui-ci.  Il  reste  alors  a  litres  dans 
chaque  tonneau.  Combien  y  avait-il  de  litres  au  début  dans 
chaque  tonneau  '. 

—  Déterminer  a  e\  b  de  façon  que  3x*  -\-  ax  -f-  />  soit 
exactement  divisible  par  c  —  10. 

—  Un  plan  esl  incliné  d'un  angle  x  sur  l'horizon;  un 
corps  esl  maintenu  en  équilibre  par  une  force  dirigée  paral- 
lèlemenl  a  l'horizon,  et  égale  au  poids  du  corps.  Trouver 
L'angle  du  plan  avec  l'horizon.  Trouver  ce  que  devient  cel 
angle  li  l'on  tienl  compte  du  frottement. 

—  Si   l'on  joinl    le   centre  de  gravité  <i    d'un    triangle   aux 
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trois  sommets,  et  que  les  droites  GA,  GB,  GG  représentent 
des  forces  en  grandeur  et  en  direction,  ces  forces  se  font 
équilibre.  Généralisation. 

—  Un  projectile  est  lancé  du  point  A  avec  une  vitesse  don- 
née v  ;  quel  angle  la  ligne  de  tir  doit-elle  faire  avec  l'ho- 
rizon pour  que  le  projectile  rencontre  cet  horizon  au  pointB, 
à  la  distance  a  du  point  A? 

—  Construire  deux  longueurs  x  et  y.  sachant  que  Ton  a 

b*  b* 

x  -f-  y  =  a  +  —  :     xri  =  —  . 

—  Déterminer  les  coefficients  p  et  q  de  l'équation  x2  -f-px 
-J-  q  =  o,  de  façon  que  la  différence  des  racines  ait  une 
valeur  donnée,  ainsi  que  la  différence  de  leurs  carrés. 

—  Un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  ellipse 
est  sollicité  par  deux  forces  variables  représentées  à  chaque 
instant,  en  grandeur  et  en  direction,  par  les  rayons  vecteurs 
de  ce  point.  Trouver  la  position  d'équilibre  du  point. 

—  Un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  demi- 
circonférence  concave,  est  sollicité  par  son  poids  et  par  l'un 
des  brins  de  corde  d'une  poulie  fixe,  corde  qui  supporte  une 
force  d'intensité  f.  Trouver  les  conditions  d'équilibre. 

—  On  donne  une  balance  à  deux  bras  inégaux  /  et  V,  fai- 
sant entre  eux  un  angle  de  i5o°;  les  deux  bras  ne  sont  pas 
pesants.  On  met  un  poids  P  dans  chaque  plaleau,  et  on 
demande  la  position  d'équilibre  du  système. 

—  Former  l'équation  du  second  degré  dont  l'une  des 
racines  2  -)-  \/3. 

—  Étant  donné  un  angle  droit  xOy,  sur  Oy  les  deux  lon- 
gueurs OA  =  a,  AB  =  b,  on  demande  en  quel  point  de  Ox 
on  doit  se  placer  pour  voir  ces  deux  longueurs  sous  le  môme 
angle. 

—  Dans  l'équation  x2  —  ix  —  4  =  o,  calculer  la  fonction 

OC  i     — —    J)  *-^2        "   '      *^ 

°°i  ~r  7  xi    \    7 

—  On  donne  un  cercle,  un  diamètre  vertical  AOB,  et  un 

rayon  incliné  OC.  Déterminer  l'angle  BOC  pour  qu'un  corps 
mette  le  même  temps  pour  parcourir  OC  qu'un  mobile  par- 
tant de  A  pour  parcourir  le  diamètre  AB. 
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—  Dans  un  quadrilatère  quelconque,  on  prend  le  milieu 
de  la  ligue  qui  joint  les  milieux  des  diagonales;  on  joint  ce 
point  aux  quatre  sommets;  ces  droites  repiésentent  des  forces 
en  grandeur  et  en  direction;  démontrer  que  le  système  est 
en  équilibre. 

Déterminer  les  coefficients  de  l'équation  bicarrée  de  ma- 
nière (rue  a  et  %2  soient  racines  en  même  temps. 

—  Résoudre  sin  x  -f-  i  =  cos  2a?. 

—  On  a  mx-\-ny  -f-  pz  =  a  ;  trouver  le  maximum  de  xmynzp. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1883 


Classe  de  troisième. 

On  donne  deux  points  iixos  sur  une  circonférence,  et 
on  les  joint  par  deux  cordes  à  un  même  point  de  la  cir- 
conférence. Au  milieu  de  l'une  de  ces  cordes,  on  mène  une 
droite  qui  coupe  la  seconde  sous  un  angle  donné  (63°  par 
exemple).  On  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  lorsque 
le  troisième  point  parcourt  la  circonférence.  Discuter  le 
problème. 

—  Faire  voir  que  l'expression 

1.2.3.4    •  •  •    (2m l)2)>l 


est  éiiale  à 


1  . 2 .  :>  . . .  m.  ilm 

357  im  —  1 


Classe  de  seconde. 


On  donne  une  pyramide  régulière  à  base  carréeSABGD 
dont  on  suppose  les  faces  Latérales  indéfinimenl  prolongées 
au  delà  du  sommet  S  et  au  delà  de  La  base  ABCD.  On  coupe 
la  pyramide^par  un  plan  parallèle  à  La  base,  e1  l'on  construit 
un  parallélipipède  droit  ayanl  pour  base  la  section  abcd  et 
pour  hauteur  la  distance  des  deux  plans  parallèles  abcd  el 
ABCD.  .V  quelle,  dislance  du  plan  ABCD  faut-il  mener  le 
plan    sécant    pour   que   ce    parallélipipède    soit    tin    cube  ? 
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Discussion  du  problème,  nombre  des  solutions.  (On  repré- 
sentera par  a  le  côté  AB  de  la  base  de  la  pyramide  donnée, 
et  par  h  la  hauteur  de  cette  pyramide.) 

—  On  donne  deux  droites  A  et  B  quelconques  dans  l'es- 
pace, et  un  plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  A.  Par  cette 
droite  A  on  mène  un  plan  quelconque  Q,  et  par  la  droite  B 
un  plan  R  perpendiculaire  au  plan  Q.  Ces  deux  plans  Q 
et  R  coupent  le  plan  P  suivant  deux,  droites  qui  se  coupent 
elles-mêmes  en  un  point  M.  Trouver  le  lieu  que  décrit  le 
point  M  lorsque  le  plan  Q  tourne  autour  de  la  droite  A. 

Classe  de  philosophie. 

Étant  donné  un  triangle  ABC  et  un  nombre  positif  m 
plus  petit  que  l'unité,  on  prend  sur  le  côté  AB  un  point  Gt 
tel  que  AB4  soit  égal  à  ?«AB;  de  même,  on  prend  sur  AC  un 
point  Bt  tel  que  GBi  soit  égal  à  mAC;  et  sur  BC  un  point  At 
tel  que  BAt  soit  égal  à  ??iBC  :  1°  Trouver  l'aire  du  triangle 
A^C^  — 2°  on  considère  une  suite  indéfinie  de  triangles 
A1B1C1,A2B2C2....A;)BPC,,,dont  chacun  se  déduit  du  précédent 
comme  le  triangle  A,B1C1  se  déduit  de  ABC;  trouver  la  limite 
de  la  somme  des  aires  de  ces  triangles  quand  le  nombre 
entier  p  augmente  indéfiniment;  —  4°  étudier  les  variations 
de  la  limite  précédente  quand  le  nombre  m  varie  entre  o  et  r  ; 
—  4°  déterminer  les  positions  des  points  de  rencontre  des 
médianes  de  chacun  des  triangles  A^C^,  A2B2C2,  . . .  APBPGP. 


QUESTION  90 

Solution  par  M.  Bablon,  élève  au  Collège  d'Épinal. 


On  considère  une  parabole  P  et  sur  l'axe  de  cette  parabole  un 
point  Q  situé  à  une  distance  2p  du  sommet  O.  Soit  A  un  point 
quelconque  de  P;  on  projette  A  en  B  sur  lu  tangente  au  som- 
met :  les  droites  QB  et  OA  se  coupent  en  un  point  I,  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique.  (G.  L.) 

Le  point  A  étant  sur  la  courbe,  on  a 
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kk'*—    2/)    .    O.V.    (1) 

Par  le  point  A.  je  mène  AC 
parallèle  à  BQ;  on  a  alors 

QC  =  AB  =  OA' 
donc 

QC  +  à'Q  =  OA'  4-  A'Q  =  ip 
tlonc  d'après  (1),  on  a 
AT2  =  OA'   .  A'C. 

Ceci  fait  voir  que  le  triangle 
(  >A.C  est  rectangle  en  A; 
donc  le  triangle  OIQ  lui  étant 
semblable  est  rectangle  enl; 
par  conséquent  le  lieu  cher- 
ché est  la  circonférence 
dé  'rite  sur  OQ  comme  dia- 
mètre. 

Nota.  —  La  même  question  ;i  été  résolue  par  MM.  Berdon,  Hugon,  à 
Cluny;  Aubry,  à  Charleville;  J.  Taratte,  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris;  No- 
bertuo,  à  Lille;  Jung,  à  Beauvais;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret;  Gindre,  à  Pon- 
tarlier;  Giat,  Sauve,  à  .Moulins;  Naura,  à  Vitry-le-François;  J..  Slabochevitsch, 
,i  Saint-Pétersbourg;  Poncet,  Anstett,  à  Lyon;  Besson,  ù  Nantes;  Caronnet, 
collège  Chaptal,  à  Paris. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


122.  -  -  Ou  donne  un  angle  droit t/Oac,  et  un  point  fixe  M; 
autour  du  p  iini  M  on  l'ait  tourner  un  angle  droit  dont  les 
côtés  rencontrent  Ox  en  A  et  Oyen  B.  — Parles  points  A  et 
B,  on  mène  des  parallèles  aux  droites  Oy.O.r;  ces  parallèles 
se  coupenl  en  an  poinl  I.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  I 
est  une  droite.  —  2°  La  parallèle  à  Ox  menée  par  B  rencontre 
MA  en  un  point  1'.  Démontrer  que  le  lieu  décrit  par  1'  est 
une  parajoole  ayant  pour  sommet  le  point  Met  pour  axe  une 
parallèle  à  Ox.  (G.  L.) 

123. —  On  donne  (rois  circonférence^  C,  G',  G",  passanl 
par  Le  même  point 0;  on  propose  de  mener  par  0  une  trans- 
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versale  qui  rencontre  les  circonférences  proposées  aux  points 

AA' 
A,  Ar,  A",  et  de  telle  façon  que  le  rapport        „    soit  égal  au 

AA 

rapport  de  deux  lignes  données  p  et  q. 

(Exam.  oraux,  Polyt.  1883.) 

124. — On  donne  deux  circonférences  C  et  C,  tangentes  au 
point  A;  soit  D  la  tangente  commune  en  ce  point  A;  soient 
D'  et  D"  les  tangentes  parallèles  à  D.  Prenons  sur  I)  un  point 
mobile  M,  et  menons  par  M  des  tangentes  à  G  et  G';  ces 
droites  rencontrent  D'  en  P,  et  D"  en  Q.  Les  droites  qui 
joignent  les  points  P  et  Q  aux  centres  respectifs  des  circon- 
férences C  et  G'  se  coupent  en  un  point  I.  Démontrer  que  le 
lieu  de  ce  point  est  une  droite.  (G.  L.) 

125.  —  On  donne  une  circonférence  C,  et  un  point  A, 
extérieur  à  cette  circonférence.  De  ce  point  on  mène  une 
corde  AMN,  qui  coupe  la  circonférence  aux  points  M  et  N, 
et  l'on  projette  ces  points  en  P  et  Q  sur  le  diamètre  CA. 
Déterminer  l'angle  MAG  de  façon  que  le  trapèze  MNQP 
soit  maximum  et  construire  géométriquement  cet  angle. 


Le  Rédacteur-Géran  I , 
E.  VAZE1LLE. 
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ETUDE 

SUR    DE   NOUVEAUX    POINTS    REMARQUABLES 

DU  PLAN  D'UN  TRIANGLE 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


NOTATIONS 

A,  B,  C  les  sommets  du  triangle,  a.  b,  c,  p  ses  trois  côtés 
et  son  demi-périmètre  ; 

'">  7\x>  rb,  rc  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits; 
A',  B',  C',  les  points  de  contact  de  BG,  AG,  AB  avec  le  cercle 

inscrit 
X'a,  B'a,  G',  id.         avec  le  cercle  ex-inscrit  tangent  à  IJC 

A'6,  B',G'  id.  id.  id.  AG 

A',B'C,  G'  id.  id.  id.  AB 

ha,  hb,  hc  les  trois  hauteurs; 

R,  S  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  et  sa  surface. 
L'axe  des  x  sera  GB  et  celui  des  y,  GA; 
;,  V)  seront  les  coordonnées  d'un  point  0  du  plan  ; 
La  parallèle  à  GB  menée  par  0  coupera  GA  en  AcetBAenA6 

—  BG  —  BG        Br       BA       Ba 

-  BA  —  GA       Ca        BG       C6 
0.  o,  Ott,  Oc,  CL  seront  respectivement  les  centres  des  cercles 

circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle; 
G  le  centre  de  gravité. 

Problème  I.  —  On  sait  que  les  six  points  Ac,  Ga,  B„,  Ab, 
Gb,  Bc,  intersections  avec  les  côtés  du  triangle  des  parallèles  a 
ces  côtes  meures  par  B,  forment  un  heocagone  circonscriptible  à 
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une  conique;  je  vais  déterminer  les  points   pour   lesquels  cette 
conique  est  un  cercle. 
Dans  ce  cas  ce  cercle  sera  évidemment  l'un  des  cercles 

inscrits  ou  ex-inscrits  au  trian- 
gle; il  ne  reste  qu'à  trouverles 
points  0  correspondants. 

Cherchons  lepoint  Qif  tel  que 
la  conique  inscrite  à  l'hexagone 
soitle  cercle  inscrit  au  triangle. 
Le  point  Qx  appartient  au 
lieu  des  points  obtenus  en 
menant  une  tangente  quelcon- 
queBc  Af  au.  cercle  inscrit, 
puis  parBc  une'parallèle  à  AC  et  par  Ac  une  parallèle  à  BC.  et 
en  prenant  l'intersection  de  ces  parallèles  on  a 
Bc Ac  =BC  A' -f-AcB'  =  CA'  —  x  -f  CB'—y=  i{p  —  c)  —  x-  y 
mais  on  a  ACBC2  ==  (TOT*2  +  CÂ71  —  2CBCCAC  cos  G. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

[2(p  —  C)  —  x  —  yf  =  x2  +  y 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

\      t)v     y)  V 

L'examen  de  cette  équation  montre  : 
1°  Que  le  lieu  est  une  hyperbole; 


zxy  cos  G. 


(P  —  «)  (P  —  b)   _^o 


(1) 


2°  Que  le  centre  de  la  courbe  est  le  point 


ab 
ab 

y  ~  T 


symé- 


trique de  G  par  rapport  au  centre  du  cercle  inscrit: 

3°  Que  les  asymptotes  sont  les  droites  x  =  — ,  y  =  — 

parallèles  respectivement  à  CA  et  à  BG  et  tangentes  au  cercle 
inscrit; 

4°  Que  la  bissectrice  de  l'angle  ACB  est  l'axe  transverse 
de  la  courbe; 

S0  Que  le  lieu  passe  en  A'  et  en  B'. 
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Le  point  0t  appartiendra  évidemment  aussi  au  lieu  ana- 
logue construit  dans  l'angle  CBA. 
Ce  lieu  sera  une  hyperbole  qui  aura  avec  la  précédente  la 

ab 
droite  w  = pour  asymptote  commune  et  le  point  A  pour 

point  commun  ;  l'autre  point  commun  à  ces  deux  courbes 
et  situé  à  distance  finie  sera  le  point  ®t  cherché. 

On  trouve  par  une  transformation  facile  de  coordonnées 
que  cette  seconde  hyperbole  a  pour  équation 

ab\/x  y         p  —  c\   ,     b(p  —  a)(p  —  c) 

y-TAT  +  T —)  + ? 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

ab\/  ab  \    ,    (  ab  \/  ab  ,    ac         au 

+  <*(p-a)(p-c)=o  (2) 

De  (1)  et  ('2)  on  tire  pour  coordonnées  du  point  ©j 

a(2b  —  p)  ab  a(3b  —  a  —  r) 

P  "  "    p  2p 

b(2a — p)  ab  b('ia  —  b  —  c) 


P  P  2p 

Comme  représente  la  valeur  des  coordonnées  du  centre 

2P 

du  cercle  inscrit,  on  conclut  de  ces  valeurs  une  construction 

très  simple  du  point  01# 

On  voit  aussi  que  si  un  côté  égale  le  quart  du  périmètre. 

n 
par  exemple  a  =  —,  le  point  0,  se  trouvera  en  A'. 

On  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  dans  un  triangle  un  côté,  égale  le  quart 
du  périmètre  et  que  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit 
avec  ce  cùié  on  mène  des  parallèles  aux  deux  autres  côtés,  on 
formera  un  parallélogramme  dont  une  des  diagonales  sera  tan- 
gente au  cercle  inscrit. 

Des  valeurs  des  coordonnées  de  0,  on  tire  par  soustraction 
y  —  x  =  a  —  b, 
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ce  qui  prouve  que  le  point  ®t  est  sur  cette  droite  de  facile 
construction  ;  comme  il  est  aussi  sur  les  droites  analogues 
par  rapport  aux  angles  B  et  C.  on  peut  le  construire  simple- 
ment, ce  qui  fournit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  a,   b,    c  les  côtés  d'un  triangle 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 
Sur  AG  et  suivant  la  direction  A.Gje  prends  AI    =  c  —  b  ; 

—    GB        —  —  GB        —        GI?  =  b  —  a  ; 

_    AB        —  —  AB        —        Bip  ==  a  —  c. 

Les  trois  droites  menées  par  les  points  la,  I  ,  L,  respective- 
ment parallèles  aux  bissectrices  des  angles  CAB,ACB,  ABC,  se 
coupent  au  même  point. 

On  calcule  facilement       AfÀ6  =  — , 

V 
a{2a  —  p) 

P 

AfB,  =  -C(p-C)-{a-b)\ 
P 
On  voit  aussi  que  pour  le  point  ©t  les  trois  segments  GBf, 
BrCb,  GbB  sont  respectivement  proportionnels  à 

2b  p,       2(1  —  p,       2C  —  /). 

(A  suivre.) 


EQUATION 

DU    SYSTÈME   DES    TANGENTES   MENEES  A  UNE    CONIQUE 

PAR    UN   POINT  DONNÉ 

Par  M.  Poujade,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Lyon. 


f  (x,  y,  z)  =  o  étant  l'équation  de  la  conique,  (a,  6,  y)  le 
point  donné,  soit  (x',y',z)  le  point  de  contact  d'une  tangente 
et  (x,  y,  z)  un  point  de  cette  droite  ;  désignons  par  X,  Y,  Z 
les  demi-dérivéespartielles  de  f  (x,  y,  z),  puis  par  X',Y',Z'  et 
X1?  Yj,  Zu  ce  qu'elles  deviennent  respectivement  quand  on 
y  introduit  les  coordonnées  (ce',  y',  z)  et  (a,  p,  y). 
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(   Xx  +  Yy'  +  Z«'  =  o, 
On  a  <  Xtx  +  Y4j/'  -f-  Zt*'  =  o, 

(  Xx'  +  Yy  +  ZY  =  o  ; 
donc,  x   y  z    n'étant  pas  tous  nuls,  on  a  la  condition 

X    Y    Z 
Xx  Yt  Z,    =  o. 
X'  Y  Z 
Il  eu  résulte  que  les  équations 

,  XX  +  jaX,  +  vX'  =  o, 


(1) 


(2) 


XY  +  pYj  -f  vY'  =  o, 

(  xz  +  (xZ,  4-  vZ'  =  o, 

sont  satisfaites  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  X,  u.,  v. 
D'ailleurs  elles  n'admettent  pas  X  =  o,  (J.  =  o,  v  =  o,  si  le 
discriminant  de  f  (x,  y,  z)  est  différent  de  zéro,  puisque  ces 
hypothèses  les  réduisent  à  X'  =  o,  Y'  =  o,  Z'  =  o,  équations 
linéaires  qui  n'auraient  pour  solution  que  les  valeurs  nulles 
de  x,  y',  z',  leur  déterminant  n'étant  pas  nul. 

Ainsi  X  et  v.  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  Multiplions  par 
x,  y,  z  respectivement  les  équations  (2)  et  ajoutons  membre 
à  membre;  puis  recommençons  la  même  addition,  après  avoir 
multiplié  par  a,  p. y, il  vienl,  en  vertu  d'identités  connues: 

>•  f '■■'■■  .'/•=)  +  :*  [œTt\  +  y  Tf'p  +  4/'r]=o: 
x  \x  L-r  +yJr rr  +«frl  +  tf  («. h r)=<>; 

X  et  [a  n'étant  pas^  nuls  à  la  fois,  il  faut  qu'on  ait 


f(x,y,  z)  /"(a, 


Sï'_[x7 


/".  +  •'/ 


^ 


1     •  T 


Réciproquement  quand  un  point  (x,  y,  z)  satisfait  à  cette 
équation,  le  point  (a,  p,  y)  es!  sur  l'une  des  tangentes  menées 
de  (se,  '/,  »)  à  lu  conique.  Elle  représente  donc  le  système 
'.'ux  tangentes  menées  de  (a,  '-.  y)- 

Remarque.  -  11  esl  aisé  d'appliquer  la  méthode  à  la  re- 
cherche de  L'équation  du  cône  circonscrit  à  une  quadriqu^ 
et  ayanl  un  sommet  donné.  C'est  un  exercice  que  nous  pro- 
posons aux  jeunes  lecteurs  du  Journal. 
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QUESTION  5 

Solution    par    M.  Alexandre,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée 

d'Angers. 


Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

nx"  —  x"-'—  xn~2  ...  —  x  —  1=0 
et  montrer  que  cette  équation,  en  dehors  de  la  racine  évidente 
x=  i,  n'a  aucune  racine  réelle  si  n  est  impair  et  une  seule  ra- 
cine négative  si  ii  est  pair.  (G.  L.) 

En  faisant  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 
à  partir  du  second,  on  a 

nxn  =  xn~1  -f-  xn~-  -f  . . .  -f  x  -f  i  (1) 

xn i 

ou  nxn  = .  (2) 

x  —  i 

En  multipliant  par  x  —  i,  ce  qui  introduit  la  racine  x=  i 

qui  sera  alors  double,  on  a 

nxn+1  —  (n  -f  i)  xn  +  i  =  o.  (3) 

La  dérivée 

n(n  -f-  Ox'n  —  n(n  ~h  i  )*"""'  =  °- 
a  pour  racines  x  =  i  et  ce  =  o,  cette  dernière  d'ordre  de 
multiplicité  (n —  i).  L'équation  proposée  qui  n'a  pas  d'autre 
racine  positive  que  x  =  i,  aura  au  plus  une  racine  négative, 
car  si  elle  en  avait  deux,  la  dérivée  aurait  aussi  une  racine 
négative.  A  la  substitution  de —  &>  et  de  o  dans  (3)  ne  donnent 
des  signes  contraires  que  dans  le  cas  où  n  est  pair.  Donc 
dans  ce  cas  seulement  (1)  a  une  racine  négative  en  plus  de 
de  la  racine  x  =  i . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :MM.  Lachesnais,au  lycée  Saint-Louis, 
P.  Godefroy,  à  Lyon  ;  Mettetal,  à  Besançon. 
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QUESTION  7 

Solution    par  M.  Griffon,  commis  des  bureaux  de  l'intendance  militaire 
du  16e  corps,  Montpellier. 


Trouver  sans  appliquer  la  règle  de  L'Hôpital,  la  vraie  valeur 
de  l'expression 

*         x"  —  nx"  -  *  —  (n—  i  )x"  -  2. . .  —  2  x  —  i 

(i,  y=_ — __ 

pour  x  =  i .  (G.  L.) 

Pour  x  =  i.y  prend  la  forme  — .  Or  le  numérateur  peut 
s'écrire 

|n  +  (n  —  i)-f-  ...  -f  i  la?"-1  (—  x  i) 

+  [(n  —  i)-f  (n-2)+  . . .  -f-   i]ac"-*(ac  —  i) 

+  (3+   2  +   1)X*(X—   i)  +  (2-f    1)X(X—   l)+    1(X—  I). 

On  y  découvre  le   facteur  x  —  i  :  donc  la  valeur  (1)  peut 
s'écrire 

y  _  «fo+Oj— i  ■    (n—  ')■*  xn--i   |    (n  —  2)(n-  i) 

2  2  o 

„         4       I  !  2-3  .1.2 


et  si   on  y  fait  .x  =  i 

"(n  +  i)     .   (n —  i)n  1.2        n(ft+i-)(n4-2) 

1/  = ! H L.  J =    J — ! — i ! — ( 

J  2  2  ^  ~  2  6 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  P.  (lodefroy,  ù  Lyon;Mosnat, 
à  Thiers  ;  Alexandre,  à  Angers;  Harang,  école  Saint-Sigisbert,  à  Nancy. 
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QUESTION  34 

Solution  par  M.  G.  Forest,   élève  en  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  deux  points  fixes  0  et  0'  et  une  droite  A  "per- 
pendiculaire à  00'  au  point  A;  soit  M  un  point  quelconque  de  A; 
o/i  mène  MO  et  MO';  puis  à  la  droite  MO'  on  élève  au  point  0' 
une  perpendiculaire  qui  rencontre  OM  au  point  M'  ;  on  pose 
alors  M'O'  =  x,  MO'  =  y,  et  Von  considère  un  point  I  qui  a 
pour  coordonnées  x  et  y,  par  rapport  à  un  angle  droit  donné 
yOx.  Trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  I  quand  M  se  meut 
sur  A,  et  discuter  les  différentes  formes  du  lieu  quand  on  donne 
à  A  toutes  les  positions  possibles  sur  00 .  Démontrer  que  la 
courbe  est  unicursale.  (G.  L.) 

1. —  Posons-nous  un  problème  plus  général.  Supposons 

que  le  point  M  décrive  une  cer- 
taine courbe  f  (y,o>)  =  o;  donnée 
en  coordonnées  polaires  et  rap- 
portée à  l'origine  0'.  Soient  a  la 
distance  00',  x  et  y  les  deux  dis- 
tances O'M'  et  O'M. 

Menons  par  le  point  M'  une 
parallèle  à  O'M,  et  par  M  uue 
perpendiculaire  à  O'M. 

Les  deux  triangles  semblables 
OM'K'  et  OMO'  donnent 
x 


Fig.  4. 


sin  w 


0Mf  _ 
"ÔM-  ~ 

Les  deux  triangles  semblables  OMK  et  OM'O'  donnent 
OM'  a 


OM 


a  + 


cos  W 


Egalant  les  seconds  membres  des  deux  égalités 
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il 


SI  11   (■) 


a 


a 


ax 


ou 


a' 


xy 


sin  co        sin  w  cos  o> 
que  l'on  peut  écrire 


a  + 
+ 


y 


sin  w 


cos  w 


// 


COS  OJ  / 
COS  0) 

I 
a 


=  a' 


[Il 


WlX 


Fig.  2. 

cette  formule  donne  une  relation  entre  x,  y,w.  Par  consé- 
quent, si  on  suppose  que  le  point  M  décrive  un  certain 
lieu  géométrique  f  (y,o>) 
=  o  [2],  on  n'aura  pour 
obtenir  une  relation  en- 
tre x  et  y  qu'à  éliminer 
l'angle  co  entre  les  deux 
équations  [1]  et  [2],  et 
la  relation  f  (x,y)  =  o 
représentera  l'équation 
du  lieu  décrit  par  le 
point  dont  les  coordon- 
nées sont  x  et  y. 

2. —  Dans  le  cas   du 
problèmé'-que  nous  avons  à  résoudre,  le  lieu  du  point  M  est 
une  droite  perpendiculaire  au  point  A  à  la  droite  00'. 

Soit  h  la  distance  O'A,  l'équation  f  (y,  w)  =  o  est    ici 

h  z=  y  cos  u  [2]. 
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Il  faut  donc  éliminer  l'angle  w  entre  les  deux  équations 

[1]  et  [2].  On  a  d'abord     cos«=— .  [3] 

Transportant    cette    valeur  dans   l'équation    [1],    celle-ci 
devient  résoluble  par  rapport  à  sin  w 


sin  (o 


-•(-7+7>  [ 


4] 


La  relation  demandée  est  donc 
k^  .  /  i     .     k 

7 


*(-rr+y) 


3.  — Discussion.  —  Cette  équation  est    résoluble    par 

«V  (y2  —  A-2) 

rapport  a  x2.  et  1  on  a  x2  =  — j—— -. r- ■ 

rt  (y2  -f-  ak)2 

C'est  une  courbe  du  6rae  degré,  symétrique  par  rapport  à 
l'origine  et  par  rapport  aux  deux  axes.  L'origine  est  un 
point  double  isolé.  La  courbe  est  tout  entière  extérieure 
aux  parallèles  y  =  -f-  k,      y  =  —  k. 

On  peut  supposer  que  le  point  A  se  meut  de  la  droite  00' 
vers  la  gaucbe,  et  nous  allons  montrer  qu'il  existe  cinq 
formes  différentes  pour  la  courbe. 

1°  Supposons  le 
point  A  à  droite  de 
0';  k  est  compté 
positivement. 

L'équation  ré- 
vèle qu'il  n'y  a  que 
deux  asymptotes 
parallèles  à  l'axe 
des?/,  données  par 
le  coefficient  de  y4, 
(x2  —  a2).  La  courbe 
ne  rencontre  pas 
cesasymptoteslors- 
que  k  est  positif, 
car  on  trouve  pour 
les  ordonnées  des 
points      communs 


Fi  g.  4. 
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l/  a*k2 

Il  =  -r  V 7 — ,        •  quantités  imaginaires  si  k  est  positif. 

Les  points  ( —  k)  et  (-f-  A-)  sur  l'axe  des  y  font  partie  de  la 
courbe  qui  est  tangente  en  ces    points  aux    deux   horizon- 
tales y  =  k,      y  — —  k  (fig.  4). 
2°  Le  point  A  est  en  0'.  Alors  k  =  o.  L'équation   devient 


.7'-    = 


a  y 

~7~ 


OU    X 


Le  lieu  se  compose  des  deux  verticales  x  =-\~  a.  .x  =  —  a 
3°  Le  point  A  est  situé  entre  0  et  0'.  par  conséquent,  k  est 
négatif.  Les  deux  asymptotes  x  =  ■+■  a  sont  conservées; 
on  a  deux  autres  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x, 
données  par  le  coefficient  de  x"1,  y  =  +  V — ak.  Ces  asymp- 
totes horizontales  sont  doubles.  La  figure  2  indique  la  cons- 
truction des  valeurs  OA  et  OA'. 


Fig.  .';. 
La  courbe  rencontre  les  asymptotesx=; 

Pj    P\  Q,   Q'  donnés  pur  l'équation   )/  = 


j-a  en  quatrepoints 

±  a  \''—  k 
\l-ia-\-  k 
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La  figure  5  représente  la  courbe  dans  ce  cas. 

Le  point  A  peut  occuper  la  position  particulière  du  milieu 

de  00'.  Alors  k  = ,  l'équation  se  simplifie: 


œ* 


a*f  (41/ —  a2) 


Les  asymptotes  doubles  A   et  A'   ont  dans  ce    cas  pour 

,         4-                   .     a\/  2 
équation  y  =  zn  — • 

Les  droites  de  séparation  en  régions  deviennent 


V  2  * 


Les  ordonnées  despoints  P,P',  Q,Q'  sont?/  =  + 


a\/  3 


,  va- 


Fig.  6. 

leur  que  l'on  peut  construire  ainsi  que  l'indique  la  figure  6 

2 
en  prenant  LD  =  -^-  CD» 
3 
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4°  Le  point  A  est  arrive  en  0.  Alors  k  —  —  a.  I/équalion 

a2y2(y2  —  a2) 
de  la  courbe  est  ce2  = 


Fig.  7. 
On  aperçoit  le  facteur  y2  —  a2   qui  représente  les  deux 
horizontales  y  =  +  o.  Les  branches  de  courbe  PAQ,  P'( — A)Q 


Fig.  t. 
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se  confondent  arec  ces  droites  qui  font  partie  du  lieu.  Les 
quatre  autres  branches  sont  conservées.  La  courbe  est  dans 
ce  cas  symétrique  par  rapport  aux  bissectrices  des  axes. 
La  figure  7  en  indique  la  forme. 

5°  H  est  à  gauche  de  0.  Alors  -a  >-/«:  <C  o.      

Les  asymptotes  doubles  horizontales  y  =+  y  —  ak  sont 
comprises  dans  la  région  où  il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe;  elles  sont  donc  imaginaires.  Les  deux  autres  asym- 
totes  existent  toujours.  La  courbe  rencontre  ces  deux 
asymptotes  en  quatre  points  P,  P\  Q,  Q',  donnés  par  l'équa- 

±aV/—  K    lf      cl 
tion   y  =  (fig.  8). 

V  2a  +  K 

On  peut  encore  considérer  le  cas  où  le  point  H  est  à  l'in- 

a2y2 
fini.  Alors  K  est  infini.  On  a  .x2  =  — '—  ou  se8  X  y2  =  °-  On 

a* 

trouve  le  point,  double  isolé  à  l'origine. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  FERMAT 

A  MERSENNE  (') 


Je  reprends  le  style  géométrique  après  vous  avoir  parlé 
d'affaires. 

Premièrement,  je  vous  renvoie  le  sentiment  de  M.  Des- 
cartes sur  la  géostatique  et  vous  conjure  de  me  faire  part 
de  tout  ce  que  vous  avez  de  lui. 

Après  cela,  je  satisferai  à  la  question  de  la  tangente  du 
galand  (2)  parallèle  à  l'axe,  c'est-à-dire  qui  fasse  un  angle  de 
45  degrés  avec  la  droite  donnée  de  position  (3). 

(')  Cette  lettre  si  curieuse  et  si  précieuse  pour  l'histoire  des  sciences  ma- 
thématiques nous  a  été  communiquée  par  AI.  Ed.  Lucas.  Elle  lui  a  été  confiée, 
avec  d'autres  manuscrits  inédits,  par  le  prince  Boncompagni,  qui  l'a  autorisé 
à  les  publier.  La  science  sera  reconnaissante  au  prince  Boncompagni  du  dé- 
vouement constant  et  désintéressé  qu'il  ne  cesse  de  lui  témoigner.  (G.  L.) 

(2)  Fermât  appelle  ainsi  la  courbe  que  nous  appelons  le  folium  de  Descartes. 

(3)  L'axe  des  x. 
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Pour  satisfaire  à  cette  question,  qui  semble  d'abord  mal- 
aisée, et  qui  l'a  paru  à  M.  de  Roberval  (car  je  n'ai  pas 
encore  vu  la  solution  de  M.  Descartes),  je  me  suis  servi  de 
la  méthode  de  mon  Appendix  ad  Locos  (*),  de  laquelle  l'usage 
en  plusieurs  rencontres  est  miraculeux  pour  éviter  les  asy- 
métries (2),  et  ces  longueurs  d'équation  qui  semblent  ne 
devoir  jamais  prendre  fin. 

Soit  donné  le  galaûd  NSQR,  la  droite  donnée  de  position 
DNOP,  et  la  ligne  z  donnée  de  grandeur.  La  propriété  du 


galand  est  que,  quelque  point  que  vous  preniez,  comme  S 
ou  R,  le  solide  sous  z  in  NO  in  OS  est  égal  aux  deux  cubes 
NO  et  OS,  ou  bien  le  solide  sous  z  in  ON  in  OR  est  égal  aux 
deux  cubes  NO  et  OR.  Il  faut  trouver  la  tangente  SD,  par 
exemple,  du  côté  d'en  haut,  qui  fasse  l'angle  SDO  égal  à  la 
moitié  d'un  droit.  Soit  fait. 

Par  ma  méthode  des  tangentes,  si  NO  est  appelé  d,  et  OS, 
b,  la  ligne  OS  sera  égale  à 

b  cub.  bis  —  rfcub.  !  ') 

z  in  b  —  d.  q  ter 

et  si  la  tangente  était  du  côté  d'en  bas,  la  ligne  OD  serait 

dcxib.  —  b  cub.  bis 

d  q.  ter  —  z  in  b 

Mais  nous  n'avons   besoin  que  de  la  première  équation. 

puisque  nous  ne   travaillons   qu'au  premier  cas.  Supposons 

que  NO,   inconnu,  s'appelle  a,  et  que  OS  s'appelle  e,  nous 


(')  Varia  opéra  math.,  p.  9. 
(')  Irrationnelles  ou  radicaux. 
)  dette  expression,  avec  nos  notations  actuelles,  s'écrir.iit 


2  b'  —  d' 
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aurons  pour  la  ligne  OD  : 

ecub.  bis  —  a  cub 

z  in  e  —  a  q.  ter  * 

Or,  puisque  l'angle  D  est  demi-droit,  et  que  l'angle  0  est 

droit,  les  lignes  OD  et  OS  seront  égales;  il  faudra  donc  que 

e cub.  bis  —  acub.        .    ,      ,v 

— : soit  égal  a  e. 

z  m  e  —  a  q.  ter 

et,  par  conséquent, 

e  cub.  bis  —  a  cub.  sera  égal  à  z  in  e  q.  —  a  q.  in  e  1er. 

Or,  par  la  propriété  de  la  ligne 

a  cub.    est  égal  à    s  in  a  in  e  —  e  cub. 

Nous  aurons  donc 

e  cub.  —  z  in  a  in  e  égal  à  z  in  e  q.  —  a  q.  in  e  ter  (*). 

Divisons  le  tout  par  e;  nous  aurons 

eq.  —  z  in  a  égal  à  z  in  e  —  a  q.  ter 
et  enfin 

e  q.  —  in  z  égal  à  z  in  a  —  a  q.  ter  ; 
et  partant  nous  avons  un  lieu  elliptique,  et  le  point  S  est  ad 
ellipsim  positione   datam,    sed  est  etiam  ad  curvam  positione 
datam,  ergo  datur  par  l'intersection  de  ces  deux    lieux,    et 
par  ma  méthode  topique. 

On  fera  avec  la  même  facilité  la  résolution  du  second 
cas.  Mais,  pour  rendre  la  proposition  générale,  vous  pour- 
rez par  la  même  méthode  faire  l'angle  D  égal  à  tel  angle 
que  vous  voudrez,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'aire 
que  la  ligne  DO  soit  à  la  ligne  OS  en  proportion  donnée. 
En  voilà,  à  mon  avis,  assez  pour  vous  témoigner  que  je  ne 
tiens  pas  caché  ce  que  je  fais. 

Pour  la  tangente  de  la  roulette,  bien  loin  d'en  faire  un 
mystère,  je  veux  vous  faire  comprendre  qu  il  n'y  a  point  de 
question  de  cette  matière  qui  puisse  m'échapper.  Vous  saurez 
donc  que  cette  méthode  dont  je  me  sers  pour  les  tangentes 
des  lignes  courbes,  lorsque  leurs  appliquées  (■)  ou  les  por- 
tions de  leurs  diamètres  (3)  ont  relation  à  des  ligues  droites. 

(')  Il  faudrait,  au  premier  terme  du  premier  membre  c  cub.    ter;  de  même, 
dans  les  deux  égalités  suivantes. 
(2)  Ordonnées. 
I3)  àbcisses, 
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me  sert  aussi,  avec  un  peu  de  changement  pris  de  la  nature 
de  la  chose,  à  trouver  les  tangentes  des  courbes  dont  les 
appliquées  ou  les  porlions  de  leurs  diamètres  ont  relation  à 
d'autres  courbes.  Je  vous  ai  déjà  fait  voir  l'exemple  de  la 
roulette 

En  voici  un  autre  exemple. 

Soit  la  parabole  EDAG,  de  laquelle  l'axe  AG  et  le  sommet 
A.  Soit  une  autre  courbe  ABF  de  mêmes  axe  et  sommet,  et 
que  BC,  appliquée,  soit  égale  à  la  portion  (*)  de  parabole 
DA,  et  l'appliquée  FG  égale  à  la  portion  de  parabole  EA,  etc., 
à  l'infini.  11  faut  mener  au  poiut  B  de  cette  nouvelle  courbe 
une  tangente. 


G  E 

Soit  tirée  l'appliquée  BDC.  Soit  0  le  focus  de  la  parabole  ; 
faisons  comme  OA  -\- kC  à  AC,  ainsi  du  quarré  BG  au  quarré 
CX;  la  ligne  BN  touchera  la  courbe  FBA. 

Voilà  deux  exemples  aisés,  lesquels  vous  pourrez  proposer 
à  soudre.-si  vous  voulez,  avant  que  d'en  faire  voir  los  solu- 
tions. Mais  pour  le  suivant  je  le  propose  à  M.  de  Bobcrval, 
et  si  j'osais  encore,  à  M.  Descartes. 


')  Segment. 
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Soient  autant  de  courbes  qu'où  voudra  de  même  sommetB, 
comme  BE,    BD,  BF.  BA,    données    par    position,    et   soit 


imaginée  une  autre  courbe  de  même  sommet  comme  MB, 
en  sorte  que  les  appliquées  de  cette  dernière,  comme  MC, 
soient  moyennes  proportionnelles  entre  la  somme  des  por- 
tions des  autres  courbes  AB;  BF,  BD,  BE,  et  la  somme  des 
appliquées  AG,  FG,  DG,  EG  ;  il  faut  trouver  une  tangente  à 
un  point  donné  de  cette  dernière  courbe.  Si  vous  voulez  que 
les  quatre  courbes  de  mon  exemple  soient  un  cercle,  une 
parabole,  une  hyperbole  et  une  ellipse,  j'y  consens,  à  la 
charge  que  vous  croyiez  que  je  donnerai  la  solution  en  tout 
nombre  et  en  toute  espèce  de  courbes  données,  et  ce,  sans 
aucune  asymétrie,  ce  qui  semble  merveilleux. 
Avant  de  quitter  la  Géométrie,  je  vous  donne  encore  une 


spéculation,  qui  est    excellente   et   qui   allonge   infiniment 
l'affinité  au  lieu  plan  :  Si  a  quotcunque  punctis,  etc.,  laquelle 
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j'ai  trouvé  en  cherchant  les  lieux  ad  superficiem.  C'est  que, 
après  avoir  trouvé  un  cercle  qui  satisfasse  à  la  question 
d'Apollonius  in  piano,  comme  par  exemple  :  soient  les  points 
donnés  D,  E,  F,  G,  H  et  le  cercle  trouvé  ABC,  en  sorte  que 
quel  point  vous  preniez  en  sa  périphérie  comme  A,  les  carrés 
DA.  EA,  FA,  GA,  HA  soient  égaux  à  un  espace  donné  ;  je 
dis  que,  si  autour  du  point  1  comme  centre,  vous  décrivez 
une  sphère  de  laquelle  le  cercle  ABC  soit  un  des  grands, 
que.  quel  point  vous  prendrez  en  la  superficie  de  la  sphère, 
il  satisfera  à  la  question  du  lieu. 

J'ai  trouvé  ensuite  beaucoup  de  choses  merveilleuses  sur 
le  sujet  des  lieux  ad  superficiem,  mais  je  ne  puis  vous  dire 
tout  à  la  fois. 

Le  quadrilatère  de  M.  de  Roberval  que  je  n'ai  pas  cru  si 
pressé  que  la  tangente  du  galand  sera  différé  au  premier 
voyage. 

Il  faut  que  je  vous  dise  encore  qu'on  peut  mener  la  tan- 
gente de  450,  au  galand,  par  une  voie  qui  semble  plus 
géométrique  ;  car  là  où  ma  précédente  solution  a  employé 
la  ligne  courbe  du  galand  pour  trouver  le  point  cherché, 
par  l'intersection  du  galand  et  d'une  ellipse,  cette  autre  voie 
n'emploie  que  les  sections  coniques. 

Supposons  que  %  le  côté  droit  (*)  du  galand  est  inconnu, 
et  que  AD  est  une  ligne  donnée  nommée  b,  que  DB  est  in- 
connue nommée  a. 

Donc  le  côté  droit  sera 

a  cub.  -f-  b  cub. 
h  in  a 

Par  ma  méthode  des  tangentes,  la  ligne  DN  qui  concourt 
avec  la  tangente  sera 

b  in  a  cub.  bis  —  6  qq. 
a  cub  —  6  cub.  bis 
laquelle  il  faut  faire  égale  à  a. 

Nous  aurons  donc 
a  qq.  —  b  cub.  in  a  bis  égal  à  b  in  a  cub.  bis  —  b  qq., 

t1)  Coté  droit,  lattis  rectum,  paramétra 
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et  enfin 

6  in  a  cub.  bis  -f-  b  cub.  in  a  bis  —  a  qq.  égal  à  b  qq., 
laquelle  équation  (pour  trouver  la  valeur  de  a)  se  peut  résou- 
dre ou   par  ma  méthode  topique    ou  par  telle    autre   qu'on 
voudra. 

Or  a  étant  connu,  le  côté  droits  sera  connu.  Et  si  le  galand 
donné  est  différent  de  celui-ci,  il  faudra  faire  :  comme  le 
côté  droit  de  celui-ci  à  la  ligne  AD  ou  b  donnée,  ainsi  le 
côté  droit  du  galand  donné  à  une  autre  ligne  qui  détermi- 
nera un  point  semblable  au  point  D  et  la  question  est  faite. 
Si  j'ai  manqué  ici  la  supputation,  vous  la  corrigerez,  car  je 
n'ai  pas  seulement  le  loisir  de  relire  ma  lettre. 

Pour  Galilée  j'avais  commencé  de  l'examiner  par  le  menu, 
et  si  j'ai  du  loisir  assez  je  continuerai.  Lorsqu'il  parle  de  la 
proportion  de  la  vitesse  en  la  descente  qui  se  fait  en  un 
même  ou  divers  milieux  par  des  corps  différents,  vous  trou- 
vez que  son  expérience  qui  précède  contredit  sa  règle  qui 
suit. 

Je  vous  entretiendrai  une  autre  fois  plus  à  loisir,  bien 
que  l'oisiveté  de  la  campagne  vous  ait  présentement  fait 
voir  une  lettre  plus  longue  que  je  n'avais  dessein.  Je  suis, 
mon  révérend  Père,  votre,  etc.. 

22  octobre  1638. 

Fermât. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


44.  —  On  considère  des  coniques  inscrites  dans  un  carré 
dont  les  diagonales  sont  prises  comme  axes  de  coordonnées. 
D'un  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  (<x|3)  on  abaisse  des 
normales  sur  ces  coniques.  Trouver  le  lieu  décrit  par  les 
pieds  de  ces  normales.  En  désignant  par  ia  la  longueur  de 
là  diagonale  du  carré  proposé,  on  fera  voir  que  ce  lieu  est 
une  quartique  ayant  un  point  double  en  P,  et  que  l'équa- 
tion de  cette  courbe  est 

(rto-h  *y  — 2  *y)  (*  c  -f  &/  —  &    —  V2)  =  a2(a  —  œ)fê  —  y) 
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ou  encore 

(x*  -f  y*  —  a*)(*  —  »)fê  —  y)  +  ^!/|(a  —  »)•  4-  (P  —  !/)2î  =  o 

On  construira  cette  courbe,  et  on  distinguera  les  diffé- 
rentes formes,  suivant  que  le  point  P  est  situé  dans  l'une 
ou  l'autre  des  régions  du  plan  définies  par  les  quatre  côtés 
du  carré  supposés  prolongés  indéfiniment. 

Enfin,  on  distinguera  sur  le  lieu  les  points  qui  proviennent 
des  ellipses  de  ceux  qui  proviennent  des  hyperboles  du 
faisceau  considéré.  (G.  L.) 

45.  —  On  considère  un  point  m  dont  les  coordonnées 
sont  x  et  y  ;  à  ce  point  on  fait  correspondre  un  point  M  dont 
les  coordonnées  X  et  Y  sont  liées  à  x  et  y  par  les  formules 

x  =  X;  y  Y  =  a2. 
On  propose  d'étudier  cette  transformation  ;    on   établira  en 
particulier  les  points  suivants: 

1.  A.  une  courbe  f,  d'ordre  p,  correspond  également  une 
courbe  F,  d'ordre  zp\  mais  si  f  possède  à  l'infini,  dans  la 
direction  Oy,  un  point  de  multiplicité  k,  l'ordre  de  F  n'est 
plus  que  2p  —  le. 

2.  Les  tangentes  aux  courbes  f  et  F  aux  points  corres- 
pondants met  M  rencontrent  Ox  en  deux  points  équidistants 
du  pied  de  l'ordonnée. 

3.  Appliquer  cette  remarque  à  l'hyperbole  considérée 
comme  transformée  de  la  droite  par  ce  procédé  et  retrouver 
ainsi  une  construction  bien  connue. 

4.  Étudier  les  cubiques  de  la  troisième  classe, 

x*y  =  m3, 
en  les  considérant  comme  des  transformées  de  la  parabole; 
montrer  en   particulier  que,  si   l'on    appelle    P  le  pied  de 
l'ordonnée  en  un  point  M  de  cette  cubique,  et  T  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  Ox,  on  a 

OT  =  —  OP  . 

2 

o.  Déduire  de  celte  transformation  et  de  la  théorie  des 
asymptotes  qu'une  courbe  algébrique  ne  peut  pas  avoir  de 
point  d'arrêt.  (G.  L.  > 

46.  —  Lorsque  les  trois  premiers  coefficients  d'une  équa- 
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tion  de  degré  m  sont     i ,  p.  — -  , 

l'équation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  L.) 

47.  — Lorsque  cinq  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
sont  A,  B,  C,  2B  —  A,  2G  —  B, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  L.) 

48.  —  Lorsque  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équa- 
tion sont  +  3A,  —  A,  —  A,  -J-  3A, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  L.) 

49.  —  On  donne  un  cercle  A,  et  un  diamètre  OC  de  ce 
cercle  ;  d'un  point  A,  pris  sur  la  circonférence,  on  abaisse 
sur  OC  la  perpendiculaire  AB,  et  l'on  considère  le  triangle 
OAB; 

i°  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents 
aux  droites  OA,  AB,  OB  ;  2°  ce  lieu  se  compose  de  deux 
quartiques  unicursales;  considérant  l'une  d'entre  elles,  on 
demande  de  distinguer  sur  cette  courbe,  formée  de  deux 
boucles  égales,  les  points  qui  appartiennent  au  cercle  ins- 
crit et  aux  cercles  ex-inscrits  du  triangle  AOB  ;  3°  déter- 
miner le  cercle  qui  ayant  pour  centre  le  point  0,  est  bitangent 
à  la  courbe  ;  4°  trouver  l'aire  totale  de  la  courbe. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES    CHEMINS  DE   FER.     —    IMPRIMERIE  CHAIX. 
ttl'E  BERGÈRE,  20,    A    PARIS.  —  2S6-3- 
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NOTE  SUR  LE  THEOREME  DE  DESCARTES 

Par  M.  Walccki,  professeur  île  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Fontanes. 


Soit  P  =  amxm  -f-  am  i.r"1-1  -f-  . . .  -j-  a  un  polynôme  réel. 
Je  suppose  que  la  relation  linéaire 

0.0  p    -f-    P<h-l  +  ïaP-2  +   •  •  •    +    rjai>-r   =  O 

soit  vérifiée  pour  deux  valeurs  consécutives  de  p;  p  et  j)  —  i . 
Si  l'équation Q=  a  -|-  fkc  -f-  yx2  -{-...-{-  oxr  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles,  l'équation  P  =  o  a  deux  racines  imagi- 
naires au  moins. 

En  effet,  en  multipliant  P  par  Q,  on  obtient  un  polynôme 
présentant  une  lacune  de  deux  termes,  les  coefficients  de 
a?  et  xp~l  étant  nuls.  Le  produit  PQ  a  deux  racines  ima- 
ginaires, qui  existent  donc  dans  P,  puisque  cp  par  hypothèse 
a  ses  racines  réelles. 

Par  exemple  :  1°  si  trois  termes  consécutifs  de  P  sont  en 
progression  géométrique  de  raison  r,  la  relation  est  à  deux 
termes  ap  —  m,,_i  =  o  ; 

le  polynôme  Q  est  i  —  rx.  C'est  le  théorème  de  M.  Hermite. 

2°  Si  quatre  termes  sont  en  progression  arithmétique  dans 
P,  la  relation  linéaire  est 

ap  —  2 «/,_!  -f-  dp-2  —  o; 
le  polynôme  Q  est  i  —  2X  -f-  x*~,  il   a   ses    racines   réelles  ; 
P  en  a  deux  imaginaires. 

3"  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  pris  dans  la  suite 
de  Lamé  i,  2,  3,  5,...  la  relation  linéaire  est 

ap  -j-  </,,_i  —  n,,->  —  o; 
le  polynôme  Q  est   i  -f-  x  —  a. -  ;  ses  racines    »on1   réelles, 
l'équation  P  a  deux  racines  imaginaires. 

4U  Si  quatre  termes  sonl  sri  s, .,.  sr+2,  sr+a  somme  des  puis- 
sances semblables  des  racines  réelles  d'une  équation  du 
second  degré,  la  relation  linéaire  a  pour  coefficients  1rs  coef- 
ficients de  cette  équation;  I';i  deux  racines  imaginaires,  etc. 

Od  peut  généraliser  pour  le  >-a>  oit  la  relation  linéaire  a 

JOURNAL  Dl   M  Mil.    BPÉC.   ISSU.  - 


26  JOURNAL   DE  MATHÉMATIQUES   SPÉCIALE^ 

lieu  pour  n  valeurs  dey;;  la  lacune  est  de  h  termes  et  les 
racines  imaginaires  du  produit  signalées  par  la  lacune  appar- 
tiennent à  P  ou  à  Q.  Si  elles  ne  peuvent  être  introduites  par 
le  facteur  Q;  c'est  que  P  en  admettait. 


ETUDE 

SUR   DE   NOUVEAUX    POINTS    REMARQUABLES 

DU  PLAN  D'UN  TRIANGLE 

Par  M.  Emile  I^émoine,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 

Suite,  voir  p.  3). 


Soient  Jt,  J/„  J„  les  symétriques  de  C,  de  B  et  de  A  par 
rapport  au  centre  du  cercle  inscrit;  Jc  et  J0  sont  les  centres 
des  hyperboles  (1)  et  (2)  qui  passent  par  A'  et  ont  pour 
asymptote  commune  la  droite  JCJ(,  tangente  au  cercle  inscrit 
et  parallèle  à  BG  et  pour   autre  asymptote    respectivement 

Si  l'on  joint  JaA'  coupant  J6JC  en  T  et  que  l'on  prenne 
dans  le  sens  TA,  T<ï)(  =  JUA'.  le  point  ©l5  construit  ainsi  très 
simplement,  sera  évidemment  le  point  cherché  commun  aux 
deux  hyperboles  d'après  le  théorème  connu  :  les  segments 
interceptés  sur  une  droite  entre  l'hyperbole  et  ses  asymp- 
totes sont  égaux. 

En  construisant  par  rapport  aux  autres  côtés  les  droites 
analogues  à  «TA',  on  a  le  théorème  suivant. 

Théorème  III.  —  Si  dans  un  triangle  ABC  on  joint  le 
point  symétrique  de  chaque  sommet  par  rapport  au  centre  du 
cercle  inscrit  au  point  de  contact  du  cercle  inscrit  sur  le  côté 
opposé  à  ce  sommet,  on  a  trois  droites  qui  se  coupent  en  iinmëmc 
point;  si  par  ce  point  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés, 
ces  parallèles  coupent  les  côtés  en  six  points  qui  forment  un 
hexagone  circonscrit  au  cercle  inscrit  dans  le  triangle. 

En  appelant  lu  l2,  l3  les  longueurs  de  ces  parallèles 
comprises  entre  les  côtés  on  peut  démontrer  que  : 

L'on  peut  toujours  former  un  triangle  avec  les  longueurs 
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llt  /2,  /3,  et  aussi  établir  les  formules 
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P= 


a  =  /)  —  \  /j2  —  ~Up 

,     (A/^+^+^)î(v/M-^-vV1)nsV:+v^-^/'J)■,(v/^+s//T-v'0, 


4  /24-/J-/,)(i1+/3-/,)  1',+  Jj-y 

ce  qui  donne   la    solution  de    ce   problème:  Construire    un 
triangle  connaissant  les  trois  longueurs  \t,  12,  13. 

Les  cercles  ex-inscrits  donnent  lieu  à  des  constructions, 
à  des  formules,  à  des  théorèmes  et  à  des  problèmes  tout  à 
fait  analogues.  On  obtient  ainsi  les  points  ©a  ,0,,,0C ,  ana- 
logues à  ®l. 

En  calculant  leurs  coordonnées  on  trouve 


©a 


>J  = 


a(p  +b  —  c) 
p  —  a 
b(a  +  p) 


Bi 


y  = 


p  —  b 

b(p  -f  a—  c) 


H, 


g(p  +  b  —  a) 

p  —  c 
b(p  -fa  —  b) 


ou 


y  = 

©,«->„  = 
e60r  = 


/J  —  c 

A 

cos  — 

2 

4  c 
.      C 


siu 


0,1-U   X  ®i©6  X  Q&c  =  2,0Hîr. 

0«,©c   X   ©«©«  X  0«®i  =  210RV 
<->1Ha    X06®e  =   26«R 

La  surface  de  h,i-i„ i-i,.  =  2'p.R 

Si  l'on  ajoute  les  deux  égalités  qui  donnent  les  COOl  - 
données  de  '->„,  on  a  x  -f-  V  =  —  (//-f-//):le  point  0a  est 
donc  sur  cette  droite. 

Si  l'on  retranche  les  deux  égalités  qui  donnent  les  coor- 
données de  0e  on  trouve  y  —  a-  =  a  —  b. 

Le  point  8«    est  donc    sut    celte  droite  qui  contient 
le  point  <-»,. 

Enfin  si  l'on  cherche  le  coefficient  angulaire  de  6,0».  on 


28  JOURNAL   DE    MATHEMATIQUES    SPÉCIALES 

trouve —  i.  Ce  qui  prouve  que   cette  droite  est  parallèle  à 
la  bissectrice  du  supplément  de  l'angle  BGA. 

Ces  dernières  remarques  permettent  d'énoncer  le  théorème 
suivant. 

Théorème  IV.  —  Soit  un  triangle  ABC;  sur  CB  et  dan* 
le  sens  BC  je  prends  CC  =  a  -j-b  ;  sur  CA  et  dans  le  sens  AC 
je  prends  CCg=  a  -j-k;  je  joins  CaCg  et  je  construis  les  deux 
droites  analogues  BaB  A  A«.  Ces  trois  droites  forment  un 
triangle  0n0j)0c  dont  le  point  de  concours  des  hauteurs  est  0t. 
Si  par  l'un  des  points  0t,  0a,  0b,  0C,  je  mène  des  parallèles  aux 
trois  côtés  de  ABC,  ces  parallèles  couperont  ces  côtés  en  six 
points  qui  formeront  un  hexagone  circonscrit  au  cercle  inscrit 
ou  à  l'un  des  cercles  ex-inscrits  du  triangle  ABC. 

Remahque.  —  Les  trois  côtés  et  les  trois  hauteurs  du  trian- 
gle 0a06©c  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  directions  des  côtés  de  ABC. 

Le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  0a060c  est  8R. 

Le  théorème  III  transformé  donne  le  théorème  plus  général: 

Théorème  V.  —  Si  deux  triangles  homologiques  ABC, 
A'B'C  quelconques  sont  circonscrits  à  une  même  conique,  les 
points  de  contact  de  ABC  avec  la  conique  étant  a,  p,  y  et  ceux 
de  A'B'C  étant  a'p'y',  les  triangles  A'B'C,  apy  sont  homologiques 
ainsi  que  ABC  et  a'p'y'. 

Remarquons  qu'on  pourrait  résoudre  par  une  méthode  tout 
à  fait  analogue  le  problème  suivant  plus  général  que  celui 
que  nous  venons  d'étudier. 

Problème  II.  —  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC 
un  point  &  tel  que  si  l'on  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux 
Wois  côtés,  l'hexagone  formé  par  les  six  points  oie  ces  parallèles 
coupent  les  côtes  soit  circonscrit  à  une  conique  donnée  inscrite 
dans  le  triangle  ABC. 

Problème  III.  —  Soit  0  un  point  quelconque  (ij,  ï))  du  plan. 
On  sait  que  l'hexagone  BcAcCdBaAi,Ci,  (avec  les  mêmes  nota- 
tions que  dans  le  problème  J)  est  circonscriptible  à  une  conique 
et  insçriptible  dan*  une  autre;  cherchons  l'équation  de  ces  courbes. 
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1°  La  conique  inscrite  à  l'hexagone  : 
Toute  conique   tangente  à  CB.  CA  a  une  équation  de  la 
l'orme 

D2^2  +  4FBXÎ/  -f  E-//2  +  4FDX  -f  4FE1/  +  4F2  =  o.  (3) 
Exprimons  qu'elle  est  tangente  aux  droites  C&A/,,  C,Ba,  ACBC 
(jui  ont  respectivement  pour  équations 

brtx  -f-  {zay\  -\-  b\  —  ab)y  —  t[(at\  -f-  b\)  —  o,      (4) 
(at\  -f-  ib\  —  ab)x  -f-  n\y —  \(ax\  -j-  bl)  =  o.      (5i 


—  -f-  ^ j  _  0- 


(6) 


Or  si  la  droite  mx  -\-  ny  -\-  p  =  o  est  tangente  à  la  conique 
Ace2  +  Bxy  +  C'y2  -f-  Dx  +  Ey  -f  F  =  o,  on  a 

2A,  B,  D,  m 

B,  2C,  E,  n 

D,  E,  2F,  p 

m,  n,   p,    0 

Ce  qui  donne  pour  la  conique  (3) 

p"-(EW  —  4F2B2)  -f-  4pnFD(2FB  —  ED)  +  4pwFE(2FB 

—  ED)  —  8mnF2(2FB  —  ED)  =  o 

ou  on  enlevant  le  facteur    2FB  —  ED,  divisant  par  F2p*  et 

E        _    D        _    E        D  B 


posant   ^-=X;  —  =  Y, 


tvX 


F   ^ 


=  Z.  on  a 


p  p  p    p 

Si  dans  cette   équation  on  remplace  —  et  —  par  leurs 

p  p 

râleurs  tirées  respectivement  des  équations  (4).  (o),   (G),  il 

vient  : 


46 


Uy]  -f-   /y; 


X    I    4(^  +  }K-ab)Y   ,  z 


_  —  86(aoq-f-  %—ab) 


i\.(ay\  -f-  &ÇJ 


4(air)  -f-26;  —  ao) 
Ç(a>i  -f-  bl) 


x-f 


Y  4  Z  —  —8g(avl  +  2  6;  — ofc) 

«n  4-  &5  §(«*i  +  65) 


4° 


4-X+-i-Y  +  Z  =  --J- 

Ç.7| 


De  ces  trois  équations  on  déduit 

E    =x=         a(S  +  g) 
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F  «Y!  -f  b\ 

F    •    F  +  2    F   ~~  ay)  4-  6$  ' 

,,    .  B         6ar,  4-  6fr£  —  2f/o  —  2y,; 

d  0  u  •  — = ! — I 2 — . 

F  {a^  4-  &*)* 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équalion  (3)  préalablement 

divisée  par  F2. 

On  a 

-  2(-r]  +  />)K  4-  fttyè  -  3(Ç  +  o)(«r1 4-  bg)y  4-  (a,)  4-  blY  =0  (7) 
qui  est    l'équation    cherchée    de  la   conique    inscrite  dans 
l'hexagone. 

Si  l'on  détermine  le  centre  de  cette  conique  on  reconnaît 
qu'il  est  donné  par 

x  = ■ 

les  équations  \  , 

b  4-  r, 

»-- y-- 

Ce  qui  conduit  au  remarquable  théorème  suivant: 

Théorème  VI.  — Si  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  © 
décrit  une  courbe  quelconque,  le  centre  de  la  conique  inscrite 
dans  l'hexagone  formé  par  les  intersections  des  côtés  avec  lea 
parallèles  aux  côtés  menées  par  ©  décrit  une  courbe  homothé- 

tique  et  le  rapport  d'homothètie  est  — . 

4 
Remarque  I.  —  Ces  valeurs  des  coordonnées  du  centre  nous 
indiquent  une  nouvelle  solution  très  simple  du  problème  I  car 
nous  connaissons  dans  ce  problème  les  centres  des  coni- 
ques inscrites  qui  sont  les  centres  des  cercles  inscrits  et 
ex-inscrits  au  triangle  ABC.  En  remplaçant  x  et  y  par  les 
coordonnées  de  ces  points  nous  aurons  les  coordonnées  ;,  tj 
des  points  0,,  ©a,  @b,  0C  par  les  formules 
\  ==  <\x  —  a 

et  nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  obtenus  par  une  voie 
toute  différente. 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  31 

Remarque  II.  —  La  courbe  (7)  ne  représente  jamais  une 
hyperbole  équilatère. 

Remarque  III.  —  Si  nous  cherchons  le  genre  de  la  courbe, 
nous  voyons  qu'elle  représente  une  hyperbole  ou  une  ellipse 
suivant  que  l'on  a  (v)  —  b)(a  —  l){arr\  -f-  />;).  positif  ou  négatif. 
Si  l'on  mène 
par  A,B,C  des 
parallèles  aux 
côtés  opposés, 
on  forme  un 
triangle  At  Bt 
Ct  et  il  est  facile 
de  voir  que  l'in- 
variant (r,  —  b) 
(a  -  l)(ay\  + 
o£)  est  négatif 
ou  positif  sui- 
vant que  le 
point  (ç,  y))  esl 
ou  n'est  pas 
dans  les  par- 
ties hachurées  de  la  figure  ci-contre.  Si  le  point  {*,  -i\)  se 
trouve  sur  un  des  côtés  du  triangle  A,  B,C,,  la  courbe  (7)  se 
réduit  à  une  droite  double. 

2°  La  conique  circonscrite  à  l'hexagone  : 

On  exprime  facilement  que  la  conique  passe  par  les  quatre 
points  Br,  G,„  Ac,Ca  situés  sur  les  axes  de  coordonnées,  puis 
par  l'un  des  points  A.b,  Ba  qui  ont  pour  coordonnées  : 


-(/>-,) 


B 


y  —  ï 

x  =  -  (a  -  $) 


y  =  *i 

on  trouve 

br.x1  -f  (2a-r\  -f-  26c  —  ab)xy  -f-  aty*  —  rt  (2b;  -f-  <jrr\)  x 

—S  (20-n  -f  bl)y  -f-  yjÇ  («7)  +6Ç)  =  o.  (8) 

</.  Cette  é([uatiou  représente  une  ellipse,  une  parabole  OU 

une  hyperbole  suivant  que  le  point  (;,  Tj)  est  à  l'intérieur  do 

l'ellipse  maxima  inscrite   au  triangle,  sur  cette  ellipse  où  à 

l'extérieur  de  cette  ellipse.  On  sait  que  cette  ellipse  maxima 
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est  tangente  aux I rois  côtés  en  leurs  milieux  et  a  pour  centre 

le  contre  de  gravité  du  triangle  ;  son  équation  est 

<7262 
b2x2  -f-  abxy  -f  ahf  —  ab*x*  —  aVn)  -| =  o.    (9) 

4 

b.  La  conique  circonscrite  à  l'hexagone   sera  un  système 

de  deux  droites  si  le   point    (;,    y,)    est   sur  l'ellipse  minima 

circonscrite  à  AEG.  Cette  ellipse  minima,  qui  a   son    centre 

au  centre  de  gravité  de  ABC  et  dont  les  normales  aux  points 

A,  B.  C  sont  les  hauteurs  du  triangle,  a  pour  équation 

abxy  —  (ay  -f-  bx)(ay  -\-  bx  —  ab)  =  o.        (10) 

L'ellipse  (9)  et  l'ellipse  (10)  sont  homothétiques.  leur  centre 
d'homothétie  est  le  centre  de  gravité  G  de  ABC. 

Le  lieu  d'intersection  des  deux  droites  qui,    dans    ce  cas, 
forment  la  conique  circonscrite  à  l'hexagone,  est 
[(ay  -+-  bx)(ay  -{-  bx  —  ab)  -}-  abxy]2 
=  4.abxy  (ay  -f-  bx  —  ab)'2. 

ç,  La  conique  circonscrite  est  un  cercle  lorsque  le  point 
(;,  tj)  est  le  centre  des  médianes  anliparallèles.  (Voir  hi  note 
sur  quelques  propriétés  d'un  point  remarquable  du  plan  d'un 
triangle,  Congrès  de  Lyon,  1873.) 

Théorème  VII.  —  Soit  un  triangle  fixe  ABC  et  un 
triangle  variable  A'B'C,  homo thé tique  à  ABC,  m  étant  le  centre 
fixe  d'homothétie.  on  sait  que  les  côtés  de  A'B'C  coupent  ceux 
de  ABC  en  six  points  qui  forment  un  hexagone  inscriptible  à 
une  conique.  (Voir  Congrès  de  Lyon.   I.S73.) 

1°  Le  lieu  du  centre  de  cette  conique  est  une  droite  qui  passe 
par  ta  ;  si  m  est  le  centre  des  médianes  anliparallèles  de  ABC,  la 
ilroite  passe  aussi  par  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

2°  Les  côtés  de  cet  hexagone  qui  sont  situés  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC  coupent  (d'après  le  théorème,  de  Pascal)  les  côtés 
opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite;  cette  droite  passe 
par  un  point  fixe. 

La  conique  circonscrite  à  l'hexagone  est  une  hyperhole 
équilatère  si  le  point  (£,  r{)  appartient  à  la  droite  : 

207]  (c2  —  a-)  -\-  iIk  (c2  —  h*)  4-  ab  (a2  —  ft2  —  c2)  =  o. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  droite  est  Taxe  d'homologïe 
du  triangle  ABC  et  du  triangle  formé  en  joignant  les  pieds 
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des  hauteurs,  c'est-à-dire  l'axe  radical  du  cercle  circonscrit 

et  du  cercle  des  neuf  points;  on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Si  pur  un  point  quelconque  de  Vaxe 
d'homologie  d'un  triangle  ABC  cl  du  triangle  formé  par  les  pieds 
des  hauteurs,  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  ces  parai: 
teks  rencontrent  les  côtés  en  six  points  qui  sont  sur  une  hyper- 
bole équilatère.  (A  suivre.) 


QUESTION  35 


La  question  étant  posée  dans  les  mêmes  termes  que  dans  la 
question  34,  mais  en  supposant  cette  fois  que  A  est  parallèle  à 
00';  trouver  le  lieu 
du  point  I  :on  distin- 
guera les  différentes 
formes  du  lieu  sui- 
vant que  le  cercle 
décrit  sur  00'  comme 
diamètre  est  exté- 
rieur, tangent  ou  sécant  à  la  droite  A.  O/i  propose  aussi  d< 
reconnaître  que  la  courbe  trouvée  est  une  courbe  de  sixième  degré 
unicursale. 

1.  —  Supposons  maintenant  que  la  droite  A  soit  parallèle  à 
00'.  L'équation  do  cette  droite  est  m  =  y  sinw[l].  La  relation 

précédente  est  toujours 


sin  co 
x 


nant  l'angle  co,  on  a  sin  w=  — -i 


cos  ta 

y 

COS    (D 


=  —  [2].  Élimi- 

a 


II 


m 


COS  li)  = 


L'équation  de  la  courbe  est  donc 


m  r 


h 


.  _  IL 
a 

[3] 

y  \  x  a  /  L  J 

équatioa  que  l'on  peul  écrire  </V-'('//2  —  m"-)  —  y*(am  —  xy)*' 

JOUERAI  DE   m  un.  BPÉI  .  1883.  2. 


£  +  (£-*■)»■« 
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2.  —Discussion. —  Cette  courbe  est  du  sixième  degré, 
elle  est  symétrique  par  rapport   a    l'origine.  Elle   est    tout 

entière  extérieure  aux  deux  droites  {    parallèles  à 

y  =  (—  «0 

l'axe  des  as,  et  auxquelles  elle  est  tangente  aux  points  M 

et  M'  donnés  par  les  coordonnées 

lx  =  a  \x  = —  a  r/n 

M  M   \  [41 

(  y  =  m  ly  =  —  m 

L'axe  des    </  est  une  asymptote    double.   Les  asymptotes 

horizontales  sont  données  par  le  coefficient  de  x1 

(yi  —  ahf  -j-  tfm?)  =  o. 

qui   représente  quatre  asymptotes    réelles    ou   imaginaires 

suivant  le   sigae    de  (a2  —  4m2).  Nous    distinguerons  trois 

cas. 

a2 
1° m%  >•  o.  Les  quatre  asymptotes  sont  réelles.  Elles 

sont  symétriques    deux  à  deux  par   rapport  à  l'axe  des  x. 

Posant m8  =  d2,on  aura    ?/2   =    a\ — ifc^l»  valeurs 

4  \  2  / 

que  l'on  peut    facilement  construire  (fig.  1).  On  obtient   les 
quatre  points  A  k{  A'  A/. 

Nous  pouvons  écrire  l'équation  eu  ordonnant  par  rapport 

/               <uu\ 
a  x*  :  -x2  (y''  —  <i-if  -\-  u'2nr)  =  2artiy*  (  xy ].        [o] 

Le  premier  membre  contient  les  quatre  asymptotes,  le  se- 
cond l'hyperbole  xy  =  — m,  qui  séparent  le  plan  en  ré- 
gions (fig.  1,  hachures  croisées). 

Les  points  d'intersection  P,  P',  Q;  {)'  de  l'hyperbole  avec  les 
asymptotes  font  partie  de  la  courbe.  L'origine  est  un  point 
double  isolé. 

Il  y  a  deux  branches  de  courbe  comprises  entre  les 
asymptotes  AA'  et  AjA/,  et  deux  branches  asymptotes  à  O// 
et  aux  droites  A  et  Ax. 

a2 

2° m2  =  0.  L'équation  se  simplifie  et  devient 
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Les  deux  asymptotes  horizontales  A  et  A'  sont  confondues 
en  une  seule  A  ayant  pour  équation  y  :=    a  V  3, 


Fig.  i. 


L'hyperbole  équilatbre  xy 


4 


et  la  courbe  coupent  les 


deux  asymptotes  A  et  At  aux  mêmes  points  P  cl,  P';  par  con- 
séquent la  courbe  est  tangente  en  ces  points  ù  l'hyperbole 
équilatbre, 


m 


JOURNAL    Ut    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

x  =    a         i  x  =  —   ( 


Les  deux  points  M 


.'/ 


u 


M 


a 


sont    deux 


points    de     tangcnce    horizontale.   11  y  a    quatre    branches 
symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  l'origine  0.  qui  est 


Fig.  2. 
un  point  double  isole.  L'axe  des  //  est  une  asymptote  double 

(fig-  %)- 

3° m2  <  o.  Les  asymptotes  horizontales  sont  toutes 

imaginaires.  Il  faut  que  x  et  y  soient  de  même  signe,  donc 
il  n'y  a  des  points  que  dans  ces  premier  et  troisième  qua- 
drants. 

Les  points  M  et  M'  sont  toujours  deux  points  de  tangencc 
horizontale.  L'axe  des  y  est  une  asymptote  double. 

La  courbe  a  donc  la  forme  de  la  figure  3.  Il  y  a  un  point 
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a: 


d'inilexion  dans  la  partie  de  courbe  qui  va  de  M  vers  la  droite 
à  l'axe  0//  et  un  point  N  ou  la  tangente  est  verticale. 


Fig.  3. 

3.  —  1°  Prenons  l'équation  de  la  première  courbe  sous  la 

forme  — 7-  X  .r2  (—  -f- — r  )    =  r. 

k                       1-  —  1 
(  »n  peut  poser  —  r=  cos  tp  = ; 

/  1  k  \        .  2t 

xl )  =  sin  a  = ; 

V  "  ^  y1  J  '       *'  -f-  i 

d'oii  on  aura  les  formules 


/■   (/'+  1) 
/2—  1 


M 
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et 

zt  2tak (t1  -f  i) 

x  = 


(/   +l)lH+    />(*«+  i)«J  [2] 

Ces  deux  formules  prouvent  que  la  première  courbe  est 
unicursale. 
2°  Prenons  la  deuxième  sous  la  forme 


/  m  \2        (  m  y  V 


i 

y 

m  t2  —  i 

et  posant       —   =  cos  o  =  — — ; — 

y  t2+  i 

m         u  .  2t 

—  —  =  sin  a  = 


x         a               T         i2  +  i 
On  aura  */  =  m  — —■! [11 

et 

_w  2/  m        /2  -f  i      _  2al(tz—  i)-f-w(f—  O2 

"ôT  —    /2  -f  i    "^  ~  '    /2  —  i  a  (*'•  —  i) 

am{P—  i) 

d  uu  x-  =  ■ 4-; r-, — TT--  L-J 

2at  (r2  —  i)  +  m  (/2  +  i)3 

La  courbe  est  donc  unicursale. 

Cette    remarque  s'applique  d'ailleurs  à  la  courbe  traitée 

précédemment  quand  nous  avons   résolu  la  question  n°  34. 

On  peut  observer  qu'en  général,  si 

x  =  f  (sin  w,  cos  w), 

y  =  ©  (sin  w,  cos  a»); 

comme  on  a  toujours 

t2  —  i 
cos  w  = 


f2+  I  ' 

2/ 


SI  co 


/2+   I 

03  et  y  sont  données  par  des  formules 

Ft(0      ."'   Fi(0 
et  par  conséquent  ces  courbes  sont  unicursales. 
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QUESTION  13 

Solution  par  M.  E.  Gaullaider,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Étant  donnés  deux  points  A  et  B  d'une  parabole  inconnue  et 
la  droite  A  axe  de  cette  courbe,  on  abaisse  sur  A  tes  perpen- 
diculaires AA', 
BB', puis  on  trace 
les  droites  AB' 
et  BA'  qui  se 
coupent  en  C. 

Démontrer  que 
si  par  le  point  C 
on  mène  une  pa- 
rallèle à  l'axe  A, 
cette  droite  ren- 
contre AB  en 
un  point  qui  ap- 
partient à  latan- 
gente  au  sommet, 
ce   qui  permet    de  déterminer  simplement  ce  sommet. 


(G.  L.) 


Equation  de  AB' 


y  —  ?/i  __     y< 


ou  y(xt  —  j.\)  —  xyt  -f  x%yt  =  o. 

Equation  de  BA'  :  y  (xx  —  x%)  -f-  cut/a  —  xiyz  =  o. 

L'équation  d'une  droite  passant  par  G  est 
y{xl  —  x2)  (X  -f  i  )  —  x  (y,  —  h),)  +  ytxa  —  Ix^j  =  o  (1) 

Si  celte  droite  est  parallèle  à  O.r,  on  a       yx  —  ),y2  —  o. 

d'où  À    =    JOÏL 

et  (1)  devient  //f./-,  —  œt)  (y,  —  ya)  +  yty±xt  —  aji^i  =  o 

cherchons   son  point  d'intersection  avec  AB  dont  l'équation 
■  at 


Il  —  ?/i 
/■  —  x. 


.'/.  —  //a 
,'■  —  ce. 
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nous  avons 

(œ  —  xt)  (y\  —  y\)  +  (xt  —  x2)  //;  =  o 
ou  x(y\—  yl)  -{-x.yî  —  x2yi   =  o;         (2) 

mais  yi  =  ip  x±,  yl=z  2pac2, 

donc  (2)  devient 

X(2pxt  —  2pX2)  +    2pXvr.2    —  2pXvJC.,  =  O 

X  =  o. 
Donc  le  point  D  d'intersection  avccAB  est  sur  la  tangente 
au  sommet;  le  sommet  est  donc  le  pied  delà  perpendiculaire 
abaissée  du  point  D  sur  l'axe. 


QUESTION  30 


On  considère  l'équation  du  quatrième  degré, 

Ax*  -f-  Bx<  +  Cx2  +  Dx  +  E  =  o. 
Soient  xl5  x2,  x3,  x4  les  racines  de  cette  équation  :  1°  on  pro- 
pose de  démontrer  que  si  l'on  pose 

X1X-.-    ~|~  X3X<- 

(x,  4-  x,)(x3  4-  xj  ' 
l'équation  transformée  est 

Pz3  +  QZ2  _j_  Rz  +  S  =  o  ; 

en  posant 

P  =  GBD  —  B-E  —  D2A, 
Q  =  2BGD  4-  4ACE  —  3B2E  —  3D2A  —  G3, 
R  =  BGD  4-  SAGE  —  3B2E  —  3D2A, 
S  =  4ACE—  B2E  — D2A. 
T  Expliquer   le    résultat    qu'on   obtient   quand    on   suppose 
C  =  o. 
3°  Démontrer  que  si  Von  considère  le  faisceau  quartique 
Ax'  4-  Bx'y  4-  Gx2y2  4-  Dxy3  4-  Ey*  =  o, 
ces  quatre  droites  formeront  un  faisceau  harmonique  .si  l'on  a 
2G:ï  =  qBGD  4-  72AGE  —  2yB2A  —  27D2A. 

(G.  L.) 
I .  Gherchons  d'abord  la  résolvante  qui  correspond  à  l'in- 
connue y,  liée   aux  racines    de   l'équation    donnée    par   la 
condition  y  =  xix.1  -\-  x^xi. 
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L'équaLion  étant 

Aœ«  +  B.x3  -f  Cx*  +  T>x  +  E  =  o. 
la  résolvante  sera 

y3  +  p.'/2  +  </!/  + >'  =  °» 

et  nous  allons  déterminer  p,  q  et  r.  On  a  d'abord 

—  p  =  S.r,o:2 

G 
ou  _p  =  _,  (1) 

Le  coefficient  #   est  donné  par  la  relation 

7  =  2(£Ct£Cs  -f-  xixi){xix3  -f  x2a:4) 
ou  q  =  xt*x2xt  -f"  asi'a^i  +  x^x%x^ 

I      "^!   •^1,^>3      1"   "^2  «^.T^      |      '^2   "^3^4 
«J- 3  ».£<■*-•)      |      ^3   X*ijLt       f~~    Ji  3   «X  2*-*-  i 

— f-  3?4  XiX2  -p  3?4  3^ia?3  - p  X4  J?2ÔCg 

ce  qui  peut  s'écrire 

q  =  Slx12(.r2rr3  +  t3.t4  +  x%xj] 
mais  on  a  d'autre  part 

xsxa  +  X,X,  -j-  ,T,.T4  +  xt(xt  +  .T3  +  œ4)  =  — 


(B v         C 
œi  +  x)  ==  T  ' 

Ainsi  9  =2  ^i{x  +  x*(x*  +-Ï  )] 

ou  encore  A9  =  S  (A.r/  4~  BaV  --f-  Crt2) 

d'ailleurs     2  (A.xy  4-  Bx,3  4-  Cx^  -f  Dx,  4-  E)  =  o . 

On  trouve  ainsi  kq  =  —  S  (Dxj  4~  E) 

ou  enfin  A2q  =  BD  —  4AE.  (-2) 

Ghercbons  enfin  le  coefficient  r.  On  a 
—  r  =  (x,x,  4-  x8x,  )  (.zvr,  4-  x,x4)  (x4x4  4-  xQx3). 

En  développant  les  calculs 

__    y    —    /y>    /^    «1    /yi    V  y>    î        I        V  y    2  -p    2/-V*    2 

E    „        ,     E2  i" 

_  r  =  _  l..v  +  -  S  — . 

t.,  .«       -  >i2—  2AC 

D  ailleurs  Ex/  =  ■ — 


ou 


et  S 

x 


A2 
i  D2  —  2GE 
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On  a  donc  enfui 

—  A3  r  =  B2E  +  D2A  —  4ACE .  (3 1 

La  résolvante  est  donc 
Ay  —  A2Cy2  +  A  (BD  — 4AE)y  +  4ACE  —  B2E  —  D2A  =  o. 

(4) 

2.  —  Cherchons  maintenant  la  relation  qui  existe  entre 
y  et  z. 

Un   a  3  =  — : r— : r-, 

(x,  +  œ2)  (as3  +  xt) 

par  suite 

I  J?jCC2   -f-  XyXA  — (—  .'Ei.X'4    -p  û^^S      I      ^2-^4    T"   ^-S'^'4 

5  ît^j  4-  x3xk 

ou  Ai/  =  — -TT7- 

I    -f-  3 

L'équation  (4)  devient  donc 

cy-cy(i  +  5)  +  Cz(i  +  z)%bd— 4AE) 

-f-(i  +s)3(4ACE  —  B2E  —  D2A)  =  o. 
En  développant  les  calculs  indiqués  on  a 
s3(BCD  — B2E  —  D2A)+s2(2BCD+4ACE  —  3B2E—  3Û2A— C3) 
-f  z(BCD  -f  8ACE  —  3B2E  —  3D2A) 

+  4ACE— B2E—  D  2A  =  o.  (5) 

C'est  bien  l'équation  indiquée. 

3.  —  On  sait  que  l'on  peut  toujours,  par  la  résolution  d'une 
équation  qui  est  du  second  degré,  faire  disparaître  le  terme 
du  milieu  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Supposons 
donc  C  =  o,  c'est-à-dire 

ûCjOSa  -f  xxx3  -f-^W  +  x2xs  +  ■*Vr4  +  œ,œ4  =0    (A) 
OU  XXX2  +  Û?3£C4-j-  (œ,  -f-  rc,)(rc,  -f  ,T4  =  o. 

Ainsi,  dans  cette  hypothèse  C  =  o  on  a 

%  +  1  =  o. 
Mais  la  relation  (A)  est  symétrique,  et  l'on  peut  déduire  de 
cette  remarque  que  les  trois  racines  de  l'équation  en  z  sont 
toutes  les  trois  égales  à  —  1 .  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  véri- 
fier puisqu'elle  devient,  en  supposant  C  =  o. 
(B2E  +  D2A)(s  +  i)3  =  o: 
elle  n'admet  pas    d'autre  racine  que  z= —  1. 
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4.  —  Considérons  maintenant  le  faisceau  quartique 

Ax>  -f  Boc*y  +  C.r-//2  -f  Dxif  -f  Ey*  =  o. 
Si  l'on  coupe  ce  faisceau  par  la  droite   y  =  i .  on  obtient 
l'équation 

A.xl  -f  B.rs  +  Cx*  -f  Djc  -f  E  =  o. 
Le  faisceau  sera  harmonique    si  les  points  A,,  As.  A2,  A.4, 
qui  sont  situés  sur  la  droite  y  =  i ,  donnent  la  relation 
AjA ,       ^  A. 2 A. j 

a~ât  ~Tâ7 

X3         ./']  X2  X3 


OU 


2  (£c,a;4  -f  x^x%)  =  (as,  -f-  a^)  (aï,  -f  a;»).  (6) 
Il  résulte  de  là  que  z  =  —   est    une    racine    de  l'équa- 

lion(o)  et  en  remplaçant  z  par  —  dans  celle-ci  on  obtient 

2C3  =  9BCD  -f  72ACE  —  27B2A  —  2/-D2A.         (") 
C'est  bien  la  relation  indiquée. 

5.  —  On  peut  encore  déduire  cette  condition  de  l'équa- 
tion (4),  équation  à  laquelle  on  est  conduit  par  la  méthode 
de  Ferrari. 

En  effet,  pour  exprimer  que  les  racines  xix1. ■'-V'i  satisfont 
à  la  condition  (6),  on  peut  observer  que  celle-ci  peut  s'écrire 

Q 

3l.r,./-2   -f   X3.<\)  ==  ^XiX2  =   j-. 

Ou  a  donc  3Ay  e=  C 

rj 
et   l'équation  (4)  donne,  en    remplaçant  ky  par  —7-,  la  rela- 
tion (7)  qui  se  trouve  ainsi  établie  par  ces  deux  procédés. 
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QUESTION  25 

Solution    pir  M.   Griffon,  commis  d'Intendance  militaire  à    Montpellier. 


On  considère  une  ellipse  E,  un  diamètre  A'A"  et  deux  points 
quelconques  A  et  B.  Les  droites  AA',  BB"  se  coupent  en  un  point 
P;  AA"  et  BA'  en  un  point  Q.  Le  pôle  de  AB  est  évidemment 
situé  surVQ.  On  propose  de  démontrer  qu'il  est  placé  au  milieu 
de  PQ.  (G.  L.) 

Soit  R  le    polo  de  AB;  G  le  milieu    de  la  corde  AB.    La 

droite  qui  va 
du  centre  0  de 
la  conique  E 
an  milieu  G  de 
la  corde  polaire 
AB  passe  par 
le  pôle  R.  Mais- 
dans  le  qua- 
drilatère com- 
plet PQAB  A' 
A"  le  milieu 
des  diagonales 

sonl  trois  points  eu  ligne  droite;  donc  la  droite  OG,  qui 
joint  les  milieux  de  deux  diagonales  AA"  et  AB,  passe  par 
le  milieu  de  la  troisième  diagonale  PQ.  Et  comme  OC  ren- 
contre PQ  au  pôle  R  de  AB,  on  voit  que  R  est  bien  le  milieu 
de  PQ. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  P.  Godefroy,  à  Lyon; 
Alexandre,  à  Angers;  H.  B  uirget,  à  Aix;  Hellot,  à  Rouen;  Cadot,  Lycée 
Saint-Louis,  h  Paris. 
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QUESTION  36 

.Solution  par  M.  Alexandre,    élève  de  Mathématiques   spéciales  au  Lycée 

d'Angers. 


On  considère  les  ellipses  E,  ayant  le  même  centre,  leurs  axes 
de  direction  (ij.es  et  homo  thé  tiques  ;  par  deux  points  fixes,  l'un  A 
pris  sur  Ox,  l'autre  13  sur  Oy,  de  telle  sorte  que  OA  =  a, 
OB  =  b,  on  fait  passer  des  cercles  C  tangents  à  E  au  point  I. 
Trouver  le  lieu  de  ce  point.  Ce  lieu  est  une  cubique.  On  propose 
de  la  construire  dans  le  cas  particulier  où  les  courbes  E  sont  des 
cercles.  (G.  L.) 

L'équation  de  l'une  quelconque  des  ellipses  sera 

U  +  jr  ~  K  =  °  ;  w 

S0it  (X  -  »)■  -f-  (y  _  s)»  =  p  +  (a  -  ay  (2) 

un  cercle  passant  par  A  ;  en  exprimant  qu'il  passe  par  B  on  a 
(20  —  b)  b  —  (27.  —  a)  a  =  o.  (3) 

Soit  xt  yv  un  point  qui  est  sur  le  cercle  ;  il  se  trouve  for- 
cément sur  l'une  des  ellipses  (1)  ;  il  suffît  donc  d'exprimer 
que  la  tangente  en  ce  point  au  cercle  est  parallèle  à  la  po- 
laire de  ce  point  par  rapporta  l'une  quelconque  des  ellipses, 

.                                ;/-        £C,           y.  —  Xi 
ce  qui  donne  -V-     — -  = .  (4) 

On  aura  le  lieu  cherché  en  éliminant  a,  p,  entre 

(Xl  -  a)2  +  (yt  -  py  =  p*  -f  '(a  —  ay      (o) 
et  les  équations  (3)  et  (4).    —  Os  deux  dernières  donnent 
a  et  p,  qui  portées  dans  (5)  donnent  le  lieu  cherché 
(o;2  -|-  y2  —  a  H  </ /  .'  —  /m 7/)  —  2xy  i  /.'-  —  \i*  i  |  &ac  -f  ay  —  ab)  s 
-f-  (a2  —  Ir)  (v*x*    |     Xy  —  :>::a.r)  =  o. 

Si  on  suppose  que  les  courbes  données  E!  sont  des  cer- 
cles, a  zr  ;;..  et  le  li''u  df\  ienl 

(.;-•  +  yt  _-  a»)  1(M-  _  by)  -f  (o*  —  6-1  (<ra  -f  y»  —  «/./)  =  o. 
1   esl  cette  courbe  qu'il  faut  construin 

Nous  supposerons  a  b.  On  yoit  aisément  que  la  courbe 
passe  pai   l'origine  où  sa  tangente  esl 
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2tt2  —  b2 


y 


ab 


x 


et  par  le  point  d'intersection  du  cercle 
x*  -\-  y2  —  eu;  =0. 
Elle  est  tangente  aux  deux  cercles 

x*  H-  y2  —  ai  —  ° 

x2  -j-  y2  —  ax  =  o 
au  point  x  =  a  où  ils  sont  tangents. 


La  courbe  coupe  sa  tangente  à  l'origine  au  point  ou  relie- 
ci  rencontre,  la  droite  ce  =  a. 
On  a  une  asymptote 

ax  —  by  -f-  a2  —  b*  ==  0 
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qui   passe  aussi  par  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  .1 

l'origine  et  de  x  =  a. 

La  courbe  a  donc  la  forme  de  la  figure  ci-contre.  On  a 

cl1  <ï~  —  b- 

OH  =  _  b,  OC  =  ~,OB  = 


b  '  b 

Si  a  =  b,  la  courbe  se  réduit  ù  un  cercle  et  une  droite 

•'  '"  +  U'  —  a2  =  o 
ax  —  by  =  o. 
Pour  étudier  le  cas  de  a  <  b,  il  suffirait  de  prendre  pour 
axe  des  x  l'axe  des  y  et  inversement  ;  on  aurait  une  courbe 
ayant  une  disposition  analogue  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  de  coordonnées. 


QUESTIl  >NS  PROPOSEES 


50.  —  Si  par  un  point  de  la  courbe  ayant  pour  équation 

aî»  +  y»  =  A> 
on  mène  les  tangentes,    démontrer  que.  des  quatre  autres 
points  de  contact,  deux  sont  réels  et  deux  sont  imaginaires. 
Démontrer  que  les  points  de  contact  réels  ne  peuvent  avoir 
en  même  temps  leurs  coordonnées  commensurables. 

(Ed.  Lucas.) 

51.  —  On  considère  une  conique  à  centic  A;  soit  S  l'un 
des  sommets  de  celte  courbe,  et  AB  une  corde  principale.  On 
trace  une  parabole  P  passant  par  les  points  A  et  B,  et  ayant. 
elle  aussi,  le  point  S  pour  sommet.  Soit  I  le  point  de  conta'! 
de  la  parabole  P  avec  une  droite  à  la  fois  tangente  à  A  et  à 
P.  Lien  de  ce  point  I,  quand  la  corde  AI!  se  meut  parallè- 
lement à  elle-même.  (G.  L.) 

52.  —  L'ellipse  qui  touche   les  côtés  d'un   triangle    \l!< 
aux  pieds  des  médianes  antiparallèles  a  pourfoyer  les  point 
segmentons  de  Brocard.  Ces  points  0  et  0'  sont   définis  par 
la  relation 

QAC  —  OCB  =  OBA  =  O'AB  =  O'BC  ==  O'CA. 

A.'.  Lemo 
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53. — Soient  a,  b,  c,  d,  quatre  coefficients  consécutifs  d'une 
équation  algébrique  réelle.  Si  l'équation  ax:i  -j-  bx1  -\-  ex 
-f-  d  =  o  n'a  pas  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  l'é- 
quation proposée  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

(Walecki.) 

54.  — On  suppose  que  l'équation  U  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  ;  démontrer  que  les  équations 
f±  =  U  +  (ce  —  o)U'  =  o 
f2  =  U  +  3(œ  —  o)U'  -f  (a?  —  a)*U'  ==  o 
f,  =  U  -f  7^'  —  aW  +  60  —  «)2U"  +  (x  —  afU"  —  o 
out  aussi,  quel  que  soit  a,  toutes  leurs  racines  réelles  (a  est 
réel,  bien  entendu,  et  U',  U",  U"'  sont  les  dérivées  succes- 
sives de  U). 

Donner  l'expression  générale  de  f„  =  o,  et  montrer  que. 
en  posant  fn  =  y.  °U  +  a*U'  +  **U"  +  . . . 

on  a  a0  =  i, 


a 


'K 


a.°  = 


2  ' 

•  i 

i 

3» 

— 

2  . 

2" 

—  i 

I  . 

2 

4n 

— 

3 

.3" 

+  3. 

,  2" 

—  I 

1.2.3 

et  ainsi  de  suite.  (G.  L.) 

55.  —  On  fait  passer  par  6  points  fixes  d'un  plan  des  cu- 
biques ayant  chacune  un  centre  ;  déterminer  le  lieu  de  ces 
centres. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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ETUDE 

SUR   DE  NOUVEAUX   POINTS   REMARQUABLES 

DU    PLAN    D'UN    TRIANGLE 

Par  M.  Emile  IiCiiioine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

[Suite,  voir  page  25.) 


Étudions  maintenant  les  lignes  qui  joignent  les  sommets 
aux  points  de  contact  des  cercles  tangents  aux  trois  cotés  du 
triangle. 

Théorème  IX.  —  Si  dans  un  triangle  on  joint  chaque 
sommet  au  point  de  contact  avec  le  côté  opposé  du  cercle  ex- 
inscrit  langent  à  ce  côte  et  au  prolongement  des  deux  autres, 
on  a  trois  droites  qui  se  coupent  en  un  même  point  cot. 

C'est-à-dire  que  les  trois  droites  AA'ajBB't,  CG'C  sont  con- 
courantes au  point  Wj. 

Théorème  X.  —  Si  dans  wi  triangle  on  joint  un  premier 
sommet  avec  le  point  de  contact  sur  le  côté  opposé  du,  cercle 
inscrit  à  ce  triangle:  puis  un  deuxième  sommet  avec  le  point 
de  contact  sur  le  côté  opposé  du  cercle  ex-inscrit  qui  est  tangent 
au  côté  opposé  au  troisième  sommet  et  au  prolongement  des  deux 
autres;  puis  le  troisième  sommet  avec  le  point  de  contact  sur  le 
coté  opposé  du  cercle  ex-inscrit  qui  est  tangent  au  côte  opposé 
au  deuxième  sommet  et  au  prolongement  des  deux  autres,  on 
a  trois  droites  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

C'est-à-dire  que  si  l'on  prend  successivement  pour  pre- 
mier sommet  les  points  A,13,C,  on  a  trois  faisceaux  de  trois 
droites  se  coupant  en  a>„  ,  oib ,  wc . 

t  AA'  B15',    CG'(,  se  coupent  en  w„, 
Ainsi   j  AA'CBB'    GG'a        —        —      co6, 
(  ÀA'iBB'a  CC         —        —      (.>,. 
Les  points  wlt  coaja>(,,wc  ontrcspeclivcmenlpourcoordonnées 
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a(p  —  b) 


X  = 


y  = 


p 

b(p  —  a) 


=  (hb  —  ir)  sin  G 


P 

a(P  —  c) 
p — a 


(ha  —  2r)  sin  C 
=  —  (2ra  —  hb)  sin  G 


co6 


y  = 


X  = 


pb 


pa 


-  =  (ha  -f-  2ra)  sin  G 
=  (hb  -f  2»'b)  sin  G 


y  = 


y  = 


p  —  c 
p  —  6 
a(p  —  b) 
p —  c 
b(p  -  b) 


■  —  (■iri,  —  ha)sm  C 
—  (2Vç  —  h)  sin  G 
:  —  (277  —  ha)sin  G 


p  —  c 

Ges  équations  permettent  défaire  les  remarques  suivantes: 
i°(ùLet(ùc  appartiennent  à  la  droite  y —   x  —  ~a-\-b; 
nous  avons  vu  que  les  points    Qt  et  0C   appartenaient   à  la 
droite  y  —  x  —  a  —  b  symétrique  par  rapport  à  G. 

2°  Les  points  G>a,G)6  sont  sur  la  droite  y  -\-  x  =  a  -\-  b; 
nous  avons  vu  que  les  points  ®a®b  étaient  sur  la  droite 
y  -\-  x  =  —  (a-\-  b)  symétrique  par  rapport  à  G. 

3°coJ  et@i  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  du  cercle 
inscrit 

cocl  et  0a  id.      au  centreducercle  ex-inscrit  de  rayon  ra 

ub  et  Qb  id.  id.  rb 

ue  et  0C  id.  id.  rc 

4°  Les  droites  w^  et  cofccoasont  symétriques  de©^  et©o0b, 
par  rapport  au  sommet  G. 

De  même  pour  les  autres  couples  de  droites. 
W(,w,t  se  construit  donc  en  prenant  sur  GB  dans  le  sens  GB 
et  sur  CA  dans  le  sens  CAune  longueur  égale  à  a  -\-  b  et  joi- 
gnant ces  deux  points;  wt.cou,o)ttoc  se  construisent  de  môme,  etc. 
£>°  On  peut  remarquer  que  Awa,Bft)&,  Gwc,  c'est-à-dire  AA', 
BG',  CG'  se  coupent  en  un  même  point,  tandis  qu'il  n'en  est 
pas  de  même  de  A0a,  B0&,  G0C. 
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20 

G0  Si  l'on  calcule  o^w^on  trouve —  ,  ce    qui  prouve, 

sin 

puisque    06®a  =  —   p- '  cIue  ^es  deux  triangles  homothé- 

Slll  

2 

tiques  wau)„u)c  et  0o®b0c  ont  — ■  pour  rapport  d'homothétie. 

Théorème  XI.  —  Si  par  le  point  o^  je  mène  des  paral- 
lèles aux  trois  côtés  du  triangle  ABC,  chacune  de  ces  parallèles 
sera  à  une  distance  2V  du  sommet  opposé  au  côté  auquel  elle  est 
parallèle.  De  même  si  par  «a  on  mène  des  parallèles  aux  trois 
côtés,  chacune  de  ces  parallèles  sera  à  une  distance  2ru  du  som- 
met opposé  auquel  elle  est  parallèle. 

Celte  propriété  définit  complètement  les  points  mu  (ùa,  w(„ 
u)c  d'une  autre  manière  que  celle  qui  nous  les  a  fait  trouver. 

On  en  déduit  facilement  que  :  ces  points  sont  les  centres  des 
cercles  inscrit  et  ex-inscrit  au  triangle  formé  en  menant  par 
chaque  sommet  de  ABC  une  parallèle  au  côté  opposé. 

Ces  théorèmes  permettent  de  trouver  en  nombre  indéfini  des 
relations   entre  les    éléments   des  triangles  ABC,    wacoiWe, 

0a  ©60c 

Le  théorème  XI  est  un  cas  particulier  du  suivant. 

Théorème  XII.  —  D'un  point  quelconque  p  du  plan  d'un 
triangle  ABC  /abaisse  sa,  pb;  pc,  perpendiculaires  respective- 
ment sur  BC;  AC,  AB.  Sur  les  hauteurs  AA',  BB',  CC'  de  ce 
triangle,  je  prends  les  trois  points  a,  ["■>,  y  tels  que  \x,  BS,  Cy 
étant  de  même  sens  que  pa,  pb,  pc,  on  ait  Aa  =  2pa,  Bfs  =  2:b, 

Cy  =  2:C. 

Par  x  je  mène  une  parallèle  à  CB, 

-  p  -  AC, 

—  y  —  AB. 

Ces  trois  parallèles  se  coupent  en  un  point  p']  si  p  décrit  itn 

lieu  -y(x,  y)  =  o,  p'  décrira  la  courbe  <p  (— — , —  j  ==  o, 

Courbe  semblable  <i  y   (x,  y)  =  o  et  dont  la  symétrique   par 

rapport  d  l'origine  est  homothétique  à  çp  (x,  y)  =  o. 
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En  projetant  sur  un  plan  quelconque  on  aurait  un  théorème 
encore  plus  général  ;  les  hauteurs  seraient  remplacées  par 
trois  droites  partant  des  sommets  et  se  coupant  en  un  même 
point,  puis  les  perpendiculaires  menées  de  p  sur  les  côtés 
par  des  parallèles  à  ces  trois  droites. 

Théorème  XIII.  —  Le  point  wlf  le  centre  de  gravité  G,  le 
centre  du  cercle  inscrit  o   et  le  point  &t  sont   en  ligne  droite  ; 

et  Ion  a       =  Go  =  — — -  . 

2  3 

Théorème  XIV.  —  Si  par  les  points  A'«,  B'b,  G'c,  où  les 
trois  cercles  ex-inscrits  touchent  les  côtés  et  non  les  prolonge- 
ments de  ces  côtés,  on  élève  des  perpendiculaires  à  ces  côtés,  on 
a  trois  droites  qui  se  coupent  au  même  point  V  :  les  trois  points 
V,  O,  o  sont  en  ligne  droite  et  l'on  a   VO  =  Oo. 

La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  Y  sur  les  trois 
rôles  du  triangle  est   2R  —  r. 

De  même  si  par  C'Cî  B'a,  A'b,  on  élève  des  perpendiculaires  res- 
pectivement aux  côtés  AB.  AG,  BG,  elles  se  couperont  en  un 
point  Vc. 

Vc,  O  et  oc  seront  en  ligne  droite  et  Ooc  —  OVc. 

En  somme  les  points  V,  Va,  Vb,  Vc  seront  les  symétriques  de 
0,  oa,  ob,  oc  par  rapport  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Théorème  XV.  —  Soit 

Tt  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABG  et  A'B'G'  ; 

Tjj  —  —  A  bB  bC  i,  ; 

Tc  —  —  A'CB'CC'C. 

1°  Le  triangle  formé  par  les  trois  lignes  Ta,  Tb,  Tc,  a  ses 
sommets  sur  les  bissectrices  de  ABG  ; 

2°  I\  coupe  respectivement  Ta,  Tb,  T°  sur  la  bissectrice  du 
supplément  de  A,  de  B,  de  G. 
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SUR  UNE  NOUVELLE  APPROXIMATION 

DES  RACINES    INCOMMENSURABLES 

I\ir  M.  J.  Collin..  professeur   de  Mathématiques,  ancien  élève   de  l'École 

Polytechnique. 


Soit  f(x)  =  o  une  équation  quelconque,  et  supposons  que 
l'on  ait  reconnu  que  cette  équation  admet  une  racine  simple 
incommensurable,  comprise  entre  deux  nombres  déjà  bien 
rapprochés  y.  et  S,  x  <  p. 

On  peut  trouver  pour  cette  racine,  par  la  géométrie,  une 
approximation  qui  est  intéressante  à  plusieurs  points  de  vue: 
car  1°  elle  s'obtient  immédiatement  lorsqu'on  a  déjà  effectué 
les  calculs  nécessaires  pour  la  méthode  de  Newton  et  la 
méthode  des  parties  proportionnelles;  2°  elle  donne  une 
valeur  plus  approchée  que  ces  deux  méthodes  ;  3°  elle  peut 
se  représenter  graphiquement. 

Considérons  en  effet  la  courbe  y  =  f(x),  et  appelons  A  etB 
les  points  de  cette  courbe  qui  ont  pour  abscisses  respectives 
k  et  p.  (*).  Désignons  aussi  par  A,  B',D  les  points  oîi  l'axe  des 
x  rencontre  la  tangente  en  A,  la  tangente  en  B,  et  la  corde 
AB,  et  par  -/,  r-j ,  o  les  abscisses  de  ces  points,  de  sorte  que 
l'on  a 

,_      m  R._ft_  m_  ,       <p -«)/(«) 

/>.)'  '~p   m'  rj~\  m)- m' 

Nous  supposons  d'ailleurs  que  La  courbe  u'offre  aucun  point 
d'inflexion  entre  A  et  B,  d'où  il  résulte,  en  particulier,  que 
Lea  deux  valeurs  oc'  et  V  sont  approchées  dans  le  même  sens, 
et  s  en  sens  contraire. 

Cela  étant, 

Parmitoutes  les  coniques  qui  touchent  la  courbe  y=if{x) 
eo  .V  et  B,  Be  trouve  une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
parallèle  à  l'axe   des  x,  et  qui.  par  conséquent,  rencontre 

[')  Le  Lecteur  est  prié  de  Caire  l.-i  figure. 
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cet  axe  en  un  poiot  unique  C.  D'après  le  théorème  de 
Desargues,  G  est  le  point  central  de  l'involution  dont  A'  et 
B'  sont  deux  points  conjugués,  et  D  un  point  double  ;  donc 
G  est  compris  entre  A'  ou  B'  d'une  part,  et  D  d'autre  part,  et 
son  abscisse  y  est  donnée  par  la  relation 

(T-8)*=(«— Y)(P'  — T). 

,                                            «'fi'  —  §* 
d  ou  y  =  — J-Jf r* 

et  cette  valeur  y  est  ainsi  une  valeur  plus  rapprochée  de  la 
racine  que  ne  le  sont  a,  S'  ou  8. 

Dans  quel  sens  cette  valeur  y  est-elle  approchée  ?  —  Elle 
est  approchée  dans  le  même  sens  que  a'  et  S',  si  l'hyper- 
bole est  extérieure  à  la  courbe  y  =f(x);  elle  est  appro- 
chée en  sens  contraire  si  l'hyperbole  est  intérieure  à 
cette  même  courbe.  Or,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  points 
d'inflexion  entre  A  et  B,  l'hyperbole  est  extérieure  ou  inté- 
rieure à  la  courbe  suivant  que  le  rayon  de  courbure  p2  de 
l'hyperbole  en  A  (ou  en  B)  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
le  rayon  de  courbure  pj  de  la  courbe  au  même  point;  mais 


ji+H«)l2  h+f2(a)t 


Pi    — I777T\ '  >     P2 


/»  .'   r\  y"*      ' 

y"  étant  la  dérivée  de  y  empruntée  à  l'équation  de  l'hyper- 
bole. 

Donc,  y  est  approchée  dans  le  même  sens  que  a'  et  (3'  ou 
en  sens  contraire,  suivant  que  l'on  a 

y"u<f"(v.)   ou  y'a>f" (y.) 
c'est-à-dire,  ainsi  qu'il  est  facile   de  s'en  rendre  compte  en 
calculant  y", 

2|(S  -  q)/>.)  +f(*)  -  flp)|»  /'(«HP) 

j(P-  *)f(P)+  M  -  AP)||/(P)-  /(«)î2  "   ^ (a)  ^  °  °u  >  °" 

Cette  expression  semble,  à  première  vue, bien  compliquée; 
mais  il  faut  remarquer  que  les  valeurs  numériques  de  tous 
ses  éléments  sont  déjà  connues. 

Observation.  —  Il  n'y  a  peut-être  guère  lieu  d'employer 
cette  nouvelle  approximation,  que  nous  proposons,  pour  les 
équations  trinômes  ou  quadrinômes;  mais  elle  devient  réel- 
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lement  avantageuse  pour  les  équations  qui  contiennent  cinq 
ou  un  plus  grand  nombre  de  termes. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Henry  Bouget. 


LIEU   GÉOMÉTRIQUE   DU    SOMMET   DE    L'ANGLE    DE  GRANDEUR  CONSTANTE 
CIRCONSCRIT   A   UNE  COURBE   DE   LA   CLASSE   11. 

1.  —  Historique.  —  Ce  fut  Steiner  qui,  le  premier,  énonça 
cette  question  d'une  façon  générale  et  en  donna  une  solution, 
sans  démonstration,  dans  le  Bulletin  mensuel  de  l'Académie 
de  Berlin  (I808).  Peu  après,  dans  les  iV.  Annales  de  Mathé- 
matiques (1859,  p.  179),  M.  Devulf  publia  une  démonstration 
analytique  de  la  solution  de  Steiner. 

Dans  le  môme  recueil  (18o9  ;  p.  314),  M.  G.  Salmon  fit 
paraître  une  note  ayant  pour  but  de  rectifier  les  assertions 
de  M.  Steiner  et  Devulf. 

Enfin  en  1861  (N.  Ann.  p.  206),  M.  E.  de  Jonquières 
généralisa  cette  question,  et  en  donnant  une  solution  entière- 
ment géométrique,  il  montra  que  les  dissidences  de  ses  pré- 
décesseurs n'étaient  qu'apparentes. 

Des  cas  particuliers  de  ce  problème  se  présentant  assez 
souvent,  nous  avons  cru  utile  de  faire  connaître  aux  lecteurs 
de  ce  journal  l'article  remarquable  de  M.  de  Jonquières. 
C'est  le  but  de  celte  note,  dans  laquelle  nous  trouvons  un 
peu  plus  simplement  que  dans  l'article  précité,  tous  les 
résultats  obtenus  par  l'éminent  géomètre. 

2.  — Nous  savons,  et  il  est  facile  de  le  démontrer,  que  lors- 
que les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante  enveloppent 
une  courbe,  ils  tracent  sur  la  droite  de  l'infini  du  plan  do  la 
courbe  deux  divisions  liomograpbiqucs  à  points  doubles 
imaginaires.  D'après  celle  remarque,  il  est  aisé  de  voir 
que  le  lieu  géométrique  peut  être  ramené  à  celui-ci  : 

Etant  données  sur  la  droite  de  l'infini  d'un  plan  deux  divisions 
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homographiques  à  points  doubles  imaginaires ,  trouver  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  une  courbe  fixe 
du  plan,  par  les  points  homologues  des  deux  divisions. 

C'est  ce  problème  que  nous  allons  résoudre.  Sa  solution 
est  évidemment  la  même  que  celle  du  problème  qui  fait 
l'objet  de  cet  article. 

3.  —  Soit  une  courbe  G„  de  la  classe  n  et  appelons  tan- 
gentes correspondantes  des  tangentes  menées  des  points  homo- 
logues des  divisions  homographiques  données. 

Pour  trouver  le  degré  du  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  correspondantes,  il  nous  suffit  de  chercher  le 
nombre  des  points  de  ce  lieu  qui  se  trouvent  sur  la  droite 
de  l'infini. 

Or,  des  tangentes  correspondantes  ne  peuvent  se  couper 
sur  la  droite  de  l'infini  qu'en  deux  points  distincts  imagi- 
naires, qui  sont  les  points  e  et  f  des  deux  divisions  homo- 
graphiques tracées  sur  cette  droite.  Le  degré  du  lieu  cherché 
sera  donc  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  de  ces  points. 

Au  point  e  se  trouvent  deux  faisceaux  de  n  tangentes  à 
la  courbe  Cn;  ces  droites  se  coupent  en  n2  points.  De  môme 
au  point  f  se  trouvent  deux  faisceaux  qui  se  coupent  en 
n2  autres  points.  Ces  deux  groupes  de  points  sont  respecti- 
vement en  e  et  en  /,  par  suite  ces  points  sont  chacun  de  mul- 
tiplicité n2. 

Le  degré  du  lieu  cherché  est  donc  généralement  m2. 

4.  —  Mais  remarquons  que,  parmi  les  diverses  branches 
de  la  courbe,  il  y  a  2n  droites  dont  il  faut  faire  abstraction  ; 
le  degré  du  lieu  est  alors 

in%  —  2/1  =  in  (n  —  i). 

En  effet,  puisque  le  point  e  est  double,  il  y  a  en  ce  point 
n  tangentes  à  la  courbe  Cn  qui  coïncident  et  qui  par  suite 
font  partie  du  lieu.  Il  en  est  de  même  au  point  f.  Il  y  a 
donc  bien  en  tout  in  droites  imaginaires  qui  font  partie  du 
lieu. 

On  peut  donc  finalement  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  la  solution  générale  du  problème  cherché  : 
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Le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  con- 
stante circonscrit  à  une  courbe  de  classe  n,  est  généralement 
une  courbe  fermée  de  degré  2n  (n  —  i). 

5.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  C„  est  du  genre 
parabolique,  c'est-à-dire  a  pour  tangente  la  droite  de  l'infini 
de  son  plan,  cette  droite  fait  2(11  —  1)  fois  partie  du  lieu,  et 
par  suite  le  degré  du  lieu  est  seulement 

2(n2  —  2W  -j-   1)  =  2(11  —  i)2. 

En  effet,  il  suffit  de  montrer  que  chaque  point  de  la  droite 
de  l'infini  est  de  multiplicité  2(n  —  1). 

Or,  prenons  deux  points  homologues  a  et  à  des  divisions 
homographiques  tracées  sur  cette  droite.  Par  chacun  des 
deux  points  a  et  a  passent  un  faisceau  de  (n  —  1)  tangentes 
à  la  courbe  C„,  plus  la  droite  de  l'infini  qui  fait  la  nme  tangente. 
La  droite  de  l'infini  du  faisceau  de  centre  a  coupe  le  faisceau 
de  centre  a  en  un  pointa  de  multiplicité  (n  —  1)  :  ces  (n  —  1  ) 
points  fout  partie  du  lieu. 

La  droite  de  l'infini  ayant  une  direction  indéterminé.', 
celle  du  faisceau  du  centre  a  pourra  être  considérée  comme 
faisant  avec  chacune  des  (n  —  1)  droites  de  ce  même  fais- 
ceau un  angle  égal  à  l'angle  donné  :  il  s'ensuit  que  chacun 
des  points  d'intersection  des  (n  —  1)  droites  du  faisceau  de 
centre  a  avec  la  droite  de  l'infini  de  ce  faisceau  donnera  un 
point  du  lieu,  ce  qui  fait  (n  —  1)  points  du  lieu  confondus  au 
point  a. 

Le  point  a  est  donc  un  point  de  multiplicité  2(11  —  1),  et 
comme  il  en  est  de  même  pour  tout  autre  point  de  la  droite 
de  l'infini,  cette  droite  fait  2(71  —  1)  fois  partie  du  lieu;  donc 
finalement,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit,  le  degré  du 
lieu  est  seulement  2n[n  —  1)  —  2(fl  —   r)=  2{n  —  i)2. 

6.  —  Dans  Le  cas  du  numéro  (4)  la  courbe  fermée  est 
composée  de  deux  branches,  chacune  de   degré  raji —  1): 

L'une  engendrée  par  le  sommet  d'un  angle  égal  à  L'angle 

donné  ; 

L'autre,  engendrée  par  le  sommet  d'un  angle  égal  au  sup- 
plément de  L'angle  donné. 

\  mesure  que  L'angle  donné  >e  rapproche  d'un  angle  droit, 
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les  points  de  ces  courbes  se  rapprochent  deux  à  deux,  et 
lorsque  l'angle  donné  est  égal  à  un  angle   droit,   le  lieu  se 
compose  de  deux  courbes  de  degré  n(n  —  i)  superposées. 
On  peut  aisément  vérifier  ces  résultais  pour  les  coniques. 


QUESTION  1 

Solution  par  M.  Griffon,  commis  d'intendance  à  Montpellier. 


On  considèreun  cercle  M,  un  diamètre  fixe  AB,  et  la  tangente  CC 
à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre  ;  par  le  point  A  on  mène  une  trans- 
versale qui  rencontre  le  cercle  en  D.  et  la  bissectrice  de  l'angle 
DAB  qui  rencontre  en  H  la  tangente  CC:  soit  0  le  centre  du  cercle 
inscrit  au  triangle  ADB,  et  A  une  droite  perpendiculaire  à  AO 
par  ce  point  0.  Cette  droite  à  rencontre  le  cercle  décrit  de 
B  comme  centre  et  avec  BH  comme  rayon  en  deux  points.  Démon- 
trer que  le  lieu  géométrique  décrit  par  l'un  de  ces  points  est 
une  droite,  le  diamètre  AB;  Vautre  point  décrit  une  strophoïde. 
On  démontrera  celle  double  propriété  par  le  calcul  et  la  géo- 
métrie. 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

Prenons  l'origine  au  point  B,  AB  pour  axe  des  x,  la  tan. 

gente  BH  pour  axe  des  y.  Soit  R  le  rayon  du  cercle  donné. 

BAD 
cp  l'angle  variable  BAH  = . 

L'équation    de   AH  est  y  =  m  (  c  -f-  2R),  en  posant 
m  =  tg  o. 

On  peut  remarquer  que  DBA  =  90  —  2<p.  Si  on  considère 
la  bissectrice  de  l'angle  DBA,  qui  donnera  par  son  intersec- 
tion avec  AH  le  centre  w  du  cercle  inscrit  au  triangle  ADB. 

3~ 
on    a    toBA  =  a5  —  9,  et  loBx  = f-  a. 

4 
L'équation  de  Bw  est  donc 

/  3tt  \  —  1  -j-  tg  cp  m  —  r 

y  =  x  tg  {  — +  cp    =  x  -J-  =  x 


4  '  /  T  +  tg  ?  ni  -f-  1 
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Les  coordonnées  de  io  sont  donc  données  par 

y  =  m  (x  +  2R)  (  ^==_2Rw(m+1) 

m  —  i  ,  d  ou 


m+  i  /  y'=  — 


2~Rm  (m —  i) 


m*  -|-  i 
Par  suite,  l'équation  de  la  droite  A  est 

2~Rm  (m  —  i)  t     /  2R//1  (»i  -j-  i 


y 


(x  + 


y  + 


m2  -f-  i  m  \  m2  -}-  i 

ce  2R  (m  -j-  0  2Rm  (w  —  ') 


m  m*  -f-  !  m2    1    * 

2R 

(m  -f-  1  -f-  »i2  —  m)  =  —  2R 


m2  -f-  1 

my  -f-  x  -j-  2R/U  =0.  (1) 

On  a  BH  =  2~Rm.  L'équation  du  cercle  décrit  de  B  comme 
centre  avec  BH  pour  rayon  est  donc 

x.2  Jj_  yt  =  4R«TOi.  (2) 

En  éliminant  m  entre  (1)  et  (4),  on  a 

_       4R2x2 
•X2  +  y  -  (y  +  2R)2  ' 
ou  (x2  4-  y*)  (y  -j-  2R)2  —  4R2x2  =  o. 

C'est  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  droite  A  avec  le 
cercle  B. 
En  simplifiant,  l'équation  précédente  devisnt 
y*  (y  -f  2.C)2  +  x*y*  -f  4RJC-1J  =  0  : 
d'où  y  =  o, 

c'est  la  droite  AB,  et 

&  =  _  y (-'/  + 2R)2 

y  +  4R 

c'est  l'équation  d'une  strophoïde  droite  ayant  pour  sommet 
le  point  B,  origine  des  coordonnées,  pour  point  double  lo 
point  x  =  0,  y  =  —  2R  (c'est  le  point  E  de  la  figure),  et 
pour  asymptote  la  droite  y  =  —  4R. 

SOU  l  [ON  GÉOMÉTRIQUE 

Soil  M  Le  point  011  La  droite  A  rencontre  le  diamètre  AB. 
In  Ij-  lieu  de  V  est  I"  droite  AB.  —  Soit  cp  l'angle  BaII;  on 
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a  déjà  va  que  OBA  =  —  (90   —   2<p)   =  45 


Dans  le 


triangle  OMÀ,  l'angle  extérieur  OMB  est  égal  à  90  -f-  cp. 

Il  en  résulte  que  dans  le  triangle  OMB 

OMB  =  1 80  —  (90  -f  cp)  —  (45  —  cp)  =  45°. 

Gomme    HOM    est  rectangle,   OB    est  la   bissectrice    de 
l'angle  MOH. 

D 

C 


Si  alors  on  considère  le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
MOHB  (qui  est  évidemment  inscriptible,  puisque  deux  angles 
opposés  sont  droits),  OB  passe  par  le  milieu  du  demi-cercle 
décrit  sur  MH  comme  diamètre,  et  BH  =  MB. 

Donc  M  est  sur  le  cercle  B  ;  c'est  bien  le  point  d'intersec- 
tion de  A  avec  ce  cercle  ;  comme  c'est  aussi  le  point  d'inter- 
section de  A  avec  AB,  le  lieu  de  ce  point  est  le  diamètre  AB. 
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2°  Le  lieu  de  N  est  une  strophoïde.  — Soit  Nie  deuxième  point 
de  rencontre  de  A  avec  le  cercle  B.  —  A  passe  par  un  point 
fixe  situe  sur  la  tangente  CG'. — Soit,  en  effet,  F  le  point 
d'intersection  de  A  et  de  CC.  Abaissons  01  perpendiculaire 
sur  AB;  les  triangles  OPI,  BPF  sont  semblables  et  donnent 
BF  __  BM  _  _  BH 

01  ""  "ÏM  ~~  FP  ' 

puisque  BM  =  BH. 

Mais,  dans  le  triangle  BHA,  on   a  BH  =  2R  tg  9,  et  dans 

BF  2R  t°-  m 

le  triangle  MOI,  MI  =  01  tg  «p.   Donc 


01  01  tg  <p  ' 

d'où  BE  =  2R,  le  point  F  est  donc  fixe  sur  CC. 

Cela  posé,  menons  par  F  une  parallèle  à  AB,  et  menons  BX 
jusqu'à  sa  rencontre  en  K  avec  cette  parallèle. 

Il  est  évident  que  OFH  =  <p;  donc  KFN  ==90  —  tp. 

Le  triangle  MBN  est  isoscèle  et  les  angles  à  la  base  sont 
égaux  à  90  —  9;  l'angle  KNF  opposé  par  le  sommet  à  l'angle 
à  la  base  MBN  dn  triangle  MNB,  est  lui  aussi  égal  à  90  —  ip. 
Donc  le  triangle  QKF  est  isoscèle,  et  KQ  =  KF. 

Le  lieu  du  point  Q  est  donc,  d'après  une  génération  connue 
de  la  strophoïde,  une  strophoïde  droite  ayant  le  point  B  pour 
sommet  et  le  point  E  pour  point  double. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Oger,  à  Saint-Servan  ; 
May on,  lycée  Henri  IV,  à  Paris;  Vazou,  collège  Rollin;  Robillard.  lycée  Saint- 
Louis. 


QUESTION   10 

Solution  par  M.  E  Gaullaider,  élevé  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Saint-Louis 


Soit  AB  une  corde  dans  une  parabole  G  le  milieu  de  AB.  On 
projette  le  point  G  en  G'  sur  l'axe  et  on  mène  par  ce  point  G  une 
perpendiculaire  à  A  Ii,  perpendiculaire  qui  rencontre  l'axe  en  I). 

Démontrer  que  quelque  soit  A 15,  G  I)  est  constamment  égal  à  p. 
Déduire  de  ce  théorème  une  solution  du  problème  qui  consistée 
trouver  le  sommet  d'une  parabole,  connaissant  deux  points  et 
l'axe  de  lu  courbe. 
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Déduire  aussi  de  la  propriété  précédente  ce  théorème  connu 
que  les  normales  A  et  B  coupent  l'axe  en  des  points  équidistanls 
du  point  D. 

L'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet  est         y2  =  ipx. 


Les  coordonnées  de  A  et  de  B  étant  respectivement  (a^,  y^ 
(œ2,  y2),  on  a  Vi2  =  2pxt 

IJ2Z  =  2pX2. 

L'équation  de  la  droite  CD  perpendiculaire  à  AB  est 

m  +  y* 

—  X2  CCj 


//  — 


X  — 


tf"i  +  ^2     '   y  y  —  \J%  ' 


en  y  faisant  y  =  o,  on  a 

\h  4-  y-i 


.r, 


a?, 


d'oîi  x  — 


—  •-■  *^'l    ~~  ^^ 

2pxy  —  2px2  -)-  œ^ 


//i   —  2/2 


tZ/q 


2(rr1 


ce, 


=  P  + 


£C|  — J—  X2 
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G'esl  l'abscisse  du  point  D.  Alors 

CD'  =  p  +  ■ ,ri  +  x* S 


+ 


=  )>■ 

C.  Q.    F.    D. 

Connaissant  deux  points  A  et  B  de  la  parabole  on  peut 
trouver  le  sommet.  Pour  cela  soit  CD  perpendiculaire  au 
milieu  de  AB  et  d'après  ce  qui  précède  CD  =  ».  On  abaisse 
AP  perpendiculaire  sur  l'axe  et  on  prend  PM  =  CD  =  p. 
La  droite  AM  est  normale  en  A,  la  droite  AT  perpendiculaire 
à  AM  est  la  tangente  en  A  qui  rencontre  l'axe  en  T,  on  prend 
le  milieu  S  de  la  longueur  TP,  le  point  S  est  le  sommet. 

Puisque  PC  =  C'Q  et  puisque  PM  =  CD  =  QN  =  p.  on 
en  déduit  MD  =  DN. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Th.  Alexandre,  élève  de 
mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Angers. 


QUESTION  31 

Solution  par  M.  Griffon,  commis  d'intendance  militaire  à  Montpellier, 


On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  ;  sur  Ox  deux 
points  fixes  ¥  et  Q:  par  ces  points  P  et  Q  on  fait  passer  une 
infinité  de  cercles  C  et  on  imagine  les  hyperboles  H,  qui  ont 
pour  asymptotes  Ox,  Oy  et  sont  tangentes  à  C.  Trouver  le  lieu 
des  poin  ts  de  contact  des  courbes  H  et  C. 


Soientp  et  q  les  abscisses  des  points  P  et  Q.  Posons 
£±i-=d  =  OD. 
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L'équation  d'un  cercle  passant  parP  et  Q  est 
(<c  _  df  +  (y  —  X)2  =  *2  +  (d  -  py 
ou  x2  -J-  y- —  2(lx 2ÏIJ  -j-  2prf  —  p2  —  o.  (1) 

Soit  M  un  point  du  lieu.  La  tangente  commune  en  M  à 
l'hyperbole  H  et  au  cercle  C  est  partagée  en  deux  parties 
égales  par  les  asymptotes  Ox,  Oy  et  le  point  de  contact.  Si 
ou,  y'  sont  les  coordonnées  de  M,  on  a 

'  _    J25.      '  —  0A 
x  —     ^  ,  y  —     2 

La  tangente  en  x',  y'  au  cercle  (1)  a  pour  équation 

x  (oc  —  d)  -\-  y  (y  —  À)  —  dx  —  \y  -\-  2pd  —  p2  z=.  o . 
Pour  y  =  o  on  a 

ob=  d*  +  ¥  +  p' -  ipj  =  2£C. 

œ  —  « 
pour  x  =  o  on  a 

OA  =  rfx'  -f-  ^y'  -f-  P2  —  2pd 

Ces  deux  équations  donnent  en  rendant  en',  y'  coordonnées 
courantes  2X2  —  3dx  —  p2  -f-  2pd  =  ty 

2y-  —    dx  —  p2  -J-  2yj<i  =  3/.// 
et  en  éliminant  1  on  a  pour  l'équation  du  lieu 

y2  —  3x2  -f  4<&c  +  P2  —  2/k/  =  o.  (2) 

C'est  une  hyperbole  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées. 
L'équation  (2)  peut  s'écrire 

2fZ  \  2  Ad2 

y2  —  3  (x —  )   +  p2  —  2pd  -f-  —^ —  =  o. 

Transportons  les    axes    de    coordonnées    parallèlement  à 

2f/  , 

eux-mêmes  au  point  y  =  o,  x  =  —r-  par    les   iormules 

3 

»/  =  Y;  œ J-— X- 

L'équalion  (3)  devient 

3X2  —  Y2  =  (d  —  ;j)2  -f-  -^  —  K2 

et  l'équation  rédiiite  est 

X2         Y*  __ 
K2\  ~~  K2"-  '" 
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L'hyperbole,  lieu  du  point  M  est  facile  à  construire.  Elle  a 

2 

son  contre  sur  Ox,  en  un  point  E,  tel  que  OE  =  -— -  OD.  On 

a  aisément  la  longueur  K,  hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 

OD  i/~3        di/Y 

dont  les  côtes  sont  PD  =  cl  —  p  et  ; =  — = —  .    Les 

3  3 

demi-axes    de    la   conique   ont    alors    pour   longueur  l'un 

v  /~5" 
Taxe  transverse,  dirigé  suivant  Ox,  — - —  »  e^  1  antre,    1  axe 

imaginaire,  K.  Le  demi-angle  des  asymptotes  a  pour  tangente 

ç  =  60°. 
On  voit  facilement,  que  la  branche  de  droite  de  l'hyperbole 
est  la  seule  qui  satisfasse  réellement  à  la  question. 

Nota. —  La  même  question  a  été  résolue  par  .MM.  Alexandre,  d'Angers; 
Hellot,  Lelieuvre,  à  Rouen. 


QUESTION  32 

Solution  par  M.  Jaggi,  élève  de  mathématiques  spéciales  au 
Lycée  de  Besançon. 


On  considère  des  cercles  C  passant  par  le  sommet  d'une  para- 
bole P  et  tangents  à  cette  courbe  en  un  point  différent  du  sommet. 

1°  Trouver  l'équation  générale  des  cercles  G; 

2°  Trouver  le  lieu  U  des  centres. 

Ce  lieu  est  une  parabole  cubique  ayant  un  point  de  rebrousse- 
ment  dont  les  coordonnées  sont  (p,o);  on  demande  de  détermi- 
ner l'intersection  de  U  et  de  P.  (G.  L.) 

Soit  y2 —  2  px  =  o  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son 
axe  et  à  .sa  tangente  au  sommet. 

Soit  C  un  cercle  passant  par  O  et  tangent  à  la  parabole 
en  M.  Menons  la  tangente  Mï  et  joignons  OA. 

Les  deux  droites  MT  et  OA,  sécantes  communes  à  un  cercle 
et  à  une  conique  sont  également  inclinées  sur  les  axes. 


CG 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


Soit  y  —  mx — -  =  o  l'équation  de  la  tangente  MT; 


21)1 


l'équation  de  OA  sera 


y  -j-  m? ce  =  o. 


L'équation  du  cercle  cherché  sera  alors  de  la  forme 

y2  —  2pcc  -j-  X  (y  —  mx — )  (y  -f-  inx)  =  o. 

Exprimons  que  cette  équation  représente   un  cercle,  on  a 
i  -j-  Y  =  —  to»1 

x  = 1 . 

i  -j-  mr 

L'équation  cherchée  est  donc 

(i  -f-  m2)(y2  —  2px)  —  {y  —  mx — )(y  +  mx)  =  o. 

2°  Le  centre  est  donné  par  les  équations 

t'y   =   O 

/=o  représentant  l'équation  précédente.  Ces  équations  se 
réduisent  à  ^msy  -f-  p  =  o 

4m2  (ce  —  p)  —  3  p  =  0. 
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Pour  avoir  lo  lieu  du  centre,  éliminons  m  entre  ces  deux 
équations,  on  a 

(4P  —  x)*  +  2jpif  =  o. 
Cette  courbe  est  une  parabole  cubique  dont   le  point   de 
rebroussement  est  x  =  p,    y  =  o. 

3°  Intersection  de  U  et  de  P. 
Il  s'agit  de  résoudre  le  système 

tf  —  ipx  =  o, 

4  (P  —  XY  +  *T9t  =  °- 
Remplaçons  y2  par  ipx  dans  la  seconde,  on  a 

2X3  —  6px2  =  2  ip*x  —  2p3  =  o, 

équation  qui  n'a  qu'une  racine  positive. 

La  courbe  ne  rencontre  donc  la  parabole  qu'en  deux  points 
réels,  symétriques  par  rapport  à  Ox. 

Pour  trouver  cette  racine  écrivons  l'équation  précédente 
sous  la  forme 

X*  X2  X 

p3  p2  p 

et  posons  —  =  x ; 

1 
il  vient  2x'3  —  6x'2  —  2 ix  —  2  =0. 

La  racine  positive  est  5,0985,  racine  approchée  à  1  2  unité 
près  du  quatrième  ordre  décimal. 

Donc  x  =  px  =  5, 0985.  p. 

Par  suite  les  coordonnées  des  deux  points  d'intersection 

cherchés  sont  

x  =  5,0985  p  et+  p  \/5,0985  x  2  =  +  3, 19  ». 

Note  de  la  rédaction.  —  L'intersection  de  la  parabole  Pet  du  lieu  U  n'est 
pas  déterminée  avec  précision  dans  cette  solution,  et  dans  celles  que  nous 
avons  reçues  et  que  nous  signalons  plus  loin. 

L'équation  qu'il  faut  résoudre  est 

2Jp*X=  2  (X  —  p)* 

ou  54pz.2X  =  8  (x  —  p)z, 

2  (x  —  d) 

11  est  naturel  de  poser  — —  =  X  pour  ramener  cette 

P 
équation  à  hi  forme  normale.  On  obtient  ainsi  l'équation 
\  :  —  5.\ X.  —  108  =:  o. 
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Cette  équation  admet  la  racine  X'  =  —  6,  et  l'on  a 
X3  —  54X  —  108  =  (X  +  6)  (X2  —  6X  -  18). 
La  racine  demandée  est  la  racine  positive  de  l'équation 
X2  — 6X  —  18  =  o, 
c'est-à-dire  X"  =  3  -f-  \f^7- 


On  a  finalement 


5  -f  v/27 
x  =  p   — ■ — - — - 


Nota.  —    Ont  résolu  la  même    question  :     MM.    Percerau,    à    Besançon 
Alexandre,  à  Angers. 


QUESTION  kl 

Solution  par  M.  Ivauffmann,  élève  au  Lycée  de  Bordeaux. 


On  considère  une  hyperbole  équilalère  et  une  des  asymptotes  D 
de  cette  courbe.  Soient  P  et  Q  deux  points  fixes  de  l'hyperbole,  R 

un  point  mobile 
sur  cette  hyper- 
bole. 7°  On  de- 
mande le  lieu 
des  centres  des 
cercles  C  cir- 
conscrits au 
triangle  formé 
par  les  droites 
RP,  RQ  et  D; 
2°  ayant  mené 
par  R  une  per- 
pendiculaire h 
D,  cette  droite 
rencontre  G  en 
un  point  I,  au- 
tre que~R.  Trou- 
ver le  lieu  du 
point  I. 

(G.  L.) 
Soitœt/  =  k%  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère.  Je  vais 
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d'abord  chercher   le  lieu  du  point  I.    Soit  A  le  point  oîi  la 
droite  Kl  coupe  l'asymptote  D.  Je  désigne  par  a  l'y  du  point 
P  et  par  (3  l'y  du  point  Q.  En  vertu  d'une  propriété  de  l'hy- 
perbole AB  =  P,  AU  =  a. 
Si  donc  je  désigne  para?  et  y  les  coordonnées  du  point  I, 

A2 
AI  =  x,  AR= et   puisque  AI  .  AR  =  AB  .  AC: 

y  , 

k2 

ocfi  =  x  . 

y 

Équation  d'une  droite. 

Je  vais  chercher  maintenant  le  lieu  des  centres. 

Soit  yt1  l'y  du  point  I.  J'aurai 

AI=-%,   AR  =  -^ 

Le  centre  se  trouve  sur  une  perpendiculaire  élevée  au 
milieu  de  RI.  Je  désigne  par  x,y  les  coordonnées  de  ce  point. 

J  aurai  ix  =  — - —  A 

«a  !Ji  ■ 

De  même  OB  =  p  -j-  yt  puisque  y±  est  négatif. 

OA  =  a  +  yx 
J'aurai  alors  2t/  =  a  -j-  p  -|-  2t/t. 

L'équation  du  lieu  sera  alors 

2^_±±jL)=*.+ap(y_±±L): 

„      I      p 

En  transportant  les  axes  au  point  ce  =  o,y  = — -£-=--,  l'é- 
quation devient     2k2  xy  =  A1  -f-  «Py*. 

Équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  ayant 
pour  asymptotes  les  droites  y  =  o,  apt/  —  2  fc1  x=  o. 


QUESTION  42 

Solution  par  .M.  PORNAT,   •-■lève  au  Lycée  Je  Toulouse. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy;  sur  Ox  un 
point  fixe  P;  sur  Oy  un  autre  point  fixeQ.  Du  point  O  comme 
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centre  avec  un  rayon  supposé  variable,  on  décrit  un  cercle  C,  et 
des  points  P  et  Q  on  mène  des  tangentes  au  cercle  C;  ces  tangen- 
tes se  coupent  en  des  points  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 
Prenons  pour  axes  les  deux  droites  données;  soit  a  l'ab- 
scisse du  point  P,  b  l'ordonnée  du  point  Q,  r  le  rayon  d'un 
cercle  quelconque  décrit  du  point  0  comme  centre. 


L'ensemble  des  tangentes  menées  du  point  P  à  ce  cercle  a 
pour  équation      a2y2  =  r2[(x  —  a)2  -f- i/2]; 
celui  du  point  Q, 

6»£c2  =  rfac"  +  (y  —  6)"]. 
Éliminons  r2  entre  ces  deux  équations;  l'équation  du  lieu 
se  présente  sous  la  forme 

ahf  (x  —  a)2  -f  ?y2 

IKxF         x1  +  (y  —  6)2 
qui  devient  après  simplifications 
6\r4  —  a2?/1  —  (a2  —  b*)xhf  —  2ab2xz  -j-  2a'-fy/â  -j-  a-b-x* 
—  a-b'Y  =o.  (1) 
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Si  nous  considérons  en  particulier  le  cercle  décrit  du  point 
0  comme  centre  H  langent  à  la  droite  PQ,  nous  voyons  que 
deux  des  tangentes  menées  des  points  P  et  Q  se  confondent 
suivant  la  droite  PQ;  cette  droite  fait  donc  partie  du  lieu  et 
nous  pouvons  mettre  le  premier  membre  de  son  équation  en 
facteur  dans  (I)  qui  devient  alors 
{bx+ay  -  ab)[(bx  —ay){œ*  +  if)  -  ab(x*  —  y*)}  =  o.  (2) 

Le  lieu  se  compose  donc  de  la  droite  PQ  et  de  la  cubique 
(bx  —  ay)(x2  +  y2)  —  ab(x2  —  y-)  =  o. 

Cette  cubique  présente  un  point  double  à  l'origine  et  les 
tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices  des  angles  des 
axes. 

Elle  passe  par  les  points  P  et  Q. 

Au  point   Q   la  tangente   a   pour  coefficient  angulaire  — 

a 

Elle  est   parallèle  à  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 

OP,  OM  qui  aboutit  en  O. 

Au  point  P  la  tangente  est  parallèle  à  la  même  droite. 

Enfin  la  seule  direction  asymptotique  réelle  est 
kx  —  ay  —  o . 

A  cette  direction  asymptotique  correspond  une  asymptote 
dont  l'ordonnée  à  l'origine  est 

b(oa  —  62)  _ 
a2  -f  62    ' 
et  cette  ordonnée  sera  négative  si  nous  supposons  a  >  b. 

Ces  différentes  remarques  permettent  de  construire  la 
courbe  représentée  par  la  figure. 

Le  cas  où  a=b  est  remarquable.  La  cubique  devient  alors 
(x  —  y)[x*  -f  if  —  a(x  +  y)]  =  o 
et  se    compose   de   la   droite  ce  =  y  et  du  cercle  qui  a  pour 
ccnlrc  le  centre  du  carré  que  l'on  peut  construire  sur  OP,  00 
et  passe  par  les  sommets  de  ce  carré. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir  géométriquement. 

1"  Considérons  le  poinf  À  intersection  des  deux  tangentes 
QF  el  PE  ;  joignons  Al  >.  L  i  droite  AO  est  bissectrice  de  l'an- 
gle QAP  du  triangle  QAP.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ce 
triangle  est  isoscèle  ;  donc  cette  droite  est  perpendiculaire 
à  QP  et  pat  conséquent  c'est  la  bissectrice  de   l'angle    QOP. 
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Donc  le  lieu  des  poinls  tels  que  A  est  la  bissectrice  de  l'an- 
gle droit  QOP.  De  même  pour  A'. 

2°  Considérons   le  point  B  intersection  des  deux  tangentes 

PEetQB.  Le  qua- 
drilatère    ODBE 
est   inscriptible, 
car  les  angles  D 
et  E  sont  droits. 
.     D'autre  part,  les 
deux  angles  DOQ 
et    POE     sont 
égaux   dans   les 
deux      triaogles 
égaux    ÛDQ     et 
POE.  Donc  POE 
est  complémen- 
taire   de   l'angle 
DOP.  Donc  l'an- 
gle DOE  est  droit 
et  par   conséquent  l'angle  DBE.  Le,  lieu    du  point  B   est 
donc  la    circonférence  décrite  sur  PQ  comme  diamètre.  De 
même  pour  B'. 


/ 

'  / 

S' 


ERRATUM 


La  question  53,  proposée  dans  le  numéro  de  février  doit 
être  rétablie  comme  il  suit  : 

Soient  a,  b,  c,  d,    quatre    coefficients   consécutifs  d'une 
équation  algébrique  réelle;  si  l'équation 

ax3  -f-  3 foc2  -f-  3cx  -\-  d  =  o 
n'a  pas  ses  trois  racines   réelles  et  distinctes,   la  question 
proposée  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS   DE  FER.  —    IMPRIMERIE    CHAIX. 
RUE  BERGÈRE,  20,   PARIS.  —  5254-3. 
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QUELQUES  THÉORÈMES 

Mil    LES    DROITES    MENÉES   PAR    UN    POINT    DU    PLAN    D'UN    TRIANGLE 
PARALLÈLEMENT    A    SES    COTÉS 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  un  point  O  tel  que  si 
l'on  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés,  limitées  à 
ces  côtés,  savoir  À,.  A,,  parallèle  à  CB; 
etc,  les  parallélogrammes  formés  par 
deux  de  ces  droites  et  par  les  deux 
côtés  qui  leur  sont  parallèles  soient 
proportionnels  aux  ra'"es  puissances 
du  troisième  côté. 

Équation  du  lieu  de  O  si  m  varie 
d'une  façon  continue. 

En  prenant  CB  pour  axe  des  x. 
CA  pour  axe  des  y,  appelant  x  et  y 
les  coordonnées  du  point  O  et 
exprimant  lesconditions  de  l'énoncé,  on  a  facilement 

bcmx  +  a(cm  -f-  am)y  =  abcm  (1) 

b(bm  -f  cm)x  -f  acmy  =  abc"1  (2j 


d'où 


x  =  a 


y=b 


I 

IF 


b»'cm  -f-  amcm  -f-  om6' 


+^  + 


Irr' 


bmrm  -f-  a'"c'"  -f-  amb" 


La  remarque  que  l'on  a  —  = 


+  ^-  +  ^ 


m 


yi  +  l 

I       permet  de   trouver 


facilement  l'équation  du  lieu;  quand  m  varie  elle  est 

JOUERAI  Dl  mai  il.  si-KC.  1883.  t 
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h 

[ay]°Sc    =  (ab  -ay-  bx)10^  (4) 

Cette  remarque  montre  aussi  que  les  distances  du  poinlO 
aux  trois  côtés  sont  proportionnelles  aux  m  -J-  imes  puis- 
sances de  ces  côtés 

Si  donc  on  cherchait  le  lieu  du  point  dont  les  distances  aux 
trois  côtés  soient  proportionnelles  aux  mmes  puissances  de  ces 
côtés,  on  trouverait  l'équation  (4). 

Si  l'on  appelle  G'  le  point  où  GO  coupe  AB,  on  trouve 
C'B  bm 

C'A  ~~  am  ' 

(Voir  Comptes  rendus  du  Congrès  d'Alger  de  l'Association 
française,  Brocard,  p.  150.) 

D'où,  si  l'on  cherchait 

Le  lieu  du  point  0  tel  que  si  l'on  joint  ce  point  aux  trois 
sommets,  les  côtés  opposés  sont  divisés  par  ces  droites  en  seg- 
ments inversement  proportionnels  aux  puissances  mmes  des  côtés 
adjacents,  on  trouverait  aussi  l'équation  (4). 

Pour  m  =  —  2  les  formules  (3)  donnent  pour  0  le  centre 
des  médianes  antiparallèles. 

Pour  m  =  —  i  les  formules  (3)  donnent  pourO  le  centre 
du  cercle  inscrit. 

Pour  m  =  o  les  formules  (3)  donnent  pour  0  le  centre  de 
gravité. 

Pour  m  =  i  on  voit  facilement  que  l'on  a 

BcCft  =  BaAô  =  ACC„  =  — - — j ; — — , 

ab  -j-  ac  -f-  cb 

c'est-à-dire  que  O  est  le  point  tel  que  le*  différences  entre  un 
côté  et  la  partie  de  la  parallèle  à  ce  côté  comprise  entre  les 
deux  autres  menées  par  ce  point  soit  la  même  pour  les  trois 
côtés. 

Ce  point  est  celui  que  Ton  obtient  par  le  concours  des 
droites  qui  joignent  à  un  sommet  le  point  symétrique  par 
rapport  au  milieu  du  côté  du  pied  de  la  bissectrice  qui 
tombe  sur  ce  côté. 

Pour  m  =  2  on  trouve  que  l'on  a 
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BrC,,         CaAc  A,,Ba  abc 


b  Xc        c  X  a       a  X  b  62c2  -f-  a2e2  -f-  a262 

C'est-à-dire  que  les  parties  des  côtés  comprises  entre  deux 
parallèles  sont  proportionnelles  aux  produits  des  deux  autres 
côtés,  etc. 

En  général,  si  l'on  appelle  avec  M.  de  Longchamps  points 
réciproques  deux  points  tels,  que  si  on  les  joint  aux  sommets 
d'un  triangle  ils  coupent  les  côtés  opposés  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  milieu  de  ce  côté,  on  peut  dire: 
A  tout  point  0  du  lieu  défini  par  une  valeur  de  m  dans  les 
équations  (1)  et  (2)  correspond  pour  la  valeur  de  m  égale  et  de 
signe  contraire  un  point  0'  défini  par  les  équations 


x  =  a. 


y  =  b. 


-f  bm  +  c1 
a1" 


am  -f-  bm  -f  C" 

et  tel  que  0  et  0'  sont  réciproques.  Le  lieu  de  0  et  le  lieu  de  0 
se  confondent.  Donc  le  lieu  de  0  défini  par  (4)  est  aussi  le  lieu 
du  point  tel  que  si  on  le  joint  aux  trois  sommets,  les  côtés  opposés 
sont  divisés  par  ces  droites  en  segments  proportionnels  aux 
puissances  des  côtés  adjacents. 
On  trouve  facilement 

a2m  +  2  _J_  62,„+2    _|_  flm  Qm  (fla  _j_  fc.  __  g*) 


(am  -f-  om)2 

—    _     a2m  [b'Im+2  -f-  c2m+2  -f  cm  b"1  (c2  -f  6*  —  a*)] 
[bm  c"1  -f-  am  cm  4-  am  bw]2 
Remarquons  que  l'on  a 

Bc  G,  X  n'"-1  «  C„  Ar  x  6"1-1  =  A,,  Ba  X  c—' 
i 

am     i      5»»     '      c«i 

Le  lieu,  du  point  O  esl  donc  encore  le  lieu  du  point  tel 
que  si  pjr  ce  point  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  les 
portions  des  cotes  comprises  entre  ces  paraltèles  sont  proportion- 
nelles aux  inverses  de  puissance*  de  ces  côtés t 

On  trouverait  le  même  lieu  si  avec  l'énoncé  précédent  l'on 
disait  :  sont   proportionnelles  aux  puissances   de  ces  côtés,  au 


7(5  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

lieu  de:  aux  inverses  des  puissances.  Nous  avons  établi  cette 
dualité  dans  les  énoncés  en  considérant  les  points  récipro- 
ques 0  et  0';  mais  il  était  évident  que,  algébriquement,  le 
lieu  de  0  correspondant  aux  puissances  m  serait  le  môme  lieu 
que  celui  qui  correspondait  aussi  aux  inverses  de  ces  puis- 
sances, puisque  nous  faisons  varier  m  de  —  oc  à  -f-  oo  et 
que  m  passe  toujours  par  deux  valeurs  égales  de  signe 
contraire,  ce  qui  correspond  à  une  puissance  et  à  l'inverse 
de  cette  puissance. 

On  ferait  des  remarques  analogues  sur  le  lieu  des  points 
tels  que  si  l'on  mène  par  ces  points  des  parallèles  aux  trois 
eûtes  d'un  triangle,  les  parties  de  ces  parallèles  comprises  entre 
deux  des  côtés  soient  proportionnelles  aux  puissances  ou  aux 
inverses  des  puissances  du  troisième. 

Voici  encore  deux  théorèmes  simples  sur  les  segments 
déterminés  sur  les  côlés  d'un  triangle  par  les  trois  parallèles 
aux  trois  côtés  menés  par  un  point  0  du  plan;  ils  sont  presque 
évidents;  mais  je  ne  crois  point  qu'ils  aient  été  énoncés,  et 
comme  leurs  réciproques  peuvent  servir  dans  certains  cas  à 
prouver  que  trois  droites  concourent  ou  ne  concourent  pas 
en  un  même  point,  il  me  semble  utile  de  les  signaler. 

Considérons  les  neuf  segments  suivants  : 

Deux  segments  interceptés  sur  les  deux  côtés  entre  le 
troisième  côté  et  sa  parallèle  menée  par  0,  en  tout  six;  un 
segment  intercepté  sur  chaque  côté  entre  les  parallèles  aux 
deux  autres,  en  tout  trois. 

Théorème   I.   —   Si  l'on  numérote  I,  2,  5,  4.  5,  6,  en 

tournant  dans  le  sens  CBA  les  six  segments  de  la  première 
espèce,  le  produit  des  trois  segments  de  rang  pair  égale  le  pro- 
duit des  trois  segments  de  rang  impair  et  égale  aussi  le  produit 
des  trois  segments  de  la  seconde  espèce. 

Avec  les  notations  déjà  adoptées,  ce  théorème  s'écrit  ainsi  : 
AC(l  X  BA,,  X  CBC  =  AB„  X  BC6  X  CA, 
^B,C/,  X  A,C„  X  B„A6. 

Théorème  II.  —  Sur  chaque  côté  il  y  a  trois  de  ces  neuf 
segments;  on  peut  les  ranger,  quel  que  soit  0,  de  façon  que  les 
longueurs  des  trois  segments  soient  —  mais  les  segments  n'étant 
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pas  pris  dans  le  même  ordre  sur  charme  côté  —  proportionnelles 
aux  longueurs  des  irais  segments  d'un  quelconque  des  deux 
autres  eûtes. 

Avec  les  notations  adoptées,  CB,.,  B,C/,,  C/,B,  sont  pro- 
portionnels à  (.;,,  A,  .  A,  C,  AC„  ei  à  B„A.  BA,,,  A6Ba. 

Ces  deux  théorèmes  sont  presque  évidents  en  observant 
que  les  longueurs  des  segments  considérés  sont  celles  des 
côtés  des  trois  triangles  semblables  OB,C/,.  OC„Ar.  OA/,Ba. 

Le  théorème  I  donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

1°  Les  trois  segments   impairs  de   première   espèce   sont 
égaux  entre  eux,  pour  le  point 
abc 


x 


QV         bc  -j-  ac  ~\-  ab 

ab-  ,  ,  abc 


U  =  -: : : —  CI    CgflUX    a 

"  kr.  r.„  r.h  & 


bc  -f-  ac  -f-  ab  bc  -\-  ac  -j-  ab  ' 

2°  Les  trois  segments  pairs  de  première  espèce  sont  égaux 
entre  eux  cl  ont  alors  évidemment  la  même  valeur  commune 
que  précédemment,  pour  le  point 

,       a2b 

.,  }  6c4-  ac  -4-  ab' 


x 

S' 


abc 


'bc  -j-  ac  -f-  ab  ' 

Si  par  le  pied  d'une  bissectrice  sur  un  côté  on  mené  des  paral- 
lèles aux  deux  autres  côtés,  ces  parallèles  coupent  les  côtés  en 
deux  points,  en  tout  six  points  sur  les  trois  côtés:  si  l'on  joint 
ces  sir  points  chacun  au  sommet  opposé  au  côté  sur  lequel  est 
le  point,  on  a  six  droites  dont  trois  passent  en  S  et  Irai-; 
en  S'. 

•  >'  Les  trois  segments  de  seconde  espèce  sont  égaux  entre 
eux  et  ont  alors  évidemment  la  même  valeur  commune  que 
précédemment,  pour  le  point 

a-c 

\  bc  -j-  ac  -f-  ab 

[  V  ~~  bc  -f  ac  -f  ab  ' 
(:''  dernier  point  es!   le  réciproque  (voir  pins   haut)   du 
centre  du  cercle  inscrit. 
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4°  Si  le  point  0  est  sur  une  droite  passant  par  G,  le  maxi- 
mum du  produit  des  trois  segments  aura  lieu  au  point 
d'intersection  avec  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  centre  de 
gravité. 

5°  Si  le  point  0  est  sur  une  droite  parallèle  à  AB,  le  maxi- 
mum du  produit  des  trois  segments  aura  lieu  au  point  d'in- 
tersection avec  la  droite  joignant  G  au  centre  de  gravité. 

6°  Le  produit  des  trois  segments  sera  maximum   lorsque 

0  sera  au  centre  de  gravité  et  aura  pour  valeur . 

27 
Pour  terminer  cette  étude,  nous  énoncerons  la  propriété 

suivante  : 

Dans  un  triangle,  si    Von  joint  le    centre  du  cercle    inscrit 

aux  pieds  des    trois  bissectrices  extérieures,  on  a  trois  droites 

telles  que  si  d'un  de  leurs  points  on  abaisse  des  perpendiculaires 

sur  les  trois  côtés,  les  longueurs   de    ces  trois  perpendiculaires 

forment  une  progression  arithmétique. 


UN  LIEU  GEOMETRIQUE 


Le  problème  que  nous  nous  proposons  n'est  pas  nouveau  ; 
on  en  a  déjà  donné  la  solution  par  dos  considérations  de 
simple  géométrie;  nous  n'avons  d'autre  but  que  de  montrer 
une  fois  de  plus  comment  l'emploi  raisonné  des  méthodes 
de  la  géométrie  cartésienne  peut  conduire  à  des  constructions 
géométriques  assez  élégantes,  sans  aucun  tour  de  force,  en 
ne  se  servant  que  des  formules  les  plus  connues. 

L'équation  générale  des  coniques  (axes  rectangulaires) 
qui  ont  pour  directrice  une  droite  donnée  oy  est 

(co  —  «)*  +  (*/  —  (3)a-f-toa  =  o; 
si  on  assujettit  ces  courbes  à  toucher  les  deux  droites 

px  -J-  qy  —  1=0,  et  p'x  -j-  q'y  —  i  =0, 
on  trouve  sans  peine  les  deux  conditions 
(X  +  A)B  -  G*  =  o  l 
(X  -f  A)B'—  G'2  =  o  |  {  } 

où  l'on  a  posé       A  =  p2(a.2  -\-  p2)  —  2/)a  -j-  1 
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B  =  </2(*2  +  (î2)  -  stf  -f  i 
C  =  jpg(a»  +  {3»)-?a  —  pp 

A.'=  p'2(%2  -f-  fi2)  —  2p'x  +  i 
B  =  g  V  +  f>2)  -  »#  +  i 

G'=m'(*'  +  P2)-«'*— PfP 

Or  on  trouve,  en  effectuant  les  opérations,  que 
A  .  B  —  C2  =  (px  +  qp  —  i  )2 
A'  .  B'  —  G'2  =  (p'a  +  q'p  —  i)a 
de  sorte  que  l'élimination  de  X  enlre  les  équations  (1)  nous 
donne,  pour  le  lieu  du  foyer  conjugué  à  la  directrice  donnée, 
l'équation 

L7'(a»  +  p2)  -  2f/3  -f  i]  (p'a  +  g'p  -  i)2  - 
[ç'2(a2  -f-  p2)  —  2q'p  -f-  i]  (poc  +  q$  —  i)2  =  o 
c'est  le  lieu  que  nous  nous  proposons  d'étudier  d'après  son 
équation. 

Pour  donner  aux  diverses  lettres  une  signification  uni- 
forme, je  veux  dire,  pour  que  toutes  les  Mires  indiquent  des 
longueurs,  je  pose 

i  1,1,1 

a  b  a  b 

et  l'équation  du  lieu,    en  reprenant  pour  les  coordonnées 
mobiles  la  notation  habituelle,  sera 

(U)  a2(cc2  +  y2  —  2b;/  -f  b2)  (b'x  -f-  a  y  —  ab'f  — 
a2(x2  -f  y2  —  2b' y  -f  b'2)  (bx  -f  ay  —  ab)2  =  o 
que  nous  écrirons  sommairement 

a2 . G  . T2  —  a2C  .  T»  =  o; 
or,  soit 

C  =  (y  —  b)2  -f-  x2  =  (y  —  b  -f-  ix)  (y  —  b  —  ûc)  =  I  .  J 
et 

C  =  (y  —  6')"  +  œ8  =  (y  —  6'  +  te)  (.v  —  b'  —  ix)  =  Y  .  .V 
et  l'équation  du  lieu  devient 

o«.I.J.r«  —  a'M'.J'.T"  =  o 
ce  qui  nous  monlrc  immédiatement  que  le  point  de  concours 
S  des  deux  tangentes  lixos  est  un  point  double  du  lieu; 
mais  les'deux  droites  I.  .)  se  croisent  sur  la  directrice 
donnée  en  son  point  de  rencontre  H  avec  la  tangente  T; 
de  niriue  Les  droites  [',  J'  se  croisent  sur  la  directrice  donnée 
en  son  point  de  rencontre  B' avec  la  tangente  T';  d'oîi  l'on  cou- 
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clut  immédiatement  que  les  points  B  et  B  sont  aussi  dos 
points  doubles  du  lieu  total. 

Mais  les  directions  asymptotiques  du  lieu  total  sont  four- 
nies par  l'équation 

(x2  -f-  if)  [a2  (b'x  -f-  a'y)2  —  a'1  (bx  -f-  ayf-]  =  o 

/  „    ,                 [bx4-au    ,     b'x  4-  n'y  n 
ou  bien      (a;2  -f-  y1)   .  x    ' — -  -J , — —    =  o 

ou  bien 

(x* + ■u^[bx~^aij  —  b'x + a'i,j bx  +  ay  +  bx  +  aij  "i = o 

ce  sont  donc  :  1°  les  deux  directions  asymptotiques  de  tous 
les  cercles  du  plan;  £°  la  directrice  donnée;  3°  la  médiane 
SG  du  triangle  BSB';  nous  voyons  donc  que  la  directrice 
donnée  a  cinq  points  sur  le  lieu  géométrique;  donc  elle  en 
constitue  une  branche  séparée,  et,  après  avoir  enlevé  cette 
branche,  il  restera  une  courbe  du  troisième  degré  qui  a  pour 
points  simples  les  points  B  et  B',  qui  a  encore  pour  point 
double  le  point  S;  et  ses  directions  asymptotiques  sont  la 
médiane  SG-  et  les  deux  directions  asymptotiques  de  toute 
circonférence. 

Voyons  à  déterminer  une  construction  continue  du  lieu  : 
soit  T  =  AT',  il  vient 

a2(x2  +  if  —  -ibu  +  b-)  —  À2a'2  (as3  +  if-  —  2b'y  -f  b"1)  =  o 
ce  qui  donne  l'intersection  d'une  droite  menée  à  volonté  par 
le  point  S  avec  une  circonférence  :  or  on  voit  sans  peine  que 
cette  circonférence  passe  au  point  L  oii  la  droite  mobile 
coupe  oy;  si  donc  on  construit  L'  conjugué  de  L  relative- 
ment au  segment  BB',  la  circonférence  est  décrite  sur  LL' 
comme  diamètre;  on  peut  donc  formuler  comme  il  suit  la 
construction  géométrique  du  lieu  total  : 

Par  le  point  S,  menez  une  transversale  à  volonté  SX  qui 
coupe  oy  en  un  point  L;  et  prenez  L'  conjugué  de  L  relati- 
vement au  segment  BB';  la  circonférence  décrite  sur  LL' 
comme  diamètre  coupera  SX  en  deux  points  L  et  M;  le  lieu 
de  ces  deux  points  est  le  lieu  total  du  quatrième  ordre,  qui 
se  compose  de  la  droite  oy  et  d'une  cubique  que  décrira  le 
point  M. 

Cette  construction  donne  sans  peine  les  tangentes  au  point 
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double  S;  car  lorsque  la  circonférence  mobile  passera  au 
points,  SX  devra  être  également  inclinée  sur  SB  etsurSB'; 
doue   les    tangentes  au  point   double    S  sont  deux  droites 


rectangulaires  entre  elles,  et  bissectrices  des  deux  droites 
fixes  SB,  SB';  ce  nouveau  fait,  joint  à  ceux  qui  sont  déjà 
établis,  permet  d'affirmer  que  la  cubique  actuelle  est  une 
focale  à  nœud  de  Quételet. 

Remarque.  —  L'équation  du  lieu(U)  peut  s'écrire  : 

a2   .  MB2  .   MB2   .  AIT2  =  a"-   .  MB'2  .  IIP2  .  ÂB2 

MB         MP        AB        a' 

0U  MB'  ~=  MP'   '   TIF  "  V 

Cette  relation  conduit,  en  sens  inverse,  à  la  construction 

du  lieu   par   l'intersection   d'une  droite  et  d'un  cercle;   car 

.••  Ml'       . 

se   donner  arbitrairement  rrrrr>  c  est  se  donner  une  droite 


MP' 
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Sx,  d'où  résulte  le  rapport  qui  détermine   la  circonfé- 

rence correspondante. 

Autre  remarque.  —  On  voit,  par  l'exemple  qui  précède, 
que  l'étude  d'un  lieu  géométrique,  même  déconiposable,  se 
peut  faire  simplement  sur  le  lieu  total,  plus  simplement 
même  que  si  l'on  effectuait  d'abord  la  décomposition;  cela 
tient  sans  doute  à  ce  que  l'équation  totale  obtenue  par  des 
métbodes  d'élimination  correctes  et  générales,  garde,  dans 
sa  forme  première,  comme  l'image  algébrique  des  propriétés 
et  du  mode  de  génération  le  plus  élégant  de  la  courbe. 

On  rencontre  d'ailleurs  bien  souvent  des  faits  de  même 
na  lure  ;  c'est  ainsi,  par  exemple,  quepour  construire  les  racines 
d'une  équation  du  troisième  degré,  on  trouve  utile  de  l'élever 
au  quatrième  degré  par  l'introduction  d'une  racine  conve- 
nablement choisie;  ce  qui  permet  de  construire  les  racines 
par  l'intersection  d'une  parabole  et  d'une  circonférence;  c'est 
ainsi  encore  que  la  détermination  des  trois  sommets  du 
triangle  polaire  conjugué  commun  à  deux  coniques  dépend 
de  l'intersection  de  deux  coniques  que  l'on  fait  passer  cha- 
cune par  un  môme  quatrième  point  pris  à  volonté  sur  le 
plan.  E.  V. 


NOTE  SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR 

Par  M.  A.  Parpaite. 


Les  différentes  formes  du  reste  données  généralement  dans 
les  cours  sont  des  conséquences  de  la  formule 

d   0)  n-p   fin 

R  =  ^ —. n  (x  -f  0A). 

n  —  i  !  p 

Il  est  aisé  de  faire  voir  que  celle-ci  n'est  qu'un  ca-  tiè 

particulier  d'une  autre  extrêmement  générale. 

Posons 

f(x  +  h)  -  f  (x)  -  hf  (x  -  . . .  -n  _^',     /«-'  (X) 

-  P?  (h)  =  o  (1) 
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ce  et  ce  -j-  A  sonl  deux  valeurs  prises  entre  les  limites  a,  b 
entre  lesquelles  f  (x)  et  ses  n  premières  dérivées  sont  con- 
tinues ;  o  (h)  est  une  fonction  continue  de  h  ainsi  que  sa 
dérivée  entre  les  limites  où  h  se  trouve  compris,  cp  (h)  est 
en  outre  assujettie  à  la  condition  cp  (o)  =  o  ;  P  est  une  cer- 
taine fonction  de  x  et  de  H  déterminer  pour  que  l'éga- 
lité (1)  ait  lieu. 
Remplaçons  h  par  cct  —  x  dans  (1)  ;  nous  avons 

f  (Xi)  —  /"  (?)  —  0»!  —  X)  f,   (X)    —    .     .     . 

~    {XinZ.TC    ^  {X)  ~~  P?  {Xl  ~  X)  =  °'    (2) 
Mettons  partout,  excepté  dans  P,  z  au  lieu  de  ce  et  faisons 
varier  z,  la  fonction 

f (Z)=f(Xi)-nz)  -(Xi-z) r(z)  ~  .  .  . 
-  (X\r-!?  f,l~l {z) ~ p* (Xi ~ z)        (3) 

est  nulle  pour  z  =x  ainsi  que  pour  s  =  xt,  dans  l'intervalle 
elle  est  continue;  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée;  donc  il 
existe  au  moins  une  valeur  intermédiaire  dez,  jc-f-  0  {xx  —  x) 
qui  annule  F'  (z),  0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 
Portons  cette  valeur  de  z  dans  la  dérivée: 

F  w  =  -  (a,;zfp  /"  m  + *v  c<*  -  *)î 

on  déduira 

(î  —  O)"-1  (Xj  —  x)  "-'       /•»  [ce  -f  e  (a?1  —  ce)] 

n—  i  1  cp,  [(i  —  e)(a?!  —  a;)] 

d'oîi  en  remplaçant  xx  par  x  -j-  /t 

n  —  i  !  «p    [(  i  —  0)  h]  '    K      '       '  w 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 
Il    est  à   peine  besoin   de    faire  remarquer  que  si    nous 

posons  cp  {h)  =  bP 

la  formule  (4)  devient 

R  =  ^ H /*  (œ  +  0/i) 

qui  est  la  formule  de  M.  Schlomilch. 

Si  l'on  pose  ^{h)  =  L(i  -f-  h)  ou  sin  kh,    etc.,  on  déduira 
autant  c<e  tonnes  du  reste  qu'on  voudra. 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  1881 

Solution  par  M.  Levavasseur.  élève  au  Lycée  Charlemagne. 


On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  des  droites  D  telles  que 
si  par  chacune  d'elles  on  mène  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde, 
les  normales  aux  points  de  contact,  M  et  M',  soient  dans  un  même 
plan.  1°  Démontrer  que  la  droite  D  et  la  droite  des  contacts 
MM'  sont  rectangulaires.  2°  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui 
passent  par  un  point  donné  A.  3°  Ce  lieu  est  un  cône  du  second 
degré.  Trouver  le  lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles 
ce  cône  est  de  révolution.  4°  Trouver  l'enveloppe  G  des  droites 
D  qui  sont  contenues  dans  un  plan  donné  P,  et  trouver  la  sur- 
face S  engendrée  par  C  quand  P  se  déplace  parallèlement  à  un 
plan  donné  Q.  5°  Trouver  pour  quelle  direction  de  Q  la  surface 
S  est  de  révolution. 

1°  Géométriquement,  cette  propriété  est  évidente  :  consi- 
dérons en  effet  le  plan  des  deux  normales  ;  il  est  perpendi- 
culaire a  chacun  des  plans  tangents,  donc  perpendiculaire 
à  leur  intersection,  c'est-à-dire  à  la  droite  D.  La  droite  MM' 
qui  est  dans  le  plan  des  deux  normales  est  donc  bien  per- 
pendiculaire à  la  droite  D. 

On  peut  le  démontrer  analytiquement  de  la  manière  sui- 
vante :  soient  x',  y',  z  les  coordonnées  du  point  M;  x".  y",  z" 
celles  du  point  M'.  La  normale  au  point  M  à  l'ellipsoïde  a 

.        ,.  a*  (x  —  x)  b-  (y  —  y')         c2  (z  —  s) 

pour  équations  — - ; = — ; — —  = S • 

x  y  z 

ou  bien  a2z'x  =  c2x'z  -f-  (a2  —  c2)  z'x  ; 

b2z'y  =  c2y'z  -f  (b2  —  c2)  y'z. 

Un  plan  passant  par  cette  normale  aura  pour  équation 

a2z'x  —  c2x'z  —  (a2  —  c2)  z'  x 

-f  1  [b2zy  -  c2yz  -  (b2  —  c2)  y'z']  =  o.         (A) 

Les  équations  de  la  normale  au  point  M'  sont 

c2x"  (a2  —  c2)  x"  cV        ,      {b*  —  c2)    „ 

x  = —  z  -f- ;  y  =  — —  z  -4- -V  . 

a2z"       ~  a2  '  J        6V      ~  b2        J 
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Pour  qu'un  plan  Ax  -\-  By  -\-  Cz  -{-  B  =  o  passe  par  la 
droite  ;r  =  az  -f-  p..  .'/  =  b~-  4~  fh  ^  ^aut  Q110  10n  a^  A  a 
-j-  B6  -f-  G  =  o  cl  Xp  -f-  Bç  -|-  I)  =o,  c'esl-ù-dire  que  pour 
que  le  plan   (A)  passe  par  la   normale  au  point  M',  on  doit 

avoir     x*z    ^p  +  \b*s  -^  —  c2  (x'  -f  Xy')  =  o 

Z  OC    — ~  Z  OC  ... 

ou  .  X—      ,_„_    „  ,  (I) 

etaV     ^-^"r+).^    ^"^ 


a2  '  6* 

—  **  ■z[(ai  —  c2)  £C+  X  (//2—  cr)  y]  =  o 
ou         (a»  —  c2)  (as*  -*  a?')  -f-  X  (62  —  c2)  (*/"  —  y')  =  o     (2) 

En  éliminant  X  entre  les  relations  (l)  et  (2),  on  trouve  la 
condition  que  doivent  remplir  les  coordonnées  des  points 
M  et  M'  pour  que  les  normales  on  ces  points  à  l'ellipsoïde 
se  rencontrent,  savoir  : 

(û2  _  C2)  (x/  _  x»}  (yv  -  y'z") 
+  (62  —  c2)  (y  —  y")  {z'x  —  z'x")  =  o.  (B) 

Les  équations  de  la  droite  I)  sont 


ou. 


'pcx 
o2 

+ 

yy 

•+- 

c2 

xx" 
a2 

+ 

yy' 

t 

C2 

sous  f 

orme 

réd 

nitc 

X 

IF 

(•'•'//" 

—  X 

".'/') 

+ 

£o 

V- 

y 

1 •'■"//' 

—  X 

'il")  +  ■ 

c2 

;'.c"  ■ 

I  =  o, 


(y"*'  —  -"y)  =  //"  —  ih 

et  ~  {x'y  —  x'y")  +  -4-  {z'x"  —  z"x)  =  x"  —  x.  (H) 

0  (s 

Les  conditions  de  perpendicularilé  de    celle  droite  avec  le 
plan  (A)  exigent  d'abord  que  l'on  ait 

b2         />2    z'x'  —  z'x 

<ii         <i-    y'z"  —  y'z' 
Ainsi  nous  retrouvons  pour  A  la  même  valeur  qu'en  expri- 
mant que  le  plan  (A.)  passe  par  la    normale  en   M'  à  l'ellip- 
soïde.  La   deuxième   condition    est   satisfaite  d'elle-même, 
car       x'iy'z'  —  y'z)  -f  y'{z'x*  —  z'x1)  -f-  z'(x'y'  —  x"y  \ 
est  identiquement   nul. 
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4°  Soient  x0,  y0,  z0les  coordonnées  du  point  fixe  A,  Les 
équations  des  droites  D  sont  alors 

X  X0     .     ,    „  „    ,.      .      Z  %0     .    „    ,  „    „ 

— —  (xy   —  xy)  -\ —  (y  z  —  zy)=o; 

b*    (x  y  —  xv)  H — ëi —  (*x  — z  x)=  ° 

i/V  —  z"y         x"\f  —  xy"         z"x  —  z'x" 
ou  bien    ' 


x  —  x0  z     %0  y     2/0 

'     ô2  c2  b% 

On  a  d'ailleurs  d'après  les  équations  (H)  de  la  droite  D 

„        —  (xy"  —  x"ii)  4-  —  («V  —  y'z") 
x'  —  x"        a2  v    y  J  J  ^  c2  vy  J     ' 


62    z„x  —  zx, 


,  Wy' — x'y") + -£■(*'&  —  z"x') 


«2   y0s  —  yz0 

Donc,  en  tenant  compte  de  la  condition  (B),  le  lieu*  de  la 
droite  D  est  le  cône  du  second  degré 
(a2  —c*){x  —  x0)(yz0  —  zy0)  +  {b2  —  c2){y  —  y0)(zx0  —  xz0)  =  o. 

On  peut  écrire  l'équation  de  ce  cône  comme  il  suit  : 

(a2  —  ¥)z0(x— œ',)(y  —  y0)  +  {b*  —  c2)x0(y  —  y0)(z  —  z0) 
+  (c2  —  a2)î/0(-  —  z0)(x  —  x0)  =  o. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  est  le  cône  qui  passe  par  les 
six  normales  menées  du  point  A  ù  l'ellipsoïde.  C'est  donc 
un  cône  trirectangle  passant  par  l'origine. 

3°  Pour  que  ce  cône  soit  de  révolution,  comme  les  coef- 
ficients des  termes  en  x2,  en  y2  et  en  z2  sont  nuls,    la  con- 


dition 

A  — 

B'B"        .,       B'B 
B     =A          B'    =A   " 
B'B"        B'B        BB' 

BB' 
B" 

devient 
ou 

B            B            B" 

B2  =  B'2  =  WK 

On  doit  donc  avoir 

(62  —  c2)2x2u  =  (c2  —  a2)2y20  ==  (a2  —  62)2jz20, 
ce  qui    donne,  si  l'on  considère  x0,y0,z0  comme  des  coor- 
données courantes,  quatre  droites  issues  de  l'origine. 
4°  Soient  kx-\-ïïy  -j-  Us-|-1)=  o  l'équation  d'un  plan  quel- 
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conque  P,  et  x0,  y0,  z0  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  plan. 
On  a  Ax0  -f-  By0  -f-  Caa  -f-  D  =  o.  Les  droites  D  du  plan  P 
qui  passent  par  un  point  donné  x0,  y0,  z0  de  ce  plan,  sont  à 
l'intersection  du  plan  P  avec  le  cône  des  six  normales  issues 
du  point  considéré  à  l'ellipsoïde.  L'équation  du  cône  est 
(a2  —  c2)  (x  —  x0)  {yz0  —  zy0)  -f  (62  -  c2)  (y  —  y0)  (zx0  —  xz0) 
=  o.  D'ailleurs 

-_     Ax  +  By  -f  D  Ax0  -f  By0  -f  D 

C  '°-  G  " 

Par   conséquent  l'équation  de  la  projection   du    système 
des  deux  droites  D  considérées  sur  le  plan  des  xy  sera 
(a2  -  c2)  (x  -  x0)  [y0  (Ax  +  By  -f-  D)  —  y  (Ax0  +  By0  +  D)] 
4- (&»  —  c2)  (y  —  y0)  [x  (Ax0  +  By0  -f  D)  —  x0  (Ax  +  By  -f  D)] 
=  o 

ou  (a2  —  c2)  (x  —  O  [Ax  (y0  —  y)  -f-  Ay  (x  —  x0)  -f  D  {y0  —  y)] 
+  (62-c2)  [Bx(y0-y)  +  By  (x  —  x0)  +  D  (a?.—  a>„)]  =  o 
ou  enfin 

(a*  _  c2)  Ay  (x  —  x0)2  +  (c2  —  b-)  Bx  (y  —  y0)2  —  [(a2  —  c2; 
Xx  +  (c2  -  62)  By  -  (62  -  a2)  D]  (x -  x»)  (y  -  y0)  =  o. 

Prenons  les  dérivées  partielles  de  ces  équations  par  rap- 
port aux  binômes  y  —  y0,  x  —  x0  : 

2  (a2  —  c2)  Ay  (x  —  x0) 

=[(o«  -  c2)  Ax  +  (c2  -  V)  By-  (62  -  a2)  D]  (y  -  y0)  ; 
2  (c2  -  62)  Bx  (y  -  y0) 

=  [(a2  -  c2)  Ax  +  (c2  —  62)  By  —  (62  —  a2)  D]  (x  —  x0). 

Multiplions  membre  à  membre  el  nous  aurons  pour  les 
équations  de  l'enveloppe 

4  (a2  —  c2)  (c2  —  62)  AB  xy  =  [a-  —  c2)  Ax  -f-  (c2  —  62)  By 
_  &«  _  a»)  D]-  avec  Ax  +  By  +  C*  -f  D  =  o. 

L'enveloppe  est  donc  une  parabole.  L'équation  générale 
d'un  plan  parallèle  au  point  Q  étant  A.r  -f-  %  -j~  Ce  -f-  ^  =  o, 
pour  avoir  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  para- 
bole enveloppe  des  droites  D  lorsque  l*  se  déplace  parallè- 
lement au  plan  Q,  il  suffira  d'éliminer  Le  paramètre  variable 
D  entre  l'équation  de  la  parabole  et  du  plan  P.  Cette  surface 
a  donc  pour  équation 

4  ("'  —  '")  (<*  —  o»)  Ah. ri/ 
=[(a*  —  c»)  A.r  -f-  (c«  -6»)  B/,-f-  (6»— a»)  (Aœ  -f  By  -f-  G»)]» 
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ou  4  (a2  —  c2)  (c2  —  ¥)  ABxy 

—  [(&s  _  c»)  A.r  +  (c2  —  a2)    Bî/+  (6a  —  a2)  Cz]a. 

Cette  équation  représente  un  cône  du  second  degré  ayant 
pour  sommet  l'origine  et  tangent  aux  plans  de  coordonnées, 
tout  le  long  des  droites 

(ca  —  a2)  By  -f-  (62  —  a2)  Ga  =  o,  pour  l'un  ; 

(62  —  c2)  A.r  -j-  (62  —  a2)  Cs  =  o,  pour  l'autre; 

(6a  —  c2)  kx  -f-  (c2  —  a2)  By  =  o,  pour  le  troisième. 

S0  Enfin  les  conditions  qui  doivent  exister  entre  A,  B,  C 
pour  que  le  cône  soit  de  révolution  sont 

(b2  —  c2)2  A2  =  (c2  —  a2)  B2  =  (6a  —  a2)2  G". 

Remarques.  —  I.  Considérons  toutes  les  droites  D  qui 
passent  par  un  point  fixe  A,  et  parmi  ces  droites,  situées 
sur  le  cône  des  six  normales  issues  de  A,  considérons-en 
une  extérieure  à  l'ellipsoïde.  Soit  0  sa  trace  sur  le  plan 
polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Si  je  joins  0 
aux  points  M  et  M',  les  deux  droites  oM  et  oW  seront  tan- 
gentes à  la  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  polaire 
de  A.  Donc  la  droite  MM'  ou  A  est  la  polaire  du  point  S 
par  rapport  à  l'ellipse  e.  Il  en  résulte  que  tous  les  plans 
passant  par  D  auront  leur  pôle  sur  A  et  que  tous  les  plans 
passant  par  A  auront  leur  pôle  sur  D  (*). 

Considérons  maintenant  une  droite  (D)  passant  par  le 
point  A,  et  coupant  l'ellipsoïde.  La  droite  A  est  toujours  la 
polaire  de  8.  Elle  est  alors  extérieure  à  l'ellipsoïde.  Puisque 
tout  plan  passant  par  A  a  son  pôle  sur  D,  les  plans  tangents 
à  l'ellipsoïde  menés  par  A  auront  pour  points  de  contact 
les  points  N  et  N'  où  la  droite  D  coupe  l'ellipsoïde,  de  sorte 
que  les  rôles  sont  renversés,  que  la  droite  D  joue  le  rôle 
de  A  et  inversement;  d'où  les  conclusions  suivantes  : 

1°  Lorsque  les  droites  D  sont  assujetties  à  passer  par  un 
point  fixe  A,  et  à  rester,  comme  nous  l'avons  montré,  sur 
le  cône  des  six  normales  correspondant  à  ce  point,  les  droites 
A  sont  assujetties  à  rester  dans  un  plan  fixe,  le  plan  polaire 
de  A,  et  leur  enveloppe  dans  ce  plan  est  une  parabole. 

2°  Lorsque  les  droites  D  sont  assujetties  à  rester  dans  un 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  ligure. 
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plan  fixe  P  tangentiellement  à  la  parabole  que  nous  avons 
déterminée,  les  droites  A  sont  toutes  sur  le   cône    des  six 

normales  qui  a  pour  sommet  le  pôle  du  plan  P  par  rapport 
à  l'ellipsoïde. 

II.  Si  l'ellipsoïde  donné  étail  de  révolution,  si  l'on  avait 
a  =  &,  ou  6  =  c,  ou  c  =  a,  le  lieu  des  droites  D  passant  par 
un  point  donné  serait  un  système  de  deux  plans. 

Si  l'on  supposait  à  la  fois  a  =  b  =  c,  la  condition  (B)  est 
ren^lie  quelle  que  soit  la  droite  D  prise  dans  l'espace. 
Dans  une  sphère,  en  effet,  toutes  les  normales  à  la  surface 
se  rencontrent  au  même  point,  le  centre. 

Dans  un  ellipsoïde  de  révolu  lion,  toutes  les  normales 
rencontrent  l'axe.  Deux  normales  ne  peuvent  se  rencontrer 
qu'en  un  point  de  l'axe;  les  droites  A  et  les  droites  D  sont 
dune,  assujetties  à  être  dans  des  plans  perpendiculaires  à 
l'axe,  ce  qui  démontre  que  les  droites  D  passant  par  un 
point  fixe  sont  toutes  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
et  passant  par  ce  point. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  également  une  solution  de  ce  même  problème 
par  M.  Cadot,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  2 

Solution  par  M.  Kœhi.er. 


Deux  paraboles  variables  sont  assujetties  :  1°  à  avoir  leurs 
axes  parallèles  et  à  une  distance  donnée  l'un  de  l'autre:  2°  à 
se  couper  orthogonale  ment  en  deux  points. 

Trouver  l'aire  minima  comprise  entre  les  chue  courbes. 

Soit  if  =  2px  l'une  des  parab  des  :  &  étant  la  distance  des 
deux  axes,  l'autre  aura  pour  équation  (//  —  &)'  =  2q(x  —  *). 
Les  ordonnées  des  points  communs  soûl  données  par 

yHp  —  q)  —  zbpy  +  p[h-  -f  2q%)  =  o.  (1) 

Les  coefficients  angulaires  dea  tangentes  en  un  des  points 

P  (l 

d'intersection  sont  -  —  el  — — —  ;   pour   que    les   paraboles 

.'/        .'/  —  b 
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soient  orthogonales,  on  doit  avoir  la  relation 

y*  —  by  +  pq  =  o.  (2) 

La  comparaison  des  équations  (1)  et  (2)  qui  doivent  avoir 
les  mêmes  racines  donne 

62  +  2»2 

q  =  —  p.  %—  ! — r—  . 

ip 

L'équation  de  la  seconde  parabole  devient  alors 

y2  —  iby  -f-  2px  —  2p2  =  o  ; 

p  doit  être  considéré  comme  un  paramètre  variable,  et  nous 

allons  le  déterminer  de  telle  sorle  que  l'aire  comprise  entre 

les  deux  courbes  soit  minima. 

L'équation  de  la  corde  commune  est 

by  —  2px  -f-  p2  =  o. 

Sa  longueur  se  calcule  facilement  et  a  pour  expression 

c==  4P'+fr\ 
ip 
Les  pôles  de  la  corde  sont 

p  b 

04  = ,  pt  =  — ,  par  rapport  à  la  première  parabole. 

68  +  3j>"  b 

-,  (32  =  — ,  par  rapport  a  la  deuxième. 


2P 

Chacun  de  ces   pôles  est  distant   de  la  corde   commune 


d'une  longueur  h  =  —  y/ b2  -\-  4p2  •    On    en    conclut    que 
Taire   du  quadrilatère   formé  par  les  quatre  tangentes    est 

4(P  ~r  o  )    ,  et  l'aire  comprise  entre  les  deux  paraboles  est 
4P 

s=irp(ip2+b2y2- 

Cette  expression  est  minimum  quand  on  prend  p  = 


et  la  valeur  de  S  est  alors 


2\/: 
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QUESTION  15  bis. 

Solution  par  M.  Toqué,  élève  du  Lycée  Charlemagne. 


Équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  d'une  surface 
de  deuxième  ordre  et  admettant  pour  génératrices  les  trois  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  et  les  trois  axes  de  la  surface. 

Gomme  le  cône  contient  les  trois  axes  de  coordonnées, 
son  équation  est  de  la  forme 

byz  -f-  b'zx  -f-  b"xy  =  o.  [1] 

Soient  —=J-==—    —  --  J---  —    —  —  JL 

<*!  Pi  Tl     '        *2  P2  Y*    '        a8  Ps 

= les  trois  axes  de  la  surface  ;  pour  exprimer  qu'ils  sont 

Ï3 

sur  le  cône,  il  suffit  d'exprimer  qu'il  y  en  a  deux  sur  le  cône, 
ce  qui  donne        bptyt  -f-  b'y'27.\  -f-  6'ocjP,  =  o  [2] 

Soit  kx*  -f  k'îf  -f  A.**"  +  2B1/Z  -f  2B'zx  -f  iB'xy  =  1 
l'équation  de  la  surface. 

Posant  X=A-^1,V^-^.,X«=A'-^-, 

D  Si  B 

on  sait  qu'on  a 

*i  _  h  _  Y» 

1  1  1 


B  (X  —  St)  B'  (V  —  St)  B"  (X"  —  S,) 

en  désignant  par  S(  la  racine  de  l'équation  en  S  correspon- 
dant à  a-ififli. 

Remplaçant  dans  (2)  xt,  (5t,Yi  par  ces  quantités  proportion  - 

n  b ,    6" 

nelifiS'  °"  a  B'B'(X'  -  SJ(X"  -  S,)  +    B'BCX'-SXX-S,) 

,  t> 

-~h    BB'(X  —  S,)(X'  —  S,)         °' 
ou      B6(X  —  S,)  +  B'6'(X'  —  S,)  +  B7/'(X"  —  S,)  =  o.    [4] 
On  a  de  même 

B6(X  —  S,)  +  B'6'(V  -  S,)  -f  B"6"(X"  —  S,)  =  o.    [5] 
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Par  soustraction,  on  déduit  (S4  — Sj(B&  -f-  B'b'  -f-  B"6")  =  o. 
D'ailleurs  St  J  S2,  sans  quoi  la  surface  proposée  serait  de 
révolution,  ce  qu'on  ne  suppose  pas. 

On  a  donc  Bb  -f-  B'6'  -f  B'b"  =  o.  [G] 

(4)  devient  B/.6  -f  B'X'ô'  -f  BT6"  =  o.  [7] 

On  en  déduit 

b  __  U  _  b" 

B'IS'Q:  —  V)  ~~    B"B(/"  —  À)     ~    BB'(A  — /)    * 
Finalement  l'équation  demandée  est  donc 

B'B"(X'  —  X")     ,     B"B(A"—  À)     ,     BB'(X  — À) 


x 


V)  B'B(r-À)  BB'(X 

1 1 


sont  égaux, 


QUESTION  16  bis. 

Solution  par  M.  Toqué,  élève  du  Lycée  Charlemagnr. 

Ayant  posé. 
(  atx  -f  bty  -f  c,z  =  Pt  /  *  -f-  a2y  -f-  a,z  =  Q,  af  b1  c, 

j  a2x  +  b2y  -f  c2a  =  P2  j  b,x  -f  b2y  -f  b3z  ==  Q2  8=    a2  b2  c, 
(  a3x  -|-  t>3v  +  c3z  =  P3  (  Cjx  -f  c2y  -f  c3z  •=  Q3  a.t  b3  c  s 

supposant  que  o  <  o,  démontrer  que  les  deux  ellipsoïdes 

V2    -f   P2*   +   P3*    =    I     j 

q.;  +  q22  +  Q.32  =  1  i 

Il  s'agit  de  démontrer  que  les  axes  de  ces  deux  ellipsoïdes 

sont  deux  à  deux  égaux.  Or.  on  sait  que  a,b,c  étant  les  axes 

du  premier,  Sl5  S2,  S3  les  racines  de    l'équation  en  S,,  on  a 

"2  b2  c2  T1        .  ,  ,.    ,  , 

= = =  1.  De  même,  a  .  0  .  c    étant  les  axes  du 

1  1  1 

bL  S2  b3 

deuxième,  S'^S'j,^  lesracines  de  l'équation  enS  corrrespon- 

,     £  a2  b'2  c'* 

dante,  on  a = = =  i . 

1  1  1 

S  !         b  2         S  3 

Si  nous  pouvons  démontrer  que  les  deux  équations  en  S 

ont  les  mômes  racines,  il  en  résultera  bien  que  les  axes  sont 

égaux.  D'ailleurs,  le  coefficient  de  S3  étant  1  pour  les  deux, 

ils'agitdemontrer  que  les  coefficients  sont  deux  àdeux  égaux. 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  i)3 

Les  équations  des  deux  ellipsoïdes  sont 

œ*(a?  +  ^  +  a\)  +  y*(Vl  +  6f  +  6f)  +  s-tf  -f  <*  +  cg) 

+  2yz(bxci  +  6,c,  +  &,c,)  +  2^(c1a1  -f  c,a,  +  c8«3) 
+  2.rî/(f/1&1  -f-  «2b2  +  a:!b:l)  =  u  [1] 

^2K  +  b'î  +  $  +  !/2(ai  +  %+  i)  +  =2(«l  4"  &§  +  $ 
+  2î/r.(//2a,  +  62634-f.2c3)  -f  2zx(a3al  +  &,&,  -f  f3c,) 
+  2X1/(0,0,  +  bt62  +  r,c2)  =  i .  [-2] 

Pour  abréger,  écrivons  ces  équations  sous  la  forme 
Ax2  +  k'y*  +  AV  -f-  iVyz  -f  2B'^x  -f  2B'£ci/  ==  1.  [1] 
ax*  -f-  û'j/2  -f-  a"z2  -f-  26i/s  -f-  ^b'isx  -f-  2&//xî/  =  1 .        [2] 
Les  équations  en  S  correspondantes  sont 
S3  _  (A  -f  A'  -f-  A")  S2  +  (A'A"  4-  A'A  -f  A  A'  —  B2  —  B  2  —  B"2) 

-  A  =  o. 
S3—  (a  4-  a  4-  a")  S2  4-  (a a"  +  a"a  -\-  ad  —  b1  —  6'2  —  o"2) 
—  A'  =  o. 

On  a  d'abord  À  -|-  A'  -f  A"  =  «  4~  °'  ~\~  a" • 
A'A"  4-  A"A  4-  AA'  —  B2  —  B'2  —  B"2  =  (6f  4-  b\  +  6f) 

M  +  4  +  4)  +  (f'i  +  4  +  c!)  («ï  +  «i  +  «§) 

4-  (aï  4-  a|  -f-  a2}  {bi  4.  &|  _i_  &|)  -  (6lCl  +  62c2  4-  63c3)2 
—  {CM  4-  r.//2  4-  c,a3)a  —  (o161  4-  0,6,  4-  a363)s 
Appliquant  l'identité  de  Lagrange,  on  a 

A'A"  4-  A"A  4-  AA'  — B2  —  B'2  —  B"2 
=  {blc.,  —  cibj2  +  (bics  —  clb3Y  +  b2c:i  —  c3b:i)*  \ 
+  (/;,</,—  ax^+ic/j,—  «•/3)24-c3o1  —  a./V)2     =2(^6,— 6to2)2 
4-(a16ï— flï&1)84-(a268-«,6ï)ï+(a861~a1&8)a  ) 

Ed  calculant  aV  4~  aa  ~f~  aa  —  l}~  —  &s  —  ^  "'"  —  °>  ou 
trouve  la  même  valeur  -  (at6,  —  &ifl*)*- 
Enfin  calculons  le  terme  tout  connu, 

"1  +  al  4-  a|,    «l&,  +  «.A+«.i^r     <Y'i-f  f//24-f'3«3 
a^^r/^+aA,      &? -f  6*  +  &s.        ^-J-  6,c,-f-6,c8 
c1a14-cï«24-c3a3,    biCi+biCt+bfr,       c?  -f  ef  4-  c; 
«7  -f-  6f  -+-  c'f,     a,aa+ 646,4- cv?,,     a,«i4-68614-c8c1 
a1a,^r-616,4-c1c„     al-f- ôf-f- cf.,       a,a,4-6,6,-|-c,c, 
a»at4-6,614-c8cl,    0,0,4-6,6,4-0,6,,       a|  -f-  6|  4-c9    | 
A  et  A'  ne  sont  autre  chose  que   le  carré  du  déterminant  0  : 
donc  ils  sont  égaux.  Par  suite,  les  équations  en  S  sont  iden- 
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tiques  ;  pour  les  deux  surfaces  on  a 

S3  —  (Sa^2)  S2  -f  S  (aA  —  b^f  S  —  32  =  o. 

Nota.  —  Les  mêmes  questions  ont    été  résolues  par  MM.  Griffon,  à  Mont- 
pellier ;  Thérel,  à  Versailles. 


QUESTION  355 

Solution  par  M  Quiquet,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de. 
l'équation 

x6  +  Px5  +  Qx4  +  Rx3  +  Sx2  -f  ïx  +  U  =  o         (1) 
pour  que  la  somme  de  trois  des  racines  soit  égale  à  la  somme 
des  trois  autres. 

Formons  les  deux  équations  du   troisième    degré  qui  ad- 
mettent, pour  racines,  la  première    trois  racines  de  (1),  la 
seconde  les  trois  autres,  et  écrivons-les  sous  la  forme  : 
x3  -f-  Iz?  -\-  nix  -f-  n  =■  o 
x3  -{-  ^c2  +  lxX  ~h  v  —  °- 
On  a  donc  identiquement  : 

x6  -f  Px5  -f  Qx'  -f  Rx3  +  Sx2  +  Tx-  +  U 
=  (x3  -f  lx%  -f-  mx  -f  n){x3  -f-  lx%  -f  <j.x  -f  v) 
d'oti  les  relations 

P  =  l  -f-  A 

Q  =  IX  -f  m  -f  [* 
R  =  /a  -f-  ml   f-  ??  -f-  v 
S  =  h  -f-  wX  -|-  m\x 
T  =  mv  -f-  n<j. 
U  =  nv. 
Pour  que  la  somme  de  trois  des  racines  de  (1)  soit  égale 
à  la  somme  des  trois  autres,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse 
déterminer  l  et  \,  de  telle  manière  que  l'on  ait  /  =  X. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  s'obtiendra 
donc  en    éliminant  l,m,n,l,\j.,v,  entre  cette  dernière  rela- 
tion et  les  six  précédentes. 
Posons  :  £  =  X  =  L 
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d'où  P  =  2L 

Q  =  L2  4-  m  +  a 

R  =  L(w  -f-  ;jt)  -{-  n  -f-  v 

S  =  L(tt  -}-  v)  -j-  7/lu 

T  =  Mv  -\-  1l[X 

U  =  nv 
et,  eu  introduisant  des  fonctions   connues  des  paramètres 
de  (1),  M,  N,  V,  on  tire  de  là  : 

L  =  -L 

m  -f  \j.  =  Q  —  L'2  =  M 
n  +  y  =  R  —  LM  =  N 

my.  =  S  —  LN  =  V. 
Remarquant  d'ailleurs  l'identité  : 
(mv  -\-  niJ.)[(m  -f-  ;-0(n  -f-  v)  —  (mv  -{-  n;/.)]  =  nv(?w  -|-  y-)2 
-|-  mjx(n  -\-  v)2  —  4jnntxv 
l'élimination  se  fait  immédiatement  et  donne  pour  le  résultat 
demandé      T(MN  —  T)  =  UM2  -f  VNa  —  4UV. 

On  peut  remarquer  que  les  quantités  l,  m,  n,  X,  p,  v,  s'ob- 
tiennent par  des  équations  du  premier  et  du  second  degré, 
en  fonction  des  coefficients  de  (1).  Cette  remarque  peut 
servir  à  abaisser  le  degré  d'une  équation  telle  que  (1),  lors- 
que la  condition  ri-dessus  est  satisfaite. 

NOTE  SUR  LA.  QUESTION  42 


Le  problème  résolu  à  la  page  09  du  numéro  de  mars  IHH3, 
question  42,  doit,  sans  peine,  être  généralisé  de  la  manière 
suivante  : 

D'un  point  fixe  0  comme  centre,  décrivez  une  circonférence 
de  rayon  arbitraire,  et  menez-lui  des  tangentes  par  un  point 
fixe  A  et  par  un  point  tixe  B;  ces  deux  couples  de  tangentes 
se  coupent  en  quatre  points  M;  le  lieu  de  ces  points  M, 
quand  varie  le  rayon  de  la  circonférence,  est  une  courbe 
bien  connue  qui  se  nomme  la  Focale  à  nœud  de  Quélelet; 
M.  Chasles  en  parle  dans  un  de  ses  mémoires  bien  connus; 
cest  aussi  le  lieu  des  points  do  contact  des  tangentes  menées 
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d'un  point  fixe  à  une  série  de  coniques  homofocales,  et  c'est 
aussi  la  podaire  d'un  point  fixe  relativement  aune  parabole. 
Cetle  remarque  nous  semble  utile  pour  nos  lecteurs  qui 
peuvent  s'exercer  sur  le  problème  ainsi  posé,  et  y  trouver 
l'occasion  de  développer  leur  sagacité  algébrique  ou  géo- 
métrique. E.  V. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


56.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  par 
le  point  de  rebroussement  d'une  cardioïde,  et  tangente  à  la 
courbe  en  un  autre  point.  Par  le  second  point  d'intersection 
de  deux  des  cercles  précédents,  on  mène  une  droite  quelcon- 
que qui  rencontre  les  deux  cercles  en  A  et  Ar.  Démontrer 
que  les  tangentes  aux  cercles  en  A  et  Ar  se  coupent  sur  la 
cardioïde.  (J.  Kœhler.) 

57.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des 
courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  pour  asymptotes  trois 
droites  données,  et  l'enveloppe  des  tangentes  de  rebrousse- 
ment. (J.  Kœhler.) 

58.  —  On  donne  la  courbe  dont  l'équation  est 

y'*  —  œ*  -f-  2ax2y  =  o. 
1°  On  propose  d'abord  de  construire  cette  courbe  C;  2°  soit 
M  un  point  quelconque  de  G;  on  joint  OM,  et  on  trace  une 
droite  A  symétrique  de  OM  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  des  axes;  cette  droite  A  rencontre  la  perpendiculaire 
élevée  au  point  M  à  la  droite  OM  en  un  point  I.  Démontrer 
que  le  lieu  géométrique  de  ce  point  I  est  une  hyperbole 
équilalère;  3°  sur  01,  on  prend  01'  =  MI.  Démontrer  que  le 
lieu  du  point  I'  est  un  cercle.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES   CHEMINS    DE    FER.   —    IMPRIMERIE    C1IAIX 
RUE  BERGÈRE,  20,    PARIS.  —  725.1-3. 
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DEMONSTRATION  DU  THEOREME  DE  D'ALEMBERT 
d'après  m.  walecki 

Par  M.  Ci.  «le  liOiigcliaiiips. 


1.  —  M.  Walecki  a  communiquée  l'Académie  des  sciences, 
dans  la  séance  du  19  mars  dernier,  une  démonstration  du 
théorème  de  d'Alembert.  Celle  démonstration  nous  paraît  à 
l'abri  de  toute  objection  et  nous  nous  proposons  de  la  déve- 
lopper dans  celle  noie.  Celle  rédaction  est  faite  d'après  le 
résumé  très  écourté  ([ni  a  élé  publié  dans  les  comptes  rendus; 
la  démonstration  détaillée  sera  donnée  sans  doute,  ultérieu- 
rement, par  l'auteur.  Il  est  possible  qu'elle  s'écarte  un  peu 
de  celle  que  nous  allons  exposer;  mais  nous  pensons  être 
agréable  à  nos  lecteurs  en  publiant  dès  aujourd'hui  une 
démonstration  qui  touche  à  un  poiid  si  important  de  la  théorie 
des  équations  et  qui,  jusqu'ici,  n'avait  été  élucidé,  du  moins 
élémentairement,  que  par  des  raisonnements  qui  laissaient 
prise  aux  objections. 

2.  —  Principe.  —  Pour  démontrer  qu'une  équation  du 
degré  p,  "  coefficients  imaginaires,  admet  une  racine  y.  -f-  {A,  il 
suffit  de  reconnaître  qu'une  équation  du  degré  2p,  à  coefficients 
réels,  admet  une  racine  de  celle  forme. 

Soit  /'(./•)  =  o  l'équation  proposée.  Par  un  groupement 
convenable  on  peut  toujours   l'écrire  sous  la  l'orme 

U  +  Vz  =  o,  (l) 

U  ei  V  désignant  deux  polynômes  entiers  à  coefficients  réels, 
donl  l'un  au  moins  es)  du  degré  p. 
Considérons  maintenant  l'équation 

Q«  -f  V*  =  o,  (2) 

laquelle  esl  du  degré  ip  el  à  coefficients  réels. 
On  a.  identiquement, 

Q»  -j-  V*  =  (U  +  Vi)  (U  —  Vt). 

Si    y.  -j-  \Jji  esl   une    racine  de  l'équation   [Û),  de  deux    choses 

l'une  :  ou  v.  -\-  P*>  substitué  a  as,  rond  nul  le  premier  factour 

JOUUNW.  DE   M  Mil.  BPÉC.  1NKU.  ;, 
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U  -f-  Vt,  et  alors  la  proposition  est  établie  ;  ou,  au  contraire, 
y.  -f-  fii  est  racine  de  l'équation  U  —  Yi  =  o.  Dans  ce  cas. 
et  —  pi  est  racine  de  l'équation  (1).  Ainsi,  dans  tous  les  cas, 
U  -j-  V*  =  o  admet  une  racine,  si  l'équation  U2  -f-  V2  =  o. 
en  admet  une. 

3.  —  Lemme.  — ■  Lorsque  dans  une  équation  f(x)  =  o,  du 
degré  2p,  on  remplace  x  par  y  -f-  z.  si  Von  pose  identiquement. 

f(y  +  z)  =  f^z»)  +  zf2(z2), 
le    résultant   des    deux  formes    fj(z2)    et    f2(z2)    est   du  degré 
p(2p  -  i),  en  y. 

Soit  m  =  2p,  le  degré  de  l'équation  proposée  ;  on  a 

-■1  -IH 

/*(*a)  =  m + -fr  nu)  +  •  ■  •  +  ir r  iy) 


et       f^)  =  f(y)  -f  ^r  rw  +-...+  (m_  2)!  /'"-'(//); 

on  remarque  que  les  équations  /j^2)  =  o  et  f2(z*)  =  o  sont, 
par  rapport  à  la  lettre  ;2.  de  degrés  respectifs  p  et  (p  —  i  ). 
Le  résultant  R  (//),  est,  par  une  formule  connue, 

/'"(</)  fm(y) 


R<»/)  = 


/'(y) 


2! 


w! 


f(</) 


o 


/// 


.%) 


/'(y)  • 

o    f(y) 


2! 

(m —  1)'. 


f'n-Hy) 

m  —  1 


m! 

o 
.    o 


/'(!/) 


f,(l-i(y) 


(m  —  1  )  ! 

Les  éléments  de  ce  déterminant  sonl  des  polynômes  entiers 
en  y.  et  le  tenue  du  degré  le  plus  élevé  de  IMy)  s'obtiendra 
en  prenant,  dans  chacun  d'eux,  le  terme  *  1 1 1  i  est  du  plus  haut 


degré. 


J  "UU.SAL    DE   MATIIÉMATIQLKS   SP&UUKS 


y      CV"~2    ,  •   . 

o        ym  <  iy"^ 
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POSOH^ 


'>(!))  = 


o    C«t/ 

Je  dis  que  0(//)   ne  t'enferme  qu'un  terme  en  y  et   que  ce 
terme  est  du  degré  p(2p  —  i). 
Gonsidérous  en  effet  les  deux  équations 

■■'/  +  "- -Ha -«■-  =  r  +  ^^  .  +(5r  =  o 

(.7  +  0wt  —  (y  —  0'"  =c?„//w-1+^».!/"t-:,/!'+. .  .-f-cry'-^o 

2t 

Si  on  élimine  t,  le  résultant  de  ce*  deux  équations  est  pré- 
cisément <)(ij).  Ces  équations  étant  d'ailleurs  homogènes  en  '/ 
el  /,  rxy)  est,  certainement,  une  expression  ne  renfermant 
qu'un  terme  en  y.  D'autre  part,  le  terme  diagonal  de  0(w)  est 

ou  m''//»-» +/\ 

ou  encore  ?n'yi^-". 

Ainsi  0(y)  est  du  degré  />(2p  —  i),  et  l'un  peut  poser 
Oi//)  =  Hyrt*»-o, 

Il  reste  maintenant  à  vérifier  que  H  est  un  nombre  djffi 
uni   de  zéro. 

Un  n,  ru  effet  0(i)  =  H 

el  si  I'qu avait  H  =  o,  1rs  deux  équations 

(*.+ »)■  +  («—  > 


=  o. 


</+  i;"'— (/—  . 


luraienl  un  diviseur  commun  qui  appartiendrai!  à  i<'-f-  0nl 
ci  (t' —  n"1,  r«'  qui  est  impossible, 

4.  —  Théorème    de    d'Alembert.     -  Toute  équation 
algébrique  a  une  racine. 
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Nous  distinguons,  dans  la  démonstration  qui  suit,  deux  cas 
suivant  que  le  degré  de  l'équation  proposée  est  pair  ou 
impair. 

Premier  cas.  —  Le  degré  <j.  de  l'équation  proposée 
F(x)  =  o  est  un  nombre  impair. 

Si  les  coefficients  de  F(œ)  sont  réels,  le  théorème  qui  nous 
occupe  est  évident.  Supposons  donc  qu'ils  soient  imaginaires 
et  soit  F(œ)  =  U  +  Vt. 

Posons  f(x)  =  U«  +  V». 

En  conservani  la  notation  du  paragraphe  précédent  on  a 

m  =  a(*2)  +  ^(^)- 

Les  polynômes  /\(V)  et  fjz-)  ne  peuvent  pas  être,  en  même 
temps,  identiquement  nuls.  Si  l'un  d'eux  est  identiquement 
nul,  ce  sera  f2(;2),  puisque  le  premier  tenue  de  f^z2)  est 
AqZ2^;  Ao/S1  désignant   le  premier  terme  de  f(x). 

Supposons  d'abord  que  f,(z2)  soit  identiquement  nul. 
L'équation  fi{z~)  =  o  est  du  degré  a  en  X,  après  avoir  posé 
z-  =  X.  Comme  \j.  est  impair,  l'équation  /i(X)  =  o  admet  au 
moins  une  racine  ;  le  polynôme  /i(X)  est  divisible  par  un  fac- 
teur du  premier  degré  en  X;  par  suite,  f(x)  admet  un  divi- 
seur  du  second  degré  en  x. 

Admettons  maintenant  que  f'Jz2)  ue  soit  pas  identiquement 
nul.  L'équation  B.(y)  =  o  est.  comme  nous  l'avons  remarqué 
plus  haut,  du  degré  piip  —  i)  ;  ce  nombre  est  impair  et  l'on 
peut  dire  que  cette  équation  a  une  racine.  Les  polynômes 
t\  et  f,  ont  donc  un  diviseur  commun  et  f(x)  est  certainement 
décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  U,.  Vt. 

Si  l'un  de  ces  facteurs  est  de  degré  impair,  il  admet  un 
diviseur  réel  du  premier  degré  ;  par  suite  /'(.r)  a  une  racine 
réelle. 

Si.  au  contraire  \Jt  et  Vt  sont,  l'un  et  l'autre,  de  degrés  pairs: 
soienl  iq  et  iq  leurs  degrés,  je  dis  que  l'un  des  nombres,  q 
ou  q.  esl  impair. 

On  a  en  effel  2p  =  iq  +  iq 

ou  V  =  ?  +  (i 

et  comme  p   esl    impair,   q  et  q   sont  des  nombres  de  parités 
différentes.  L'un  d'eux,  en  particulier,  est  un  nombre  impair  : 
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supposons  que  ce  soit  q.  En  raisonnant  sur  l  ,  comme  nous 
l'avons  l'ait  sur  f(x)  ou  fera  voir,  de  même,  que  Uj  (par  con- 
séquent f(x))  admet  un  diviseur  réel  du  premier  ou  <lu  second 
degré,  ou,  s'il  n'en  es1  pas  ainsi,  que  U4  admet  du  moins  un  divi- 
seur Ua  qui  esi  réel  «'t  d'un  degré  2?'.  r  étant  un  nombre 
impair. 

Ce  dernier  cas,  celui  où  le  diviseur  n'est  ni  du  premier  ni 
du  second  degré,  ne  peul  d'ailleurs  se  présenter  indéfinimenl 
les  degrés  des  polynômes  Ul5  U2.  ...  allant  en  décroissant. 

Il  y  a  donc  en  résumé,  un  diviseur  de  la  forme  (x  —  a  —  $i) 
au  polynôme  U  -j-  Xi.  lorsque  celui-ci  esi  d'un  degré  impair. 

«  Deuxième  cas  (*).  —  Le  degré  y.,  de  l'équation  f(x)=  o. 
est  un  nombre  pair. 

>  Considérons  maintenant  une  équation  à  coefficients  réels 
ou  imaginaires  dont  le  degré  ;;.  soit  égal  à  2'p,  p  étant  un 
nombre  impair. 

»  Pour  abréger  je  dirai  que  le  nombre  m  est  de  parité  i, 
et  je  vais  démontrer  que,  si  le  théorème  est  établi  pour  toutes 
le-  (''([initions  dont  le  degré  est  de  parité  intérieure  à  /.  il  est 
encore  vrai  pour  une  équation  de  parité  t;  il  sera,  par  suite. 
établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  es!  vrai  pour  la 
parité  zéro. 

9  Soit  f(x)  le  premier  membre  de  l'équation  ;  posons 
x  =  y  +  z  el  f(x)  =  <p(3»)  +  z)(z>) 

»  Le  résultai  de  tpel  de  -l  esi  du  degré =  2'~lp 

(2'/)  —  1)  par  rapport  à  y  ;  il  est  donc  de  la  parité  (i  —  1)  et. 

par  suite,    .-'annule  par  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  ./. 

En  remarquant  que  ep  est  de  parité  (/' —  1).  on  prouvera, 
comme  plus  haut,  que  f(x)  admet  un  diviseur  du  premier 
ou  du  second  degré  a  coefficients  réels  ou  imaginaires,  ou  un 
diviseur  Ut,  de  parité  1,  mais  de  degré  inférieur  à  celui  de /(x)  ; 
on  prouvera  égalemenl  que  l  ,  admet  un  diviseur  du  premier 
ou  du  §econd  degré,  ou  un  diviseui  ('.,  de  parité  i  et  d'un 
degré  inférieur  a  celui  de  l  ,.  Mu  continuant   ces  opération  . 

(1)  Cette  dernière  partie  >•  1  extraite  textuellement  des  Comptes  rendus   lue. 

ril 
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il  est  clair,  puisque  le  dernier  eai  ne  peu!  ge  présenter  indé- 
finiment, que  l'on  déterminera  un  diviseur  de  /uddu  premier 
ou  du  second  degré,  et,  comme  Ton  suit  qu'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  imaginaires  est  décomposable  en 
facteurs  du  premier  degré,  la  proposition  énoncée  est  entiè- 
rement démontrée.  » 

Memauque —  Cette  démonstration  repose,  comme  on  a  pu 
le  remarquer  : 

I"  Sur  le  déterminant  de  Sylverlor.  qui  donne  la  condition 
nécessaire  pour  que  deux  polynômes  admettent  un  diviseur 
commun  ; 

2°  Sur  la  réciproque  de  colle  proposition.  On  saitquo  celte 
proposition  peut  s'établir  sans  admettre  la  décomposition  des 
polynômes  en  facteurs.  Sans  celte  observation,  la  démon 
tralioii  précédente  ne  serait  pas  admissible. 


RESOLUTION  ALGEBRIQUE 

DES  éQUATlONS   DU   TROISIÈME  DEGRÉ 

Piir  M.  Ci.  dp  ï^onsfliaraps. 


1.  —  Nous  nous  proposons  d'exposer  dans  cette  note  une 
mélliode  de  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
qui  nous  parait  offrir,  sur  les  méthodes  connues,  certains 
avantages. 

L'idée  qui  nous  sert  de  point  de  dépari  est  naturelle  et 
nous  dirons  d'abord  en  quoi  elle  consiste.  Soit  (1)  f(x)  =  o 
l'équation  proposée.  Supposons  qu'elle  soit  du  degré  m  et 
qu'on  puisse  l'écrire  identiquement  sous  la  forme 

P"1  Q—  '"  =  o,  (S) 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  x.  du  premier  ou 
du  second  degré,  tout  au  plus.  La  résolution  algébrique  de 
l'équation    (I)    se    trouve    ramenée    à    celle    de    l'équation 

p 
binôme  r-'" —  i  =  o.  en  posant  s  =— -. 

Cette  idée,  en  définitive,  est  celle  qui  a  servi  à  résoudre 
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les  équations  du  second  degré,  quand  on  a  écrit  l'identité 

*-+!»  +  *=(*■+  f)    -  (f-J  -(')  • 

C'est  aussi  celle  qui  préside  à  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré  quand  on  expose  la  méthode  classique 
de  Ferrari.  N'est-il  pas  naturel  de  l'appliquer  au  cas  du 
troisième  degré  ?  De  cette  façon  la  résolution  algébrique 
des  équations,  dans  le  cas  où  elle  est  possible,  se  trouverait 
découler  d'un  seul  et  même  principe. 

La  méthode  dont  nous  parlons  conduit,  chose  remarquable. 
à  une  résolvante  du  second  degré.  Le  calcul  qu'elle  exige 
est  un  peu  plus  compliqué  que  celui  que  nécessite  la 
méthode  de  Hudde;  mais  la  discussion  des  valeurs  trouvées 
se  tait  plus  simplement  par  cette  méthode  qui,  somme  toute, 
nous  parait  préférable. 

2.  —  Soit  xs  -f  px  +  q  =  o  (3) 

l'équation   proposée.    Nous    allons    chercher    à    l'identifier 
avec  l'équation 

(ce  -f  $œ)'  —  (x*  +  31x'  +  yK2X  _|_  X8)  _  0> 
laquelle  peut  s'écrire 

œ8(p«  —  i)  -f  3  (J*a  —  ).)  x*  -f  3  (4fjS  —   V-)x 

-f  xJ  —  X«  =  o.  (4) 

Pour  identifier  (3)  et  (4),   il   faut  supposer  p  différent  de 
L'unité,  ei  poser 

[r-,  =  À  (g) 

|-(ps—  t)j=a«p  —  X»  (0) 

9(p8  —  i)  =  a3  —  a».  (7) 

Onjpeut   considérer   ces    équations    comme    formant    un 
me  de  trois  équations  b  trois    inconnues  :  p  et  q  sont 
les  nombres  donnés;  a,  (3  et  À  sont  les  iuconnues. 

De  (o)  tirons  x;  cette  valeur,  Substituée  dcius  (Ui  et   dans 
(7),  donne  d'abord 

-^.p»  =  X«  (8) 

-  ?Pa=W  +  ":  (9) 
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puis,  en  éliminant  rf,  entre  les  deux  relations. 

3a2p  —  (jq\  —  p2  =  o.  (À) 

C'est  la  résolvante;  on  remarquera  qu'elle  est  du  second 
degré.  Les  équations  (0)  et  (8)  donnent 

x*p=—l.  (10) 

On  a  donc,  par  combinaison  de  (5)  et  de  (10), 

p|3-f3aA  =  o;  (B) 

et  enfin  x3  =  ^— .  (C) 

9* 

3.  — Ainsi  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve 
réalisée  par  celle:  1°  d'une  équation  du  second  degré  (A.); 
2°  d'une  équation  du  premier  degré  (B);  3°  d'une  équation 
binôme  du  troisième  degré  (G\ 

En  désignant  par  y  l'une  des  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité,  les  racines  xi,xi,xz  sont  données  par  les  formules 
a  -j-  $3Ct  =  xx  -f-  A, 
a  -j-  §x%  =  j(x2  +  X), 
y.  +  px3=j*{xs  +  X). 
Remplaçons  y\  par  £2a,  on  trouve    facilement  en  tenant 
compte  de  l'hypothèse  j3  =  i . 

a51  =  a(p+i),  (11) 

»•  =  */■*(&/■  +  0.  (12)(D) 

*.  =  «/(&/  +  0-  (13) 

4.  —  Discussion.  —  Soit  X'  l'une  des  racines  de  la 
résolvante  (A);  à  cette  racine,  et  d'après  la  formule  (G),  cor- 
respondent pour  a  trois  valeurs  qu'on  peut  représenter  par 
a,  a/,  a/2.  D'ailleurs  la  relation  (B)  prouve  que  si  l'on  change 
a  en  a/,  ou  en  a/'-,  $  prend  les  valeurs  correspondantes  pj  ou 
[y2.  Par  suite,  les  formules  (D)  ne  peuvent  donner  que  trois 
valeurs  pour  x.  Mais  la  résolvante  admet  doux  racines/ ..À" 
et  la  discussion  qui  va  suivre  a  pour  but  de  montrer  que 
la  deuxième  racine  X*   donne  les  mêmes  valeurs  pour  x. 

Pour  établir  ce  point,  remarquons  d'abord  que  l'on  a 

3 
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D'autre  part,  à  la   racine  a    correspond  un  nombre  x'  déter- 
miné par  la  relation 

.'■=-£., 

QA 

et  coin  un'  x3  =  — r, 

9X 

V         I 

on  a  x'y.  ■'■  - 


81       il 

V 

3 
On  a  donc  successivement 

x<x  =—~-,  *<*  = -7  et  xa   = l-j-. 

La  formule  (.1 1)  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  (  10), 

X    =y.—-L 

3  y. 

Celle    formule     ne     change     pas     quand    on     remplace 

P  PÏ 

t.  par f—  ;  si  nous  remplaçons  maintenant  x  par  —    ——. 

3  v.  3  x 

on  obtient 

v    _         P.I  P       3« 

'-"   IT  +  T'tf" 

ou  X1= &- 

I  5<l 

ou  encore,  en  remarquant  que  /•  =  i. 

3oya 

M;iis  on  a  ./•,  =  x/"-  -f-  «pj4 

pi 

OU,   d'après  (lOl,  ./:.,  =  '//'-  —  -— . 

S  y. 

<  )n  voit  donc  que  \ ,  =  xt. 

On  reconnaît  de  même  qu'eu  remplaçant  *  par  —  —     la 

3  a 

formule  (  1 1 1  donne  la  valeur  de  ./•.,. 

Le  même  raisonnement  appliqué  aux  deux  autres  formules 
(12)  e|  (13)  du  groupe  (D),  prouve  que  l'on  retrouve  toujours 
les  seuls  aombres  X{,  •'•,,  ./•.,,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  solution 

que  ces  trois  iiicines    p    ur  l'équation  proposée. 

JÛUHNAL   1)1.    MU  H.    M'I.C.    \HKl  ,", . 
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5.  —  Ces  trois  racines  sont  données  par  la  formule 


x 


-v^+/(f)+(fy 


+ 


"V-i+Yw+G 


dans  laquelle  on  donne  successivement  à  ô  les  valeurs  i, 
jetj*. 

En  eifet,  la  résolvante  A,  écrite  sous  la  forme 


P*-jy  +9?  —  — 3/>  =  0! 


i  —  99  rfc  \/Siq2  -f-  12/y1 

donne  y  =  ■        -  ~3  • 

Nous  avons  montré  tout  à  l'heure  qu'on  pouvait  prendre 
indifféremment,  dans  cette  formule,  le  signe  -f-  ou  le 
signe  — :  nous  ferons  donc  choix  du  signe -f- et  nous  aurons 

alors   pour  —   une  valeur  bien  déterminée  correspondant  à 
La  formule  (C)  donne 

x,=  v/-f+^(i),+(f)' 

f)  ayant  successivement,  dans  cette  expression,  les  valeurs 
i,  j,  j2.  L'inconnue  x  étant  donnée   par  l'équation 

x  =  a - — , 

5  y. 

on  a  donc  eniin 


x 


=>s/-i+Hï)'+(i 


+ 


^-■^(vy+tt-y 


3V 
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C'est  la  formule  à  laquelle  conduit  la  méthode  de  Hudde 
et  c'est,  à  l'apparence  près,  la  formule  de  Cardan. 


QUESTION  kk 

Solution  par  M.  Lu. lé,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Gre- 
noble [classe  de  M.  Bernard i. 


On  considère  des  coniques  inscrites  dans  un  carré  dont  les  dia- 
gonales sont  prises  comme  axes  de  coordonnées  :  d'un  point  V 
dont  les  coordonnées  sont  -j..ry.  on  abaisse  des  normales  à  ces 
coniques.  Lieu  des  pieds.  —  En  désignant  par  2a  la  longueur 
(tu, w  diagonale  du  carré  propos ,\  on  fera  voir  que  ce  lieu  est 
unequartique  ayant  un  point  double  en  P,  et  que  l'équation  de 
cette  courbe  est 

(px  -f-  xy  —  2x\ )  (y.\  -f  py  —  x2  —  y-)  =  a2  (a  —  x)  (p  —  y). 
OU  encore  : 
(x2  -f  y2  -  a2)  (a  -  x)  <>  -  y)  -f  xy  [(«  -  x)2  +  (p  -  y)»]  =  0, 

—  Discuter  cette  courbe.  —  Séparer  sur  le  lieu  les  points  qui 
proviennent  des  ellipses  de  ceux  qui  proviennent  des  hyperboles. 

G.  L. 

Les  diagonales  du  carré  son!  les  axes  communs  au  fais 
eeau  considéré  ;  si  A2  <-\  Bs  sonl  des  paramètres  variables, 
L'équation  générale  scia 

x1  If1 

L'hyperbole  des  pieds  des  normales  est 

(A»  —  Ba)  xij  —  A« xy  +  B*pac  =  o  :  (*) 

m  élan!  la    longueur  d'une  diagonale,  l'équation  d'un  côté 
du  carré  est  :  x  -f-  //  —  a  =.  o. 

Exprimons  que  cette  droite  est  tangente  à  la  conique  (1), 
cl   pour-jcela  exprimons  que  l'équation 
(a  -yY    .y» 


A»  '     B2 

a  une  racine  double  ;  il  1  lenl 

A«  -f-  B2  =  a\  ,3) 

Éliminons  A  et  B,  miire  les  équations(l),  (2)  el  (3);  nous 
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aurons  le  lieu.  —  De  (u2)  et  (3)  on  tir*' 

A,  _      a2*\(P  —  y)      .       B,  _       <#y  («  —  x) 


px  +  a?/  —  2xy  .   px  -\-  «.y  —  2xy 

Portant  ces  valeurs  dans  (lj,  il  vient 
(px+«.y  —  2œy)$y+ax  —  a*-}-^)— a"(a  —  x)(p  — y)=o.(4) 
(a.  (à)  est  un    point  double.  Transportons  l'origine  en  (a.p). 
L'équation  devient  : 

(pas  +  ai/  +  âary)  (py  -f  a.x-  -f-  .r2  -f  ,f)  =  a2xy. 

—  Les  tangentes  en  (a. fi)  sont 

(px  -f  ay)  {py  +  aœ)  —  a2xy  m  o. 
ou  v.^/2  -j-  j:î/  (fî2  -j-  ot2  —  a2)  +  a[ix'-  =  o. 

Elles  uni  pour  coefficients  angulaires  : 

a-  —  p»  —  a2  ±  \/(a[  —  ft*  —  fl2)2  —  4a2S2 
—  ~  2aft 

Elles  seront  réelles  si 

(a-  —  [i2  —  a2)2  —  4a2£z  >  o, 
ou      (a8  —  p  —  a2  -f-  20 f)    (a-  —S2  —  7.2  —  2afi)  >  o. 
ou  (a  —  a  -f-  p)  (a  -J-  a  —  p)  (a  —  (3  —  a)  (a  -f-  £  +  a)  2_ o.  (S) 

Construction  de  la  courbe.  —  Supposons  le  point  double 
réel,  c'est-à-dire  la  condition  (5)  remplie. 

Remarquons  que  les  quatre  facteurs  qui  y  entrent  repré- 
sentent les  quatre  côtés  du  carré.  D'après  cela,  on  voit  que 
le  point  double  ne  pourra  être  réel  que  si  P  est  situé  soit 
dans  l'intérieur  du  carré,  soit  dans  l'un  des  quatre  angles 
opposés  par  le  sommet  :  ce  que  l'on  voit  d'après  les  signes 
des  régions  formées  parles  droites  AB,  BC,  CD,  DA. 

—  Un  pourrait  voir  a  priori  que  si  P  n'était  pas  dans  ces 
régions,  le  point  double  serait  imaginaire. 

—  Quand  le  point  double  est  réel,  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  en  ce  point  sont  de  même  signe  ;  de  plus,  ils 
sont  réciproques. 

—  Supposons  le  point  P  situé  dans  un  angle  opposé  à  un  som- 
met du  carré.  Nous  pouvons  toujours  prendre  a  et  S  ^>  o  ; 
Dans  ce  cas,  a2  —  fi2  —  a2  sera  négatif,  par  suite  les  deux 
valeurs  de  /  seront  négatives.  —  Construisons  les  courbes 
qui  entrent  en  facteur  dans  l'équation    du    lieu,  et  séparons 
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le  plan  en  régions.  On  voit  immédiatement,  d'après  les  signes, 

que  dans  les  régions  ombrées  il  n'y  a  pas  de  points. 

—  On  voit  aussi,  d'après  L'énoncé,  qu'il  n'y  a  pas  de  points 
du  lieu  outre  doux  côtés  parallèles  du  carré,  extérieurement 

aux  deux  autre-. 

Asymptotes.  —  Les  asymptotes  sonl  parallèles  aux 
axes,  car  l'on  a  pour  L'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  2. 11/  (x-  -f-  y%). 

La  courbe  passe  aux  points  cycliques,  el  admet  les  axes 
pour  directions   asymplotiques    réelles.  —   Los    asymptotes 

K  P 

sont  x  =  — :     u  =  — 

2  2 

(ce  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'hyperbole  équilatère 

(3£C  -f-  y.y  —  2xy  =  o, 

qui  entre  dans  la  séparation  eu  régions). 

S 
L'asymptote  y  =  —  coupe    la   courbe  en  deux  points  :  à 

distance    finie,    évidemment    en  E;  eu  un  autre  point    F,  à 
distance  finie  ou  infinie. 

—  Dans  le  deuxième  cas.  nous  aurons  un  point  d'inflexion 

<i  l'infini.    Si  dans  l'équation  de  la  courbe  on   l'ait  x  =  —, 

o 

il  vient 

av. 


'?  {—  -  >'J  -  —  -  -r  )  =  <r-  o  -  y,  : 

donc  'y  =  o  est  la  condition  nécessaire  du  point  d'inflexion 
ii  L'infini. 

Cette  condition  n'a  pas  Lieu  dan-  la  figure  :  Le  poinl  F  sera 
positif,  ainsi  que  Le  montre  la  séparation  en  légions. 

—  L'autre  asymptote  est  aussi  coupée  en  deux  points. 

La  courbe  passe  aux  quatre  sommets  du  carré,  et  par  les 
projections  de  (a.  p)  sur  les  axes  el  sur  Les  côtés  du  carré: 
car  on  peut  toujours  assujettir  une  conique  à  être  tangente 
à  quatre  droite-,  en  un  point  de  l'une  d'elle-.  D'après  la 
séparation  en  régions,  il  esl  évident  que  La  courbe  osl  tan- 
gente aux  côtés  du  carré. 

Nous  aurons  La  Qgure  1 1 1. 
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III 


46  Supposons  le  point  P  dans  le  carré. 
Dans  ce  cas,  a2  —  (s2  —  ?.2  est  posilif:  les  deux  coefficients 
angulaires  des  tangentes  h    L'origine  sont  positifs,  et  on  a 


l.i  ligure  (4).  On  vérifie  comme  précédemment  La  position  de 
La  courbé  par  rapport  aux  asymptotes. 


11-2 
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3°  Supposons  le  point  P  sur  ÇB.  dans  l'angle  opposé  ;i  B; 
Les  deux  langen tes  au  poinl  double  sonl  confondues  :  on  a 
un  point  de  rebroussement.  La  tangente  double  es!  parallèle 


Fig.  3. 

à  La  bissectrice  de  X'OY',  et  on  a  la  figure  (3).  C  cl  D  sonl 
des  points  d'inflexion. 

Les  tangentes  sonl  DC  H  AB. 
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4°  Si  li1  point  P  est  sur  AB,  entre  A  et  B,  on  à  la  ligure  4). 
On  voit  immédiatement  que  les~droites  AD  et  B(l  sont  deve- 
nues tangentes  d'inflexion  en  A  et  B. 


/  •'<:/•   t. 

—  Si  le  point  double  n'esl  pas  réel,  si  1'  esl  situé  entre 
D  \  el  CB,  oq  aura  la  ligure  (5). 

—  Lorsque  le  point  P  esl  sur  l'un  des  axes,  sur  OX  par 
exemple,  la  courbe  devient 

//  =  o  e|  (v.  —  2£C)(«X  —  •'  -  —  //■)  -}-  u-  I  y.  —  ce)  =  o. 
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courbe  du  troisième  degré,  symétrique  par  rapport  à  OX.  qui 
a  pour  asymptote  x  =  —.Elle  présente  un  point  d'inflexion 


Fig.  5. 
à  l'infini,  car  l'équation  qui  donne  le  point  d'intersection  de- 

y 

deux  asymptotes  es!       a2  —  =  o. 
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1° Lorsque  P  esl  en  dehors  du  carré,  on  a  dt'iix  points  sur 
OX,  qui  sont  donnés  par 

(y.  —  2.r)(y.,r  —  x-)  —  a2  (x  —  a)  =  o  : 


x  =  a    et    x  =  —  +  —  \  ''■'  ~\-  (('  ; 


/''.'/■  6. 

on  ;i  toujours  trois  pointa  sur  OX.  deux  symétriques  pai 
i  apport  aux  asymptotes,  figure  (6). 

8Q  Lorsque  P  esl  Intérieur  mi  carré,  figure  (7). 

3°  Lorsque  a  =  o.  y  =  o.  La  courbe  se  réduit  à  deux 
Iroitei  si  ù  un  cercle  inscrit  dans  le  carréi 
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—  Il  est  très  simple  de  séparer  les  points  du  lieu  qui  pro- 
viennent des  ellipses  de  ceux  provenant  des  hyperboles.  Les 
points  à  l'intérieur  du  carré  appartiennent  seuls  aux  ellipses; 


Fig.  7. 

ceux  à  l'extérieur,  aux  hyperboles:  car  il  ne  peut  y  avoir 
aucune    ellipse  extérieure    au    carré,    et    aucune    hyperbole 
pénétrant  dans  le  carré;  ces  courbes  couperaient  leurs  tan- 
gentes. 
—  On  peut  aussi  le  voir  analytiquement.  Il  suffît  de  cher- 
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cher  les  points  du  lieu  pour  lesquels  le  produit  A2B2  esl 
positif  ou  négatif:  - 

(pas  +  xy  —  2xy)> 
En  construisant  les  droites    x  =  a,  y  =  p,     on  constatera 

le  même  résultat. 


QUESTION  356 

Solution  par  M.  II.  Diipdt,  élève  du  L.\cée  de  Grenoble. 


Etant  donnée  une  conique,  on  considère  les  cercles  qui  sont 
tangents  à  cette  conique,  et  tels  que  les  tangentes  communes  aux 
cercles  et  à  la  conique  soient  parallèles.  Trouver  le  lieu  des 
centres  de  ces  cercles. 

On  sait  que  l'équation  des  tangentes  menées  de  (œ0  yQ)  a 
l'ellipse  est 

x2,   j/^        \   (x\   .    y\\fxx0        yy0 
.  a1  ^  62  J   \  a'  ~*    62  )      \    a*     "*"    b2 

Si  (j?0y0)  s'éloigne  a  l'infini  dans  la  direction  t,  on  a  l'é- 
quation des  tangentes  parallèles 

Or  le  cercle  considéré  est  tangent  à  ces  droites,  suivant 
une  corde  qui  leur  est  perpendiculaire  ;  soit  ty  -f-  x  +  te  =  o 
l'équation  de  ce  diamètre  de  contact. 

Le  cercle  aura  donc  pour  équation 

a»  ~  h'  J  W      6V      \"2       6' 

+  X  (fy  -f  x  +  fo)«  =  o.  (I) 

On  trouve  que  À   = r—    est    une    condition   suffisante 

pour  que  (I)  représente  un  cercle.  Cette  même  équation 
montre  que  le  cercle  et  l'ellipse  admettent  pour  droites 
d'intersection  les  droites 
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x        y  s 

Exprimons     (jue    l'une    d'elles    — -  -j — [--] —  =  o  est 

1  al        b       a~\-b 

tangente  en  un  point  ap$i  de    l'ellipse  ;    et  identifions  son 

ce  u 

<  ijuation  avec  celle  delà  tangente  x  — I-f-y.-^i. 

en  déduit  facilement  les  deux  relations 

a  bl 


i  =  o.  Ou 


œt  =    ,— —      yi 


qui  sont  les  points  de  contact  du  cercle  et  de  l'ellipse.  Or  re- 
marquons que  le  centre  du  cercle  est  sur  la  droite  y  =  tx 
et  sur  la  normale  à   l'ellipse    en  (x^y^,  normale  qui  a  pour 

équation  a  [Xy/  i  -j-£2  —  a]  =  —  (Y\   i  -{-t*  —bl);  éliminant  /. 

on  trouve  pour  lieu  du  centre  X*  -f~  Y2  =  [p,  -f-  b)1.  Ce 
cercle  est  imaginaire  dans  les  cordes  de  l'hyperbole,  et  s'éloi- 
gne à  l'infini  pour  la  parabole. 

—  Si  on  pose  t  =  tgO.  on  voit  que  ocl  =  a  cos  0,  yt  =  b 
sin  0  et  que  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  correspon- 
dant sont  x  =  (a  -f-  b)  cos  6,  y  =  (a  -j-  b)  sin  0,  et  le  rayon 
du  cercle  est  donné  par  la  formule  R-  ==  b2  cos2  0  —  «2  sin2  0. 

Ainsi,  les  éléments  d'un  des  cercles  considérés  sont  ob- 
tenus en  fonction  du  paramètre  angulaire  du  point  de  con- 
tact (xx  y{). 


CORRESPONDANCE 

SUR   LES    SÉRIES    DE   TAYLOR   ET  DE    MACL.YURIX 
Par  M.  .1     Boui'get. 

[Voir  la  page  K2  du  Journal. 


La  formule  du  reste,  donnée  par  M.  Rarpaite,  est  iden- 
tique à  celle  que  j'ai  donnée  moi-même,  ily  a  treize  an  s,  dans 
les  Nouvelles  Annules  de  Mathématiques  (ann.  1870.  p.  587). 
La  démonstration  de  M.  Parpaite  ne  diffère  pas  non  plus  de 
la  mienne. 
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En  nommant  E  (£C)  la  fonction  à  développer  el  9  (ce)  une 
fonction  continue  arbitraire  assujettie  seulement  à  la  condi- 
tion tp  (0)  =  0,  j'ai  trouvé 

lu  Pour  le  reste  de  la  série  do  Alaclaurin: 

m  (x)                  X'"-1  (1  —G)"-1       ,, 
R  =      ,  r   Y  V    • ~      ^ — ! F"(  <).r  I  : 

cp  [(1  —  0)  ce]       1.2.3...  (n—  1)       v 

2"  Pour  le  reste  de  l;i  série  de  Taylor: 

¥'[(i  —6  h]        1  .2.3...  (n  —  r)  r      ;' 

J'ajoutais  que  si  l'on  fait  en  particulier  tp  (ûc)  =  ccp,on 
retombe  sur  le  reste  trouvé  par  Schlomilch  et  par  Roche. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


59.  —  Lieu  des  centres  des  coniques,  de  surface  donnée, 
circonscrites  à  un  triangle.  Examiner  spécialement  le  cas 
des  hyperboles.  Etudier,  dans  ce  cas,  les  branches  inlinies 
et  les  sinuosités  de  la  courbe.  (Amigues.) 

60.  —  On  donne  une  famille  de  coniques  représentée 
par  l'équation 

CC2  (I  +  X)  —  2AX1J  -f-  X2!/*  —  2X  =  o  ; 
par  chaque  point  A,  réel,  du  plan,  passent  deux  coniques 
de  la  famille.  Dans  quelles  régions  doit  être  le  point  A  pour 
que  ces  coniques  aient  une  équation:  1°  à  coefficients  ima- 
ginaires ;  2°  a  coefficients  réels.  Subdiviser  ces  dernières  ré- 
gions en  plusieurs  autres  suivant  que  par  le  point  A  il 
passe  deux  ellipses,  ou  deux  hyperboles,  ou  une  ellipse  et 
une  hyperbole.  —  Lieu  des  centres  des  coniques.  Séparer 
sur  ce  lieu  les  centres  d'ellipses  des  centres  d'hyperboles. 

(Amigues.) 

61.  —  ()n  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  A  A 
BR'.  D'unpoint  G,  pris    sur  l'axe  ()//.  avec  CA  =  CA.'  pour 
rayon,  on  décrit  un  cercle  A.  A  el  A   désignant  les   extré- 
mités du  grand  axe. 
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1.  —  Soit  M.  un  point  mobile  sur  A  ;  par  ce  point  M  on 
mené  à  l'ellipse  des  tangentes.  La  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  rencontre  A  en  deux  points  P  et  Q,  et  les  tan- 
gentes en  P  et  Q  à  A  se  rencontrent  en  un  point  I,  dont  ou 
demande  le  lieu  géométrique  quand  M  parcourt  la  circon- 
férence. 

L2.  —  Ce  lieu  est  une  conique  U,  dont  on  demande  de  dé- 
terminer le  genre  d'après  la  position  de  C  sur  Oy. 

3. — Construire  cette  conique  en  supposant  a2  —  3b'2,  et 
en  admettant  que  C  coïncide  avec  B. 

4.  —  La  tangente  en  A  au  cercle  rencontre  U  en  deux 
points  P'  et  Q'.  Trouver  le  lieu  de  P'  et  celui  de  Q' quand  C 
décrit  Oy. 

o,  —  De  l'origine  on  abaisse  une  perpendiculaire  OP"  sur 
CP',  et  une  autre  OQ  '  sur  CQ'.  Trouver  le  lieu  de  P"  et  celui 
de  Q".  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE    CENTRALE    DES    CHEMINS    DE    FEIi.  —   IS1PF.IMER1E  Cil  WX. 
III  E  BERGÈRE,  '20,    PARIS.  —  9164-2. 
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THEORIE  DE  L'INVOLUTION  DU  SECOND  DELIRE 


Nous  avons  donné,  dans  ce  journal,  à  un  înomenl  oii  il  ne 
traitait  que  des  questions  de  mathématiques  élémentaires, 
un  premier  article  sur  l'Involutiou  ;  depuis  cette  époque, 
le  journal  s'est  transformé,  et  nous  nous  proposons  de 
reprendre  la  question,  et  de  l'étudier  sans  nous  préoccuper 
de  la  distinction,  ici  factice,  entre  les  mathématiques  élé- 
mentaires et  les  mathématiques  spéciales;  l'exposition  de 
la  théorie  ne  sera  pas  moins  simple  ;  mais  les  applications 
seront  plus  nombreuses. plus  variées,  et  par  suite  plus  utiles 
à  tous  nos  lecteurs. 

Soit  ax%  -\-  2^x  ~h  c  =  °  l'équation  qui  détermine  sur 
une  droite  fixe,  à  partir  d'une  origine  fixe  0,  les  abscisses 
a  et  p.  réelles  ou  imaginaires,  finies  ou  infinies,  égales  ou 
inégales,  d'un  couple  de  points  A  et  B  ; 

Soit  ensuite  a'x*  -f-  2b'x-\-c'  =  o  l'équation  qui  détermine 
sur  la  même  droite,  à  partir  de  la  même  origine,  les  ab- 
scisses a   et  B',  d'un  autre  couple  de  points  A'  et  B' ; 

L'équation 

(À)  ax1  -f-  2bx  -\-  c  -\-  \  (a'x2  -f-  2^x  -f  c')  =  o, 
représente  sur  la  même  droite  uu  couple,  P  et  Q,  variable 
avec  X;  et  nous  nous  proposons  d'étudier  les  propriétés  de 
ce  couple  mobile,  dont  nous  désignerons  les  abscisses  par 
u  et  y;  nous  avons  les  relations; 

a  -f-  mi 

c  -f-  Xc 

a  -f-  /a 

uu  bien 

I  n(  u  +  v)  -f  26  -f-  À  [a'  (u  -f-  y)  -f  26']  =  0 
(  a .  uv  —  c  -f-  À  [a  .  uv  —  c]  =  o: 

d'où  nous  concluons,  en  éliminant  À.  la  relation 
a  (u  -f-  y)  +  2b.  a\u  -f-  y)  -f  26' 
a  .  uu  —  c,  a' .  uv    —  c' 
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ou  bien 

2(ab'  —  ba')uv-\-  (ac   —  ca')(u  -f-  v)  -)-  2(bc  —  cb')  =  o; 
clone  il  existe  entre  les    abscisses  des  deux  extrémités  P   et  Q 
du  segment,  mobile  avec  1,  une  relation  de  la  forme 

[u,v]--  2g  .  uv  -j-  h(u  -f-  v)  -f-  2k  =  o. 
c'est-à-dire  une  relation  qui  esta  la  fois  homographique  et  symé- 
trique. 

Remarque.  —  La  relation  précédente  n'est  pas  en  général 
une  identité,  et  ne  pourrait  le  devenir  accidentellement  que 
si  l'on  avait  les  relations  particulières 

ab'  —  ba'  =  o,  bc'  —  cb'  =  o.  ac'  —  ca'  =  o, 
c'est-à-dire  que  si  les   deux  couples  primitifs,  A  et  B,    A' 
et  B',  coïncidaient  complètement  l'un  avec  l'autre. 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  réciproquement  que  si  un 
couple  variable  (P,  Q)  se  déplace  sur  une  droite  d'après  une 
relation  donnée 

2G.«u-f-H(«-f-v)  +  K  =  o,  (1) 

on  peut  reproduire  tous  les  couples  mobiles  à  l'aide  d'une 
seule  équation  du  second  degré  qui  contienne  un  paramètre 
variable  et  qui  soit  de  la  forme  (X). 

En  effet  uv  et   u  -f-  v  étant   liés   par   une    seule    relation 

linéaire  (1),  nous  pouvons    nous  donner  à  volonté  l'une  de 

ces  deux  quantités;  posons  par  exemple 

r  4-  lr     ,  . 
uv=        l      ,   (*). 

Nous  en  concluons  sans  peine 

2(f/  +  Àr/') 


u  -j-  V 


P  +  V 


G.r  -\~  K.p      ,        Gr'  -f-  Kp' 
ou  q  = g ,  q  = g ; 

donc  u  et  v  sont  les  racines  de  l'équation 

px%  -f-  iqx  — i —  /*  — ] —  X  (p'.r2  -f-  u{x  -j-  r)  =  o; 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

,,     >'  +  ^r 
(*)  On  sait  que  1  expression  rationnelle  ■ r-,  [arcourl,  dans  un  seul  sens 

P  +  }* 
de  variation,  toute  l'échelle  des  grandeurs  tant  positives  que  négatives,  quand 
de  —  oo  à  +  °°  • 
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Remarque. —  La  démonstration  précédente  semble  d'abord 
en  défaut  par  les  valeurs  de  q  et  de  q,  quand  H  est  nul; 
mais  il  suffit,  pour  combler  cette  lacune  apparente,  de  re- 
marquer que  si  H  est  nul,  ce  n'est  pas  uv  qui  doit  être 
pris  à  volonté,  mais  u  -f-  r,  et  alors  la  démonstration  se 
continue  de  la  même  manière;  cette  observation  est  d'au- 
tant plus  importante  que  le  cas  particulier  ainsi  signalé 
peut,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  être  regardé  comme 
étant  le  cas  général. 

Cela  posé,  nous  adoptons  la  définition  suivante: 

Quand  un  segment  (P,  Q),  mobile  sur  une  droite  fixe,  se  déplace 
par  la  condition  que  les  abscisses  de  ses  extrémités  soient  les 
racines  de  l'équation 

(X)  ax2  -f  2bx  4-  c  -f  *  (a'x2  -f-  2b  x  -f  c')  =  o, 
les  positions  successives  de  ce  segment  forment  ce  que  l'on  nomme 
une  involution  du  second  ordre  sur  la  droite  fixe. 

Il  en  résulte  que  les  abscisses,  u  et  v,  du  segment  mobile 
sont  liées  par  la  relation 

2#  .  uv  -\-  h  (u  -j-  v)  -f-  2&  =  o 
ou  :  g  =  ab'  —  ba'. 

h  =  ac  —  ca  , 

k  =  bc  —  cb'. 
Nous  avons  donc  deux  définitions  algébriques  différentes 
de  forme  pour  caractériser  uue  seule  et  même  involution  : 
et  nous  sommes,  dès  ce  moment,  autorisés  à  user  tantôt  de 
l'une,  tantôt  de  l'autre,  soit  pour  reconnaître  la  nalure  invo- 
lutivc  d'un  segment  mobile  sur  une  droite,  soit  pour  étudier 
les  propiiétés  d'une  involution  donnée. 

Théorème.  —  Une  involution  est  déterminée  et  unique, 
quand  on  connaît  deux  segments  en  grandeur  et  en  position. 

En  effet  pour  déterminer  une  involution,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  connaisse  les  valeurs  proportionnelles  des  coeffi- 
cients y.  fî,  k]  or  en  posant 

uivl  =  \\  Mj  +  r,  =  St 

t/,f,  ==  P,  u,  -f-  «,  =  S, 

P,,  P.,.  S1;  S,,  sont  les  données;  on  a  donc 
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2g  .  uv  -f-  h{u  -f-  v)  -f-  2k  =  o, 
29  .  Pt  — |—  /»  .  St  — |—  2k  =  o. 

20  .  P.2  +A  .  S,+  2À-  =  o; 
éliminant  <jr,  /i,  À'  entre  ces  trois  équations  homogènes,  on 
aura  la  relation  d'involution,  qui  est  donc 
uv       u  -f-  r       1 
Pi  S,  [     =  o, 

P,  S,  1 

ou  bien 

(S,  -  St)uv  -  (P,  -  P,)  .  («  +  r)  +  P,  .  S,  -  P2  .  S,  =  o. 
et  il  en  résulte  que  tous  les  couples  de  l'involution  seront 
produits  par  l'équation 

x2  —  S,  .  x  +  P4  +  X(œ*  —  S2œ  -f  P2)  =  o, 
ce  qui  résulterait  d'ailleurs  immédiatement  de  la  première 
définition  de  l'involution. 

La  relation 

(S,  _  S>»  -  (P,  -  P2)  .  (u  -f  v)  -f  PtS2  _  P2  .  Sl  -f  o 
met  en  évidence  un  fait  important  :  le  coefficient  St  —  S., 
ne  peut  être  nul  que  par  exception  ;  pour  cela  il  suffit  que 
les  deux  segments  donnés  aient  le  même  milieu,  c'est-à-dire 
soient  déterminés  sur  la  droite  par  deux  circonférences 
ayant  leurs  centres  sur  une  même  perpendiculaire  à  la 
droite  fixe,  et  alors  tous  les  segments  auront  le  même  mi- 
lieu, puisque  ia  relation  deviendra 
u  -j-  v  =  St. 

Mais  n'oublions  pas  que  cette  involulion  composée,  sans 
exception,  d'une  suite  de  segments,  réels  ou  imaginaires,  ou 
nuls,  qui  ont  fous  le  même  milieu,  est  une  involulion  en 
quelque  sorte  exceptionnelle. 

La  même  relation  va  mettre  en  évidence  une  propriété 
commune  à   toutes  les   involutions. 

Supposons  que  sans  changer  les  deux  segments,  réels  ou 
imaginaires,  qui  déterminent  l'involution,  on  fasse  mouvoir 
sur  la  droite  fixe  le  point  0  qui  sert  d'origine  commune  à 
toutes  les  abscisses;  si  cette  origine  avance  d'une  quanlité 
indéterminée  z.  les  sommes  données  deviendront 

m,  —  z  -f-  i'i  —  -  =  Sx  —  2  = 
et  »2  —  %  -|-  v.,  —  z  ==  S2  —  23 
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et  les  produits  donnés  deviendront 
l'un  :  (tt4  —  s)  (Uj  —  z)  =  P,  —  5   .  St  -f  s2  : 

l'autre  :        (ut  —  z)  (v2  —  s)  =  P2  —  s  .  S,  -f-  a'  ; 
donc  si  l'on  détermine  z  par  la  condition 

P4  -  z  .  S4  -f  *»  =  Pa  -  a  .  S,  +  *», 
on  trouvera 

,  =  Pi  -  P«  . 

donc  :  pour  toute  involution,  il  existe,  sur  la  droite  fixe,  un 
point,  et  un  seul,  qui  pris  comme  origine  réduit  la  relation  fonda- 
mentale à  la  forme  simple 

ux  =  constante. 
Ce  point  qui  ne  se  transporterait  à  l'infini  que  pour  l'invo- 
lution  exceptionnelle  dont,  tous  les  segments  ont  le  même 
milieu,  se  nomme  le  centre  de  V involution  ;   la  valeur  de  z  qui 
précède  détermine  exactement  la  position  de  ce  centre. 

Théorème.  —  Dans  toute  involution  il  y  a  deux  segments 
qui  ont  chacun  une  longueur  nulle. 

En  effet,  en  supposant  que  l'involution  soit  définie  par  la 
relation 

2g. uv  -f-  h[u  -j-  y)  -f  2/.:  =  o, 
un  segment  deviendra  "nul  quand  on  aura 

u  =  v  ; 
donc  l'équation  du  problème  est 

2g  .  o2  -j-  2h  .   5  -f-  2k  =  0,  (8) 

Celte  équation  du  second  degré  aura  généralement  deux 
racines  distinctes,  réelles  ou  imaginaires  ;  chacune  de  ces 
racines  sera  une  valeur  de  u  telle  que  v  =  u;  le  théorème 
est  donc  démontré. 

Remarque  I.  —  Si  h  =  o,  c'est-à-dire,  si  on  a  eu  le  soin 
de  mettre  l'origine  au  centre  de  l'involution,  les  deux  racines 
de  l'équation  (0)  seront  égales  et  de  signes  contraires  ;  donc  : 
les  deux  points  gui  forment  chacun  un  segment  nul,  et  qu'on 
nomme  les  points  doubles  de  l'involution,  sont  symétriques  l'un 
de  l'autre  relativement  au  centre  de  l'involution. 

I'iKmarque  11.  —  Pour  déterminer  les  points  doubles,  on 
pourrait  aussi  se  servir  de  l'équation  (à)  et  exprimer  qu'elle 
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a  ses  deux  racines  égales,  ce  qui  donne  la  condition 

(a  -f  ld)(c  +  le')  —  (b  +  X6')2  =  ° 
ou  bien 

(de  —  b'2)\2  -f-  (ac  -f  ca'  —  2bb')l  -\-  ac  —  b2  =  o. 

Remarque  III.  —  La  réalité  des  deux  points  doubles  d'une 
involution  est  caractérisée  par  l'une  quelconque  des  iné- 
galités : 

4(a6'  — ba!)  (bc  —  cb')  —  (ac'  —  ca')2  <C  o 
ou  4(ac—  b2)  (de  —  b'2)  —  (ac'  -f-  ca'  —  266')*  <  o. 

L'imaginarité  des  deux  points  doubles  est  caractérisée  par 
une  quelconque  des  inégalités  contraires. 

On  reconnaîtra  sans  peine,  et  par  un  calcul  simple,  que 
l'une  quelconque  des  inégalités  exprimant  la  réalité  des  deux 
points  doubles  peut  s'écrire 

R  =  ■—  a2d2   (a  —  a') (a  —  §')  .    ([i  —  a)   ((3  —  p')  <  o. 

Remarque  IV.  —  Il  résulte  de  cette  dernière  transformation 
que  les  deux  points  doubles  d'une  involution  sont  généra- 
lement distincts  l'un  de  l'autre,  et  ne  peuvent  se  réunir  en 
ifti  seul  que  si  les  deux  segments  AB,  A'B',  qui  déterminent 
l'involution,  ont  une  extrémité  commune. 

(A  suivre.) 


QUESTION    359 

Solution  par  M.  P.  Petit,  élève  au  lycée  de  Grenoble. 


Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  polynômes 
ax7  -f-  bx8  +  c, 
ex7  -f  bx4  -f-  a, 
aient  un  facteur  commun  du  deuxième  degré. 

Soit  f  (x)  le  premier  polynôme.  Je  remarque  que  le  second 
polynôme  est  la  transformée  en  —  de  /*  (x).  Si  ces  deux  po- 
lynômes ont  un  facteur  commun  du  deuxième  degré,  il  faudra 
que  f  (x)  =  o,  f  (—  )  =  o  aient  deux  racines  communes.  Or 
ces  racines  ne  peuvent  être  que+  1.  Il  faudra  donc  que  l'équa- 
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tion/'(.r)  =  o  admette  les   deux  racines  +  i,  c'est-à-dire 
a-  -j-  b  -{-  c  =  o 
—  (a  +  6)  -f  c  =  o 

c'est-à-dire  enfin:  c  =  o 

a  -j-  6  ==  o. 


QUESTION  386 

Solution,  par  M.  Charles  Jullien.  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


Trouver  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  distribuer  p 
objets  distincts  entre  q  personnes,  de  telle  sorte  que  chacune 
d'elles  ait  un  objet  au  moins. 

Désignons  par  NjJ  le  nombre  cherché.  Proposons-nous 
d'abord  de  trouver  le  nombre  N?.  Chacune  des  personnes 
devant  avoir  un  objet  au  moins,  le  nombre  de  manières  de 
distribuer  p  objets  entre  q  personnes  est  évidemment  égal 
au  nombre  de  permutations  de  q  lettres  ou  à  P7. 

Cherchons  maintenant  une  relation  entre  le  nombre  N? ,     , 

7  +  n— 1 

et  le  nombre  N*+  ,,. 

Supposons  les  iq-\-n —  i)  premiers  objets  distribués  d'une 
des  N^,,^  manières  possibles,  il  faut  donner  de  plus  un 
objet  à  l'une  quelconque  des  personnes  ;  il  y  a  q  manières 
de  le  faire  ;  donc  on  a  en  tout  r/N^+„_,  manières  de  distri- 
buer les  (q  -j-  ri)  objets.  Appliquant  le  raisonnement  ordi- 
naire, on  montrerait  que  toutes  ces  manières  sont  distinctes, 
et  que  toutes  les  manières  possibles  ont  été  employées. 

On  a  alors  la  relation 

7V  -,-.  =  N|+n. 

Faisant  n  égal  successivement  à  i,  2,...,  n,  on  a 
N?+l  =?N;j  =  qPq 

-  =  ?N|+1 


Faisant  le  produit  membre  à   membre  de  ces  égalités,  il 
vient  N|+n  =  9»Pg. 
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Faisons  dans  cette  formule  n  =  p  —  q.  nous  aurons 
c'est-à-dire  la  formule  cherchée. 


QUESTION  388 

Solution  par  M.  Paul  Boulogne,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée 
Saint  Louiî  Icours  de  M.  Edouard  Lucas). 


Les  axes  d'une  ellipse  sont  dirigés  suivant  deux  droites  rec- 
tangulaires données  ox  et  oy.  Soit  M  le  point  de  cette  ellipse 
où  le  cercle  oscillateur  a  la  même  surface  que  l'ellipse.  Soit  u  le 
centre  de  ce  cercle  :  1°  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  oscilla- 
teur au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  la  demi-différence  des  axes: 
2°  si  la  somme  des  axes  de  l'ellipse  reste  constante,  le  lieu  de  M 
est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longeur  constante  qui  glisse  sur 
les  deux  droites  ox,  oy;  et  le  lieu  de  <j.  est  la  rosace  à  quatre 
branches,  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  l'ellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur 
les  bissectrices  des  angles  des  axes.  (E,  Lemoine). 

Soit  £l+|Ç_I=0  (1) 

l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  ; 

(»_«)■  + (y  — p)«—a6  =  o  (2) 

celle  d'un  cercle  de  même  surface  que  l'ellipse.  Pour  écrire 
que  les  deux  courbes  sont  osculatrices,  écrivons  que  l'équa- 
tion en  X 

À8  -f  X2  [a2  -f  62  —  (a2  -j-  p  —  ab)\ 
+  X  [a2ô2  —  (a2  +&2)0-2  +  P8  —  ab)  +  by  -f-  a2a2]  -f  a*bs  =  o 
a  une  racine  triple   et   remarquons  que  cette  racine  triple 
sera  —  ab  : 

[a2  -f-  62  —  (a2  -f-  fi2  —  ab)]5  =  27  a868 
[a2  -f  62  —  (a2  -f  p  ab) 
|a262  —  (a1  +  62)(a2  +  rf  —  ab)  -f-  b2p2  -f  aV]  =  9  o»68. 
La  première  équation  nous  donne 

a2  -f  (f  =  (a  -  b)\  (3) 
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qui  exprime  que  la  distance  du  centre  du  cercle  osculateur 
de  même  surface  que  l'ellipse  au  centre  de  l'ellipse  est 
a  —  b.  En  se  servant  de  la  première  équation  pour  modifier  la 
seconde,  on  ramène  celle-ci  à  la  forme  simple 

a(s2  —  b?}  —  o .  (4) 

Les  équations  (3)  et  (4),  où  x  et  (3  sont  considérés  comme 
variables,  représentent  un  cercle  et  deux  droites  dont  les 
points  d'intersection  sont  les  centres.  Le  point  M  est  donné 
par  l'intersection  des  deux  droites  dont  l'équation  quadra- 
trique  est 

X2  l ■ )  -f  if  ( J  —  20CSC  —  2py  +  a2  -j-  62  =  o, 

qui  est  donnée  en   remplaçant  X  par  —  ab  dans  l'équation 

générale  des  coniques   passant  par   l'intersection  de    (1)  et 

de  (2),  ou  en  dérivant 

x(a—b)  • 

=  *»  (a) 


a 
y  {b  —  a) 


—  =  *■ 


(6) 


+ 

y* 

b* 

—  i 

=  o, 

a 

b* 

=  b  . 

X' 

"ô5 

Pour  avoir  le  lieu  de  M,  quand  la  somme  des  axes  reste 
constante,  il  faut  éliminer  a;  p,  a  et  b  entre  (3),  (4),  (S). 
(6)  et  a  -f  6  =  /. 

L'élimination  de  p  cl  de  y.  se  fait  immédiatement,  et  on  a 

(") 
(8) 

'tirant  —  de  (  i)  cl  portant  dans  (H)  on  trouve 

irK  =  /./■-. 

De  même  68  ==  lya. 

Le  lieu  de  M  est  donc 

_L  _L  _L 

*8)3  +(!/") 3  =  (/')% 
épicycloïCte  ;i  quatre  rebroussements  cl  symétrique  par  rap- 
porl  ii  L'origine,  C'est  L'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 
/  glissant  sur  ox  et  oy. 

J'IUHNAI.   Iil     MATH.    sl'KC.    ISS3. 


130  JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

Pour  avoir  le  lieu  de  p,  il  suffit  d'éliminer  a  et  b  entre 
(3),  (4)  et  a  +  b  =  l 

Tirant  a  et  b  de  (4)  et  de  cette  dernière  et  portant  dans 
(3),  on  obtient 

(œ2  -f  y'2)3  =  /2  (a;2  —  y1)2. 

C'est  la  rosace  à  quatre  branches  dont  parle  l'énoncé. 

En  effet,  si  on  élimine  0  et  ^  entre 

y  y/ 2  +  Q   _  l+J_,  (9) 

■£\Ji  —  6         F  —  e 
équation  d'une  droite  glissant  sur  les  bissectrices  des  axes, 

perpendiculaire  abaissée  de  l'origine,  et  02  -f-  p2  =  na,  qui  ex- 
prime que  la  longueur  de  la  droite  est  constante,  on  trouve 
pour  lieu  du  pied  de  (10)  sur  (9) 

c2 
(œ2  -f  i/2)3  =  —  (ac*  —  î/2)2, 
4 
et  la  droite  de  longueur  constante  dont  parle  l'énoncé  pour 
le  lieu  de  p  est  double  de  la  somme  des  axes. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dujtuy,  de  Grenoble; 
Baron,  à  Paris. 


QUESTION  396 


Étant  donnée  une  conique  autour  d'un  point  fixe  P  de  son  plan, 
on  fait  tourner  une  sécante  PDD'  et  on  joint  un  foyer  F  aux 
points  D  et  D'  où  cette  droite  rencontre  la  courbe.  Démontrer 

PFD  PFD' 

que  Ion  a    tg X  tg =  const. 

2  2 

Ce  problème  se  traite  facilement  au  moyen  des  coordonnées 
trilatères. 

Je  prends  pour  triangle  de  référence  le  triangle  rectangle 
ayant  pour  sommet  de  l'angle  droit  le  foyer  F,  pour  hypoté- 
nuse la  directrice  AB  et  comme  un  des  côtés  de  l'angle  droit 
la  droite  FP. 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  131 

L'équation  de  la  conique  donnée  est  alors 
X2  -f  Y2  =  e2Z2, 
e  étant  l'excentricité. 

L'équation  de  toute  sécante  dont  les  paramètres  angulaires 
des  points  d'intersection  avec  la  conique  sont  ot  et  cp2  est 

X  cos  IL±&  +  Y  sin   ?*  +  ?2  =  eZ  cos    9l  ~  ?2  . 

*>  o  2 

.l'exprime  que  cette  sécante  passe  par  le  point  fixe  P  dont 
Les  coordonnées  sont  X0,  0,  Z„: 

X0  cos   9l  +  '■-  =  eZ0  cos  ?1  ~  v'- 


COS-1^— ! — - 


ou  bien =  K 

o,  —  92 

COS  — — 

2 

?i            ?a  ?i      •      ?2 

cos-5—  cos- sin  -1—  sm  — 

2  o  2  2 

ou  encore - —  =  K. 

cos-1-  cos  - Y-  sm  —  sm  -=— 

2  2  2  2 

Je  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 

cos  —  X  cos  — 

2  2 


j    _j_  to-    il  la-  li 


D'où  ig  11  ig  11—  v  , 

S     2     s    2  I   4-  K 

Or  9,  et  cpj.sont  les  angles  PFD,  PFD'.  Donc  l'on  a  bien 

PFD              PFD' 
to-  x  to- =  constant. 
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QUESTION   3 

Solution  par  AI.  Kœhi.er. 


Mener  par  un  point  donné  une  droite  telle  que  le  segment 
intercepté  par  une  parabole  donnée  soit  maximum  ou  minimum. 
Le  problème  admet  trois  solutions.  Trouver  le  lieu  des  points 
du  plan  pour  lesquels  deux  des  solutions  se  confondent  :  ce 
lieu,  du  quatrième  degré,  partage  le  plan  en  deux  régions:  dis- 
cuter le  problème  lorsque  le  point  donné  est  dans  l'une  ou  Vautre 
de  ces  régions. 

Soient  y2  =  <\px  l'équation  de  la  parabole,  (a,  [3)  les  coor- 


données d'un  point  de  son  plan,  m  le    coefficient    angulaire 
d'une  corde  menée  par  ce  point. 

Les  ordonnées  de  l'extrémité  de  la   corde   sont  racines  de 
l'équation  mij"1  —  q.py  -f-  4P  ((s  —  ma.)  =  o. 
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Le  carré  de  la  longueur  de  la  corde  est 

C2  =  -ï-^-  (p  —  m&  +  m2a)(i  +  m2), 
m 

On  a  donc  à  rendre  maximum  ou  minimum  la   fonction 
f(m)  = — r  (p  —  mp  +  ro*<x)(  i  +  m2), 
ce  qui  donne 

/"  (m)  =  -\  (Pma  —  2W2(p  +  a)  +  3p«i  —  4p)  =  o. 

Pour  un  point  donné  (a,  (3),  on  a  trois  valeurs  de  m;  si  l'on 
cherche   la    condition    pour  que  f'(m)  =  o  ait   deux  racines 
égales,  on  trouve 
qy\x  —  5p)2  4-  [9y*  —  4(05  -f  p)2][9«/a  —  ^4P(X  +  P)]  =  ° 
ou  27*/' —  gy2(x2  4-  14P?  -f-  p2)  4~  32^(x  4-  P)3  =:F(a;,ï/)  =  o 
après  avoir  remplacé  oc,{3  par  x,y. 

Cette  courbe  partage  le  plan  en  deux  régions,  celle  pour 
laquelle  on  a  une  seule  corde  réelle  satisfaisant  à  la  condition 
f'(m)  =  o,  et  celle  pour  laquelle  on  en  a  trois. 

La  première  région  est  caractérisée  par  Y(x,y)  >  o.  la 
seconde  par  F(x,y)  <  o. 

Étude  de  la  courbe.  —  Pour  y  =  o.  x  =  —  p,  on  a  un  point 
de  rebroussement  avec  l'axe  des  x  pour  tangente. 

Pour  x  =  5p,  y  =  +  4P  5  les  deux  points  ainsi  obtenus 
sont  encore    des  points    de   rebroussement;    les    tangentes 

sont      y  —  4p  =  — (x — 5p),    y  -\-  \p  =  —  • — (x — 5pi. 
Il  y  a  deux  asymptotes  réelles 

'  s/l    +       g 

et  t/  =  -  JL  _  Sj£!  . 

y  3  9 

En  résolvant  par  rapport  à  //2.  on  trouve 

5-4-yy-  =  g(x2  -f  i4.r  4-  p2) 

+   \^2y(?>xi  — 44P-J"'1  4"  2iop2x2  —  3oop'\r  —  i25p4)  . 

La  racine  du  polynôme  903*  —  1  5zpxl  4"  •  •  •  es^ 

73 

f  '  -  —  2  2px  -f  4r-  p1  (avec  un  reste). 
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D'après  cela  les  courbes 

73 
•  54.Î/2  =  9(cc2  -f-  \4x-\-p2)  +  3 (3a.'2  —  22px  -j-  Ar-p*) 

sont  des  coniques  asymptotes.  Celle  qui  répond  au  signe  -f- 
est  une  hyperbole  ayant  les  mêmes  asymptotes  que  la  courbe 
du  quatrième  degré;  celle  qui  répond  au  signe  —  est  une 
parabole  zjy2  =  32p(3x  —  p). 

Elle  est  asymptote  aux  deux  branches  paraboliques  les  plus 
rapprochées  de  la  partie  positive  de  l'axe  des  x;  cette  para- 
bole est  tracée  en  pointillé  sur  la  figure. 

Il  faut  examiner  maintenant  ce  qui  arrive  quand  le  point 
(aS)  se  trouve  sur  la  courbe  du  quatrième  degré,  ou  dans 
les  deux  régions  du  plan  qu'elle  sépare. 

En  appelant  cp  (m)  le  numérateur  de  f  (m),  on  a  pour  la 

.  »  •   »  1     <„ ,    v         m-j'(m) —  5o(m)         ..       ^x  , 

dérivée  seconde  /   (m)  =  — — — — ,  et  il  suint  de  con- 

m6 

sulter  la  valeur  de        e    ,  puisque   cp  (m)  est   nul    pour    les 
m5 

valeurs  de  m  que  l'on  a  à  considérer.  On  peut  aussi  supposer 

S  positif  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Premier  Cas. —  Les  trois  racines  de  o  (m)  ==  o  sont  réelles 
et  de  plus  a  -f-  p  est  positif. 

La  règle  de  Descartes  montre  que  l'équation 

ep  (ni)  —  [2m3  —  2m2  (a  -f-  p)  -f-  3mS  —  4^  =  o 
a  ses  trois  racines  positives. 

D'après  le  théorème  de  Rolle,  o  (m)  est  négatif  pour  la 
racine  intermédiaire,  positif  pour  les  deux  autres;  il  en  est 
de  même  pour  f"  (m).  Il  y  a  donc  un  cercle  maximum  et  deux 
minimums.  Les  points  correspondants  sont  évidemment 
situés  dans  les  espaces  angulaires  cmd,  c'm'd'. 

Deuxième  Cas. —  Les  trois  racines  de  z>(m)  =0  sont  réelles 
et  a  -j-  p  est  négatif. 

On  a  une  racine  positive  et  deux  négatives.  Pour  la  plus 
petite  racine  négative,  cp'(m)  >>  o,  m5  <  o,  f"  (m)  <<  o,  et  il  y 
a  maximum.  Pour  la  plus  grande  racine  négative  ?'  (m)  <o, 
m5  <  o,  f"  (m)  >  0,  et  il  y  a  minimum.  Enfin  pour  la  racine 
positive  cp'  (m)  >  o.  m6  >>  o,  /"  m  >  o;  on  a  encore  un  mi- 
nimum. 
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Les  points  correspondants  sont  situés  dans  l'espace  angu- 
laire bob' .  Ce  cas  ne  se  distingue  du  précédent  que  par 
l'ordre  dans  lequel  se  présentent  les  cercles  maximum  et 
minimum. 

Troisième  Cas.  —  Une  seule  racine  de  9  (m)  =  o  est  réelle. 

Cette  racine  est  positive,  le  dernier  terme  de  <&  (m)  étant 
négatif;  o' (m)  est  positif  pour  cette  racine;  f" (m)  l'est  aussi 
et  par  suite  on  a  un  minimum.  Les  points  correspondants 
sont  en  dehors  des  espaces  angulaires  bab',  cmd,  c'm'd'. 

Quatrième  Cas.  —  op  (m)  =  o  a  une  racine  double. 

A  cette  racine  ne  correspond  ni  un  maximum,  ni  un  mi- 
nimum; on  a  un  minimum  pour  la  racine  simple. 

Les  points  correspondants  sont  ceux  de  la  courbe  du  qua- 
trième degré. 


QUESTION  46 

Solution  par  If.  Genin,  élève  du  Lycée  Louis-le-Grand. 


Démontrer    que    l'équation  xm  -f-  pxm_1  -|-  p  — 


x' 

1.2 


-f-   Ax"1   !...i    L  =  0,  dans  laquelle])  est  un  nombre  positif 
quelconque,  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

(G.  L.) 
Soit  p  positif.  On  a  l'identité 

[p  "V"                         p          ,    mim —  1)    p- 
x  +  -i-  I  =  x'"   4-  m  —  ce"1-1  — '  -i—  xm~2  4-  m(x) 
1    ;nj                         m                 1.2         m2  r  ,y 


ou 


[p  T'                         .        (m  —  1)  p1 
x  4-  •£-  \=  xm  +  pxm-1  4-  - '-!—  xm-1  4-  m(x) 
m  J                                        1 .2.m  1    t  \  / 

<p  (x)  étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m  —  3. 

L'équation  proposée  peut  donc  s'écrire 

r*  +  JLT+  \rJp+A  _  ÏH^UtL  1 ,..,-, _ , (,, 

L  -  m  J        l        1.2  1 .2.  m     ] 

4-  A.T"-a...  L  =  o 
ou,  en  réduisant 


136  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

(x  +  2-  )  -\ J? — (m  +  p)  xw~-  +  W  (œ)  =  o 

m  )      ,  i .  3 .  .m- 

V  (as)  étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m  —  3. 

Posons  y  =  x  -4--±-,  l'équation  devient 
m 

y»  ^ 1 (m  _j_  p)  ^ P_Y~2  _|_  iF  (y  _  Jî.  \  =  0  . 

i  .  2 .  m  i    r/  \»  m  y  i         \j  m  y 

^M  0/ —  )  est  un  polynôme  entier  en  y  de  degré  m  —  3. 

par  suite  les  termes  de  degré  supérieur  à  m  —  3  sont 

'/    +  — —  (m  +  p)  y'"-1. 
1  1.2.1»  ■ 

Ces  termes  sont  évidemment  de  même  signe,   puisqu'on  a 

supposé  ja  positif,  de  plus  ils  présentent  une  lacune  ;  donc  il 

y  a  au  moins  deux  racines  imaginaires  dans  l'équation  en  y 

et  par  suite  dans  l'équation  en  x. 


QUESTION  54 

Solution  par  M.  Levavasseur, élève  au  Lycée  Charlemagne. 


On  suppose  que  l'équation  U=  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Démontrer  que  les  équations 
ft  =  U  4-  (x  —  a)  U'  =  o 

f,  =  U  -f-  3  (x  —  a)  U'  -f  (x  —  a)2  U"  =  o 

fs  =  U  -j-  7  (x  —  a)U'  +  6  (x  —  a)2  U"  +  (x  —  a)3  U'"  =  o 
ont  aussi,  quelque  soit  a,  leurs  racines  réelles  (a  est  réel,  bien 
entendu,  U',  U",  U'"...  sont  les  dérivées  successives  de  U).  Donner 
l'expression  générale  de  f„  =  o  et  montrer  que,  en  posant 
fn  =  an,,U  +  an,.(x  —  a)  U  -fa  n>2  (x  —  a)2  U"  -f  ... 
on  a 

2n  I  3n   2  .  2n  I 

*n,0  —   !  •  *n,l  — ;    «n,2 


I  1.2 

4"   —    3 .3"    +    3.2"  —    I 

5 —„ .  etc., 

(.2.3 


(G.L.) 
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Étant  donnée  l'équation  U  =  o  je  considère  toutes  les 
équations  en  nombre  infiDi 

Ut  =  U  -f  {x  —  a)U'  ; 
U2  =  U,  -h  (x  -  «)Ut'  ; 
U8  =  U,  +  {x—  fl)U2';   ...; 
U„  =  U,,.!  -j-  (x  —  o)U„_,  ;  . . .  etc. 
Je  dis  que  toutes  ces  équations  ont  leurs  racines  réelles.  En 
effet,  l'équation  U  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles.  Il  en  est  de 
même  de  l'équation  (x  —  a)U  =  o,  puisque  a  représente  une 
quantité  réelle.  Mais  alors,  d'après  un  corollaire  du  théorème 
de  Rolle,  l'équation  dérivée  doit    avoir  toutes    ses    racines 
réelles.  Donc  l'équation  17!=  o    a  toutes  ses  racines  réelles. 
Par  un  raisonnementidentique,  de  ce  que  l'équation  \Jt  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  on  conclut  que  l'équation  U2  =  o 
a  aussi  toutes   ses    racines    réelles,    et    ainsi  de   suite,  de 
proche  en  proche,  indéfiniment. 

Proposons-nous  maintenant  de  calculer  les  premiers 
membres  de  ces  équations  en  fonction  des  dérivées  succes- 
sives du  polynôme  U. 

D'abord  L\  =  U+(x  —  a)U', 

donc  XJ\  =  2U'  -f-  (x  —  a)U", 

et  (x  —  0)11'!  =  2(03  —  o)U'  +  {x  —  a)*U*; 

alors 

U2  =  ^  -\-  (x  —  a)XJ\  =  U  -f  3(x  —  a)V  -f  (x  —  a)»lT. 
On  trouverait,  en  faisant  un  calcul  analogue, 
D,=U+  y(x  —  a)lV  -f  6(x  —  a)»U"  +  (x  —  a)3U'"  =  o. 
puis 
r.  =  U  +  i5(cc  —  a)U'  +  2  5(x  —  o)sU*  -f  10(05  -  a)«U'" 

-f- (05  —  o)«UW  =  o. 
En  général,  posons 

rM_1  =  U-L.a),(1_1(;r-a)U'  +  a,,1_1(x-û)«U'  +  ... 

+  x,,t_,(.r  -  a)*U  '■■+...+  K_i,-i(aj  —  a)n-JU  Ml  —  0. 

U'„_,  =  (1  -j-  *,.„_,)  U'  +  (-/,,,_,  +  n2l,M)  (x  —  a)U"  -f. . . 

+  (*,,_,,,_,  -f  *«M-i)  («  -  a>*-*U««  +  •  •  • 

+  K„_iffl_i(a;  — a)B-1Uw. 

Donc    (.'•  —  n\[ "„_,  =  (1   -}-  j.,  m)  (oc  —  o)l" 

-}-  (*,,,_,+  2-/,,,1_1)  (03  —  a)«U*  -f  . . . 

H-(^-,.n-1  +  /^.„,l_1)(x-a)',U"+  ...  +  xn-i^ix  —  a)  Ui-\ 
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Donc  enfin 

U„  =  U  +  (i  +  2oc,,n_1)  (x  —  a)[]' 

4  (*i,»-i  -h  3a2>n_1)(x  —  a)2XJ"-{-  . . . 

4  [aft_ljB_i  +  (h  -f  i)ï„,„-i]  (a-  —  a)  U,,,,  +  . . . 

+  an_1,n_1(œ— a)"UW. 

Donc  on   a   les    égalités  suivantes  : 

al  n    =    I     4  2<*l,n-l  ; 

a2.„  =  ai,n-i  +  3a2jft_j  .  .  . 
en  général     xhttt  =  <x.h-i,n-i  4  (h 4  i)  x/,,«--i>  . .  . 
enfin  <x„,„  =  aM_i,^_i- 

De  la  première  de  ces  égalités  je  déduis  le  tableau  suivant: 


"■!,« 


x,,,—.  =  i 


*i,i  =  i  4  2aJj0 
Je  multiplie  la  première  de  ces  égalités  par  20,  la  seconde 
par   21,  la  troisième   par   2%    etc.,   la  dernière  par  2"-1,  et 
j'ajoute.  J'obtiens,  en  remarquant  que  xli0  =  o,  la  relation 
ati„  =  1  +  2  -f  22  4  . . .  -f  2"-1  =  2n  —  1 . 
De  même  a2>„  ==  *!,„_,  -j-  3a2i„_1 

7.2, „_i  =  aiiTO_2  -f-  3a2i„_2 


'J-2,-i  =  «1,1  4  3a2)1 

a2,i  ==  ai,o    1    3oc2  0 

Je  multiplie  la  première  de  ces  égalités  par  3°,  la  seconde 

par  3\   ...   la  dernière  par  3"_1.  et  j'ajoute  en  remarquant 

que  xtfl  =  1    et  que  a1)0  =  o.  J'ai  la  relation  a2i„  =  a,,,,-! 

4"   3*1,(1—2  -j—  i>  *i,n— 3  4    •  •  •    ~t~    3"     *i,o- 

Or  aljU_j  =  2"-1  —  1  ;  a1)W_2  =  2"-2  —  1  ;  elc  . . .  %llQ  =  20—  1 . 

Donc 

a2„(  =  [2"-1  4  3  .  2"-2  +  32  .  2'1-3  -f  . . .  4  3"-2  .  2  -f  3'-1] 

-[1+3  +38+  ...  4  3-*] 

3  "  —  1  3" 2     2  "  4-  1  " 

ou  bien  a2;„  =3"  —  2" = "       — ■ . 

2  1.2 

On  trouverait  absolument  de  la  même  façon 

4n  —  3  .  3"  4-  3  .  2"  —  1" 

«3,n= ô ' 

1,2.3 
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5"  —  4  .  4"  -f-  6  .  3"  —  4  .  2"  -f-  i" 

puis     a,  „  = ,  etc. 

1.2.3.4 

Nous  allons  démontrer  que  celle  loi  est  générale.  A  cet  effet, 

supposons  la  loi  vraie  pour   le    terme    de  rang  h  —  i.   Ce 

terme  s'écrira  donc 


*/i— 1.11 


/<"  — -(Il   —    l)n    +     -^ '-1 il  h    _     \n 

I  1.2 

1    .2   .   3   ...  (h  —T) 


I    .    2    .  .  .    /i 

1  .  2  .  3  . . .  (h  —  1 )  (1) 

On  peut  former  le  tableau  suivant  : 

a,,.„  =  Olfc_i,„_i  -f-  (/l  -)-   l)  ?./,,„_! 
X /,.,.-!  =  aA_i/B_2  -f-  (h  +   i)  0CA)B_2 


-//,.,  =  •//,_,. 1  -f-  (A  4-  1)  aM 

-//,.!  =  Kfc-1,0  "f-    (h  +    i)  Kfc,0 

Je  multiplie  la  première  de  ces  égalités  par  (h  -f-  i)°,  la 
seconde  par  (h  -f-  OS  1<1  troisième  par  (A  -)-  i/\  etc.,  la  der- 
nière par  (h  +  i)"-1  et  j'ajoute.  En  remarquant  que  Xfc,o=  o, 
j'ai  la  relation  suivante: 

*,,.„  =  a/,-,,,,^  -f  (/i  -j-  i)aft-i,h-2  +  (h  -f  1  )2at/t_!  „_3  -4-  . . . 
-f-  {h  4-  i)'-s  a,,_,.,  -f-  (h  —  i)""1  '/,,_,,, 

De  l'équation  (I)  je  déduis  les  valeurs  de  %h-i.n-\,  v.h-iin-.i, 
...,  y-h-i.o  ;  on  a  par  conséquent 

i  .  2  ...  (h  —  i )-/,,,,  =  [//"  +  //"-'(/(  -f  i )  -f  /("-2(/i  4-  i)2 

. . .  4-  h(h  -j-  i)"-1  4-  (h  +  i)"]  -  R~  l  [{h— 0" 

4-(/i_  ,)»-!,-/,  4_  I,4-(/l+  i)-2(A+  .)24-  ... 
4-(/(-  ,,</(  +  i)"-'  4-  (*  +  ■/'] 

+ 

+  (-  0w[ï'+  ■"-'(/'+  0+  i*'-2(A+  02+  ••• 
4-  i(*+  i>— *■+(*+  01 

ou  bien  encore 
i   .  2  .  3  .  .  .  i  h  —   i  )>,,  „  =  - — ■ ■ 
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(h  +    l)"+l  —    (h   —   l)"  +  1  (h—  l)(h  —2) 


3 +-...+(-0    i- u ■ 

ou  bien 

/i   '.     %  x.T  i       ^—  i    ,   (h—  i)(h—2 

1.2.3.../»—  I)0CM  =  (H  +  I  )"  +  1 H ^-r— 

L  I  1.2  [.2.3 


— -+(-rT]-' 


/i"-1        (7i  —  i)    (h  —  i)"- 


+ 


m 3 +  -+(-0fc  — 

ou  enfin 

(ft + ,).t.rJL  _  x*  -  o  +  x*  -  »x*  -  »)  _ ... 

L    I  1.2  1.2.3 

i   .  2  .  3   . . .  h 

_|_  (_  ï )*-*"] _/i"+i  -f  ^~  ^(/t—  i )"+*_,. .-f(—  i)ft i"  +  ^. 

i.2.3   . .  .   h 
Mais  on  sait  que  l'on  a 

,_±+*(*=i)-*(A-.)(*7»)  +  .„+(_,)t_0, 

II.     2  1.2.3 

Donc  le  coefficient  de  (h  -f-  i)"+1  est  égala  i.  et  finalement 


O-h.n  = 


{h  +  ,).«  _  i_  /r+.  +  M*-0  (/)  _  l)n+1 

I  1.2 

i    .   2  .   3  . . .  h 

h(h—  i)(h  —2) 


i 


+  ...  -H-  n"."+l 


1.2.3.../} 

La  loi  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Remarque.  —  Les  différents  coefficients  trouvés  devant 
être  des  nombres  entiers,  on  en  déduit  le  théorème  d'arith- 
métique suivant:  Je  considère  les  nmes  puissances  des  (/i-J-  i) 
premiers  nombres  entiers  rangés  par  ordre  de  grandeur 
décroissante,    si   je   les    multiplie    respectivement    par    les 

h      ,    h(h—  i)  . 

nombres     i, ,  -f-— -,  etc.  ( —  i)7',  coefficients  du 
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binôme  (a  —  o)'\  et  si  j'ajoute  tous  ces  produits,  le  nombre 
ainsi  obtenu  sera  divisible  par  le  produit  des  h  premiers 
nombres. 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Brisse,  ;iu  sujet  de  l'article  que 
nous  avons  fait  paraître  dans  le  précédent  numéro,  une 
réclamation  à  laquelle  nous  nous  empressons  de  faire  droit. 
«  La  méthode  que  vous  exposez,  nous  dit  M.  Brisse,  n'est 
pas  nouvelle.  Je  l'ai  donnée  pour  la  première  fois  à  Sainte- 
Barbe,  lorsque  je  faisais  la  conférence  du  cours  de  Gros,  à 
propos  d'une  question  d'examen,  et  je  crois  bien  qu'elle  a  dû 
être  trouvée  déjà  auparavant.  Je  la  donne  tous  les  ans,  dans 
mon  cours  à  Condorcet,  avec  la  discussion  des  racines.  J'in- 
dique notamment  quelle  modification  il  faut  lui  faire  subir 
lorsque  l'on  a  4»'  -f-  279*  =  o.  car  alors  son  application 
cesse  d'être  exacte.  » 

L'idée  d'appliquer  la  forme  algébrique  Pm  —  Qm,  à  la  résolu- 
tion des  équations  nous  est  venue  seulement  à  l'esprit  au 
mois  de  juillet  de  l'année  dernière  ;  il  résulte  de  la  lettre 
que  nous  a  adressée  notre  collègue  que  la  priorité  de  cette 
méthode  lui  appartient;  à  moins,  comme  il  le  fait  justement 
observer,  qu'elle  ne  revienne  à  un  autre. 

Au  sujet  du  cas  particulier  signalé  par  M.  Brisse,  celui  oii 
l'on  a  4/^  +  27c2  =  o,  nous  dirons  ici  pourquoi  nous  ne 
l'avons  pas  mêlé  à  la  discussion  du  cas  général.  Il  nous 
semble  que  ce  cas  particulier  doit  être  traité  préalablement 
à  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré  :  et  que, 
soit  à  propos  des  racines  égales,  soit  au  moment  ou  l'on 
applique  le  théorème  de  Rolle,  ou  celui  de  Sturm.  on  peut 
montrer  comment  l'équation  se  décompose  en  facteurs  du 
premier  degré  -,  opération  qui  peut  paraître  préférable  à  toute 

autre. 

A  propos  de  celte  décomposition,  voici  une  manière  de 
la  produire  qui  peut  être  donnée  en  élémentaires;  elle  ne 
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repose  sur  aucune  théorie,    mais  sur  la  seule  force  de  la 
relation,  4p3  -\-  2jqi  =  o. 
Écrivons  cette  égalité  sous  la  forme 

</  /  p  \ 

—  =  t 


]>_ 
3 

on  tire  de  ces  relations, 

3  2 

L'équation  proposée  devient  alors 

3  CC  2 

œ        F^"  1»"  ~~  °' 

ou  encore  t3x3  —  3  te  -f-  2  =  o. 

Sous  cette  forme  on  voit  que  le  premier  membre  est  divi- 
sible par  (tx —  1)  et  l'on  trouve,  identiquement, 
l3x3  —  3te  -f-  2  =  (te  —  i)2  (te  -f  2). 

La  décomposition  du  trinôme  x3  -\-  px  -\-  q  se  trouve  ainsi 
effectuée,  dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  p  et  q 
vérifient  l'égalité  4p3  -|-  27c2  =  o.  (G.  L.) 
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L'auteur  s'est  proposé,  dans  ce  traité,  l'élude  raisonnée  de?  phénomènes 
qui  se  présentent  dans  le  tir,  lorsqu'ils  peuvent  donner  lieu  à  d'intéressantes 
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quement, plutôt  que  la  recherche  de  formule;  pratiquement  applicables  à  la 
balistique,  lesquelles  appellent  inévitablement  le  secours  de  l'empirisme. 

L'ouvrage  est  divisé  en  six  livres. 

Le  premier  traite  du  mouvement  des  projectiles  à  l'extérieur  de  la  bouche 
à  feu.  Dans  le  cas  du  vide,  l'auteur  donne  une  série  deproblèmes  intéressants 
dont  les  solutions  géométriques  feraient  l'ornement  d'un  cours  de  physique  en 
mathématiques  élémentaires.  Dans  le  cas  de  l'air,  il  expose  l'état  de  la  ques- 
tion de  la  résistance  et  montre  clairement  que  si  l'on  se  proposait  de  lancer 
un  boulet  au  delà  des  limites  de  l'atmosphère,  on  n'y  parviendrait  pas  avec 
les  pièces  de  grosseur  moyenne,  même  en  portant  la  vitesse  initiale  à  l'infini: 
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conclusion  Lien  laite  pour  «'branler  les  croyances  des  jeunes  lecteurs  de  M.  Verne. 
L'auteur  rattache  aussi  directement  à  la  résistance  de  l'air  l'ingénieuse  expli- 
cation donnée  par  Leibnitz  de  la  baisse  barométrique  par  les  temps  pluvieux. 

Le  deuxième  livre  traite  du  mouvement  des  projectiles  à  L'intérieur  de  la 
bouche  à  l'eu.  L'auteur  examine  d'abord  les  conditions  géométriques  de  ce 
mou vrmcnt.  en  supposant  que  les  gaz  suivent  la  loi  de  Mariotte,  puis  les 
conditions  thermodynamiques.  Il  explique  ainsi,  d'après  M.  de  Saint-Robert, 
les  résultats  inattendus  au  premier  abord  pour  réchauffement  du  canon  dans 
le  cas  du  tir  à  poudre,  à  balle  et  à  charge  non  rendue. 

Le  troisième  livre  traite  des  causes  perturbatrices  inhérentes  à  la  forme 
particulière  et  à  l'état  dynamique  du  projectile  lancé  dans  an  fluide  au  repos. 
L'auteur  y  expose  les  lois  générales  do  la  dérivation  et  l'effet  de  la  ceinture 
de  forcement. 

Le  quatrième  livre  est  relatif  au  pointage  et  au  lir;  il  renferme  la  théorie 
de  la  hausse  et  des  causes  d'irrégularité  du  tir  qui  ont  un  caractère  de  per- 
manence permettant  d'en  tenir  compte.  Toute  cause  permanente  d'écart  du 
projectile  étant  ensuite  mise  de  côté,  l'auteur  expose  aussi  élémentairement 
que  possible  le  calcul  des  probabilités  et  l'applique  à  la  justesse  du  tir. 

Le  cinquième  livre  comprend  la  théorie  du  recul  et  colle  de;  freins  destinés 
a  le  modérer  :  freins  à  lames  e\  freins  hydrauliques. 

Enfin  le  sixième  livre  comprend  de?  questions  diverses,  dont  le  plan  n'était 
pas  nettement  indiqué  dans  les  livres  précédents.   Ce  sont  le  mouvement  des 
li  théorie  dn  loquet  de  console,  des   considérations  sur  le  choix    des 
projectiles,  sur  le  pas  des  rayures  si  sur  celui  de  la  vis-culasse,  etc. 

L'ouvrage  tient,  on  le  voit,  toute-  les  promesses  de  son  titre.  La  lecture  en 
est  attrayante,  et  le  style  amicalemenl  familier  de  l'auteur  vous  fait  croire  à 
une  explication  orale  à  laquelle  on  assisterait.  L'exécution  typographique  est 
soignée  et,  pour  employer  une  expression  un  peu  risquée,  mais  qui  fait  image, 
l'air  circule  dans  les  formules  et  dans  les  figures. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


62.  —  Sur  1rs  centres  des  n-  cases  d'un  damier,  on  place 
n  jetons  de  telle  façon  que  deux  quelconques  d'entre  eux  ne 
soient  pas  situés  sur  une  même  ligne  parallèle  à  l'un  ou 
L'autre  des  bords  du  damier.  Démontrer  que  le  nombre  t„  des 
dispositions  distinctes  esl  égala  1.2  ...  n,  et  que  les  jetons 
sonl  toujours  en  nombre  pair  sur  les  cases  de  couleur  con- 
traire à  celle  du  coio  inférieur  de  gauche. 

—  On  suppose  de  plus  que  les  jetons  he  sont  pas  situés 
sur  les  (niscs  d'une  diagonale.  Démontrer  (pic  si  l'on  désigne 
par  <-•„  1'!  nombre  <\>'<  dispositions  distinctes,  on  a 

hm  +  1  =  n(0„  +(:)„_,) 
©n+1  =  ("  +    I.H.-1- 
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—  Démontrer  que  le  rapport  de  tn  à  ©«  a  pour  limite 
la  base  du  système  des  logarithmes  supérieurs,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

—  En  supposant  de  plus  que]  les  jetons  ne  soient  pas 
situés  sur  les  cases  des  deux  diagonales,  calculer  le  nombre 
~n  des  dispositions  et  la  limite  de  tn  à  r„  lorsque  n  augmente 
indéfiniment. 

—  Démontrer  que  le  nombre  maximum  des  jetons 
que  l'on  peul  placer  sur  les  cases  de  telle  sorte  que  deux 
jetons  ne  soient  pas  situés  sur  une  parallèle  à  l'une  ou  l'au- 
tre des  diagonales  est  2„  —  2,  et  que  le  nombre  des  dispo- 
sitions distinctes  de  ces  in  —  2  jetons  est  2".      (E.  Lucas.) 

63.  —  Construire  une  conique  osculatrice  à  une  conique 
donnée  en  un  point  donné  et  passant  par  deux  points  donnés, 
ou  tangente  à  deux  droites.  (Kœhler.) 

64.  —  Construire  une  parabole  connaissant  le  cercle 
osculateur  en  un  point,  et  la  tangente  commune  qui  ne  passe 
pas  par  le  point  d'osculatiou.  (Kœhler.) 

65.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits 
à  tous  les  triangles  polaires  conjugués  par  rapport  à  une 
parabole.  (Kœhler.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 


IMPRIMERIE  iT.vrHALE   DES  CHEMINS   DE  FER.  —    IMPRIMERIE    CIIAIX 
RIE  BERGÈRE,  20,    PARIS.    —    12016-3 
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THEOREME  DE  D'ALEMBERT 

D'après  M.  Aniigues,  professeur  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Marseille. 


Toute  équation  algébrique  entière  f(x)  =  o,  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires,  admet  au  moins  une  racine  réelle  ou 
imaginaire. 

Soit  a  une  quantité  quelconque.  Si  f{a)  =  o,  le  théorème 
est  démontré.  A  défaut,  le  polynôme  f(x)  donne  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  h 

aa  +  h)  =  f(a)  +  4-/» +~r(i) +-... 

Quelques-unes  des  quantités  f(a),  f'(a)...  peuvent  être 
nulles,  mais  on  arrive  toujours  à  l'une  d'elles  qui  ne  l'est 
pas,  car  sans  cela  on  aurait  pour  toute  valeur  de  h 

fia  +  h)  =  f(a) 
ou  bien  pour  toute  valeur  de  u 

M  =  M 

et  le  polynôme  se  réduirait  à  une  constante. 
On  a  donc 
f(a  -f-  h)  —  A(cos  x  -\-  i  sin  a)  -(-  B(cos  p  -f-  i  sin  $)hp 

-f-  C(cos  y  -f"  *  siu  ï)^+1  +  etc- 
Soit/i  ==  p  (cos  0  -f-  *  siQ  ô),  i  et  9  étant  arbitraires,  puisque 
h  est  quelconque. 

On  peut  écrire,  en  appliquant  en  même  temps  la  formule 
de  Moivre  et  la  règle  de  multiplication  des  imaginaires. 
f(a  -}-  h)  =  A(cos  x  -f-  '  s'n  °0  + 
BpP  [cos(p  -f  //J)  +  i  sin  (p  -f-  pô)]  -j- 

C-J'+i  [cos(y  +  p  +  i0)+  î  sin  (y  +  p  +  16)]  -f-  . . . 
Choisissons  0  de  manière  que  l'on  ait 
&  +  j*  =  «  +  *  < 
On  a  alors 

/•(a  -f  fc)  =  (A  —  Bp>')(cos  %  -f  t  sin  a)  -f 
CpP+1    (cos  yi  -j-  t  siu  y,)  -f-  DpP+i  (cos  8,  -f-  i  sin  8,)-f  •  ■  • 
Imposons  à  p  la  condition  suivante 
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A  —  BpP  >  o 

ou,  puisque  B  n'est  pas  nul, 

Puisque  A  >  o,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  posi- 
tif X  tel  que  toutes  les  valeurs  de  p  moindres  que  X  satis- 
fassent à  cette  inégalité. 

Pour  les  valeurs  moindres  que  X,  la  quantité  (A  —  Bpp) 
est  un  module  et,  comme  le  module  d'une  somme  est  au 
plus  égal  à  la  somme  des  modules  de  ses  parties,  on. a 

mod  f(a  -f  h)  <_(A  —  BpP)  +  Cp"+l  +  Dp>'+2  +  . . . 
ou  bien 

mod  f(a  -f  fc)<  A  —  f  (B  —  Cp  —  Dp2  . , .) 

Soit  s  un  nombre  positif  moindre  que  B. 

On  peut  toujours  trouver  un  nombre  positif  \j.  tel  que 
toutes  les  valeurs  de  p  moindres  que  \j.  satisfassent  à  l'iné- 
galité suivante  : 

(B  -  e)  —  Cp  —  Dp2  —  .    .  >  o 
puisque  le  premier  terme  de  ce  polynôme  en  p  est  (B  —  t) 
et  qu'il  est  positif. 

Cette  inégalité  devient 

B  —  Cp  —  Dp2  —  . .  .  >  i 
et  donne  B  —  Cp  —  Dp9  —  . . .  =  e  -f-  a>,  (2) 

<p  étant  un  nombre  positif. 

En  résumé,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  moindres  que  X 
on  a  l'inégalité  (1),  et  pour  toutes  les  valeurs  de  p  moindres 
que  [j.  on  a  l'égalité  (2).  Par  conséquent,  pour  toutes  les 
valeurs  de  p  qui  sont  moindres  que  X  et  que  [/.,  on  a  en 
combinant  cette  inégalité  et  cette  égalité 

mod  f(a  -f-  h)  <  À  —  ;  ?(i  -f  cp) 
et  par  suite         mod  f(a  -f-  h)  <  A  —  if. 

Parmi  les  valeurs  finies  de  p  qui  sont  moindres  que  X  et 
[j.,  choisissons-en  une.  Alors  h  est  une  quantité  finie  et 
déterminée,  et  zf  est  aussi  un  nombre  fini  et  déterminé  que 
nous  appellerons  s.  On  a  ainsi 

mod  f(a  -f-  h)  <  A  —  s 
ou  mod  f(a  -f-  h)  <  mod  f\a)  —  g. 
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Si  le  premier  membre  est  nul,  l'équation  a  une  racine.  A 
défaut,  on  peut  trouver  une  quantité  finie  ht  et  un  nombre 
fini  tjv  tels  que  l'on  ait 

mod  f(a  -f-  h  -f-  fl|)  <  mod  f(a  -f-  h)  —  st. 
Si  le   premier  membre  est  nul,  l'équation  a   une  racine  ; 
sinon,  on  a  d'une  manière  analogue 

mod  f(a  -\-  h  -\-  ht  -\-  h2)  <  mod  f(a  -f-  h  -j-  1h)  —  sa 
et  ainsi  de  suite,  tant  qu'on  ne  trouvera  pas  de  racine. 

Ajoutant  membre  à  membre,  on  a 
mod  f(a  -f-  h  -f  ht  ...  -f-  hn)  <  mod  f(a)  —  (a  -j-  ffl  ...  -f  ffn). 
Si  l'équation  n'avait  pas  de  racine,  cette  inégalité  serait 
vraie  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  n.  Or  une  pareille 
conclusion  est  absurde.  Car  les  quantités  a  n'étant  pas  infi- 
niment petites,  on  peut  trouver  des  valeurs  finies  de  n  pour 
lesquelles  le  second  membre  est  négatif. 
Il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait 

mod  f(a)  <  ff  -f-  ffl  -f  <r8  ...  -f-  Gn 
ou  en  appelant  t  le  plus  petit  des  g 

mod  f[a)  <  (n  -f-  i)t 

mod /"(a) 
n  -f-  i  !> î-^--. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1883 

Solution  de  M.  Be&tagne,  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


t)'un  point  P  pris  sur  une  normale  en  un  point  A  d'un  para- 
boloide  elliptique,  on  peut  mener  à  la  surface  quatre  autres 
normales  ayant  pour  pieds  B,  G,  1)  e*  E;  /°  on  demande  de  trouver 
l'équation  de  la  sphère  S  passant  par  les  quatre  points  B*  C>  D  et  E; 
2°  de  trouver  le  lieu  des  centres  I  de  ta  sphère  8  quand  le  point 
P  se  déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi  que  la  surface 
engendrée  par  la  droite  PI. 

i°  Équation  de  la  sphère-,  —  Soit^  en  coordonnées  rectangu- 
liiircs,  L équation  du  paràboloïde  —  -f-  —  =  -■'  • 
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Soient  x0,  y0,  z0  les  coordonnées  du  point  A;  les  équations 
de  la  normale  en  ce  point  sont 

X  —  x0    __    p(Y  —  y0)  y(Z  —  g„)    _ 

—  I  t/0  -"o 

u  étant  la  valeur  particulière  de  p  qui  définit  le  point  P,  les 
coordonnées  de  ce  point  sont 

..      y»(p  +  u) go(y+tt) 

x  =  cc0  —  u,  y  —  • ,  z  = . 

P  q 

Il  en  résulte  donc  que  les  coordonnées  x,  y,  z  de  l'un  quel- 
conque des  points  B,  C,  D  et  E  doivent  satisfaire  aux  deux 
équations  suivantes  : 

x0  —  u  —  x  y0(p  +  u)  —  py  _  z0(q  -f  u)  —  qz 

—  i  y  z 

oU  bien  aux  deux  équations 

z(x0  —  x)  =  (z  —  z0)  (q  -f  u),  (1) 

y(x0  —  x)  =  (y  —  t/0)  (p  +  u),  (2) 

y2           s2 
et  en  outre  on  a  — 1 •==  2X,car  les  pieds  des  normales 

p        q 

sont  sur  le  paraboloïde. 

Cherchons  maintenant  une  surface  du  deuxième  ordre 
qui  passe  par  les  quatre  points  B,  C,  D,  E  ainsi  que  par  le 
pied  qui  est  à  l'infini;  mais  qui  ne  passe  pas  par  le  point  A. 
Pour  cela,  écrivons  l'équation  du  paraboloïde  sous  la  forme 

(y -  y,)  (y  +  y»)  +  («  - ^H*  +  s.)  =  2{x _ x-  (3) 

et  portons  les  valeurs  de  y — y0  etz  —  z0  dans  celte  équation  (3) 

.  y(y  4-  y0)  (?<.  —  œ)         s(g  +  s0)  (x0  ~  a?)  _  2     _ 


P(P  +  m)  </(?  -f  «0 

Supprimons  la  solution  cc=a;0  et  ordonnons  : 

gy*(9  +  u)  +  pz2(p  +  u)  +  Wo(g  +  **)y  +  p*0(p  -f  «)* 
+  2Mp  +  «)  (?  +  «)  =  ?•  (*) 

Nous  allons  chercher  à  présent  l'équation  d'une  quadrique 
qui  passe  par  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E.  Pour  cela 
multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  du  paraboloïde 

xy  X  y  xzXz 

par  x  — : h  ■ ■=  2X2 

p  g 

el  remplaçons  xy  et  xz  par  leurs  valeurs  tirées  des  équation 
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(1)  et  (2).  Nous  obtenons  ainsi  la  surface  cherchée 
y[x0y  —  (y  —  y0)(p  +  u)]  s[x0r  —  (5  —  g0)(g  +  m)]  _  ox, 

ou  2/^a:2  +  ç(p  -f  u  —  œjy*  +  p(q  +  w  —  :r0)-2 

—  Wo(P  +  U)V  —  Pz*(a  +  •»)*  =  °-  (P) 

Nous    avons    ainsi    obtenu    trois    surfaces  (a)   (|3)  (y)  qui 

passent  par  les  quatre  points  B.  G,  D  et  E, 

(0)  2pqx*  +  q(p  +  u  —  x0)y*  +  p(q  +  u  —  x0)z- 

—  qy0(p  -f  u)  y  —  pa0(g  +  w)s  =  o 
(a)  9(7  +  u)if  +  /,(p  +  m)5»  +  9i/0(qr  +  m)î/  +  ps0(p  4-  tt> 

4-  2pq(p  4-  u)  (7  4-  m)  —  o 
(y)  qy*  4  Pz<i  —  2pqx  =  o 
et  il  semblerait  que  nous  devrions  chercher  trois  autres 
surfaces  passant  par  les  quatre  points  B,  G,  D.  E  pour 
obtenir  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre 
passant  par  ces  quatre  points;  mais  grâce  à  la  forme  parti- 
culière des  équations  déjà  trouvées,  cette  recherche  est 
inutile.  En  effet,  multiplions  la  première  par  i,  la  deuxième 
par  X,  la  troisième  par  u.  et.  ajoutons:  nous  obtenons  alors 
l'équation  d'une  surface  passant  par  les  quatre  points  B,  C, 
D  et  E  :  p  -f  Xoc  +  py  =  o. 

Pour  que  ce  soit  une  sphère    il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
p  4  u  —  xn  4-  l(q  4-  u)  +  [*  =  ïp 
q  4-  U  —  Xn  4  X(p  +  U)  +  [i  =  27 
d'où  X  =  —  1  et  |x  =p  4"  9  "f"  *°V 

L'équation  de  la  sphère  cherchée  est  donc 

2p^4j/4;2)-Wp  +  f/  -f  »(.)#—  9i/o(p  4  q  4-  2% 
—  p*0(p  +  9  4-  2t*)a  —  2p?(p  4  u)  (q  4-  «*)  =  o- 

2°  lieu  e?u  centre.  —  Les  équations  du  centre  sont 
2x  =  p  4  q  4-^o 

4PV  =  .'/.//>  +  7  +  2») 
4qz  =  zjp  -f-  g  4-  2tt). 
Éliminons  /)  4"  7  ~f~  2U  sntre  ers  trois  équations  et  nous 
obtiendrons  ainsi  lu  ligne  qui  constitue  le  lieu  des  centres. 
C'est  la  droite  représentée  par  les  deux  équations 

<  l  py        œz 

2q  =  p  4  q  4  ,t0  et  -£f-  =    . 

î/o 
5°  Surface  engendrée  par  h  droite  PI.  —  Les  équations    de 
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la  droite  PI  sont: 

x  -\-  u  —  x0  p 


4 


+—  »     ^F^-'--] 


elle  s  appuie  déjà  sur  la  normale  en  A  et  sur  la  ligne  lieu 
des  centres;  si  donc  elle  demeure  parallèle  à  un  plan  fixe,  la 
surface  cherchée  sera  un  paraboloïde  hyperbolique  :  car  ces 
deux  droites  ne  se  rencontrent  pas  puisque  leurs  plans  pro- 
jetant sur  les  yz  sont  parallèles. 

Prenons  un  plan  Ax  -\-  By  -\-  Gz  =  o.  Pour  qu'il  soit 
parallèle  à  la  droite  génératrice  il  faut  que  l'on  ait  l'identité 
en  u  : 

Cz±rp+q  +  2ll    _  !        0 

q    L        4  J 

Cette  identité  permet  de  calculer  A,  B,  C  ou  plutôt  les 
rapports  de  deux  de  ces  quantités  à  la  troisième. 

Ce  plan  n'est  d'ailleurs  ni  parallèle  à  la  normale  en  A,  ni 
parallèle  à  la  droite  lieu  des  centres,  car  la  droite  généra- 
trice rencontre  ces  deux  droites  fixes. 

Deuxième  solution 

Soient f-  —  —  2X  =  o  (1  ) 

V  9 

l'équation  de  la  surface;  a,  [5,  y  les  coordonnées  de  ces  points. 

Si  t  désigne  l'abscisse  d'un  point  de  la  normale  au  point 

a,  (3,  y,  les  deux  autres  coordonnées  seront 

J.(p+a  — iO         et        JL(ç +  «_/). 

Les  équations  qui  expriment  que  la  normale  en  x,  y,  z 
passe  au  point  considéré  sont 
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Xy  _|_  (p    _    t)y  _    p(p   -f-   «  —  0  =   0  (2) 

xz=  (q  —  f)Z  —  y(q  -f  a  —  t)  =  O  (3) 

Los  équations  (1),  ("2),  (3)  déterminent  les  coordonnées 
des  pieds  des  cinq  normales;  xffy  est  un  système  de  solu- 
tion. 

Si  trois  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  axes  paral- 
lèles, il  passe  une  sphère  par  leurs  points  d'intersection.  Je 
me  propose  d'après  cela  de  former  les  équations  de  deux 
surfaces  du  second  degré  passant  par  les  pieds  des   quatre 

normales  distinctes  de  la  normale  en  a-,y. 

y 
Pour  cela  je  multiplie  (2)  et    (3)  respectivement    par^—  . 

— ;  j'ajoute,  et  en  tenant  compte  de  (1)  je  trouve 

P  —  t  *  'I  Q  —  f 

2X*  +  -!-y-  f  -  UP  +  «  +  0  y  +  ±^—z 

—  Y(g+«  —  t)y  =  Q.  (1) 

J'écris  ensuite  les  équations  (1),  (2),  (3)  de  la  manière 
suivante  : 


(a  —  y)  —  2f.r  —  y.)  =  o.     (I') 


*±£Lfr_fl  +  .£±l 

(x  —  *)y  +(/>+*—  t)(y  —  »  =  o,     (2') 

(x  _  a)-  -J_  (g  -f-   a  _  ,)(*  _  Y)  =  Q.      (3) 

J'élimine   x  —  a.    y  —  (3,    z — y    entre  (1')  (2')  (3')  el    il 
vient 

(<?  +  « 


P 


—  y(y  +  ')  4-  - — *(*  +  r) 


-f  2(p  -f  v.  —  /  il  7  +  a  —  /)  =  O.  (5) 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  1 1 1.  (4),  (S)  esl 
lp     '     q  J 


r/-/ 


p+q 


?/  — 


P 

"qr  +  a 


(  P  P 


t 


z(z  +  p) 


+  2(p+  a—  /)(>/  +  a  —  /) 


=  o. 
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J'exprime  que  cette  surface  est  une  sphère;  j'ai 

;;-  =  —  i ,         X  =  p  -j-  q  -f-  a 

et  l'équation  devient 

g 

2(X*  _|_  y%  _|_  32)  _  2(p  -f  (/  -}-  a)œ  —  X,  (p  _|_  g  -j_  3a  _  2t)y 

_  X   (p  _J_  q  +   2a  _   2*)*  __   2   (p  +  «  _   f)(g  +  a  -        f)   =  Q, 
.r 

Telle  est  l'équation  de  la  sphère. 
Les  coordonnées  du  centre  sont  : 

P  +  Q  +  «  P    /  •  i     •  \ 

*=  ;         •  0  =  ~r(P +  $  +  »■+*'). 

s  =  —  (p  4-  q  4-  20.—  2t). 
49 
Le  lieu  du  centre  est  donc  une  droite  située  dans  un  plan 

parallèle  au  plan  des  yi.  Elle  a  pour  équation  dans  ce  plan 

py  _  r- 

P  Y    ' 

^  La    droite  qui  joint  le   point  d'où  sont  issues  les  quatre 

normales,  au  centre  de  la  sphère,  a  pour  équation 
œ  —  t  y  —  -q  p  |a-(J 


p  -f  q  -f-  a 


Y 


*      ç(H 


-X[p  +  g+2«-2?]-X(g+a_,) 

Il  est  facile  de  voir  que,  £  variant,  cette  droite  reste 
parallèle  à  un  plan  fixe.  La  surface  engendrée  est  donc  un 
paraboloïde  hyperbolique. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  de  cette  question  une  troisième  solution  un  peu 
différente  de  celles  que  l'on  vient  de  lire,  et  dont  l'auteur  est  M.  Dereins,  élève 
du  lycée  Louis-le-Grand  fêlasse  de  M.  Niewenglowski),  solution  très  simple  et 
très  élégante. 
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CONCOURS  POUR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

EN    1883 


Épure. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a 
12  centimètres.  La  face  ABC  est  horizontale;  le  sommet  D 
est  au-dessous  de  ABC. 

Soit  P  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base 
le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCD. 

Soit  Q  le  cylindre  de  révolution  qui  a  pour  axe  la 
droite  BC  et  pour  rayon  5  centimètres. 

On  demande  la  projection  horizontale  du  solide  formé 
par  ce  qui  reste  du  tétraèdre  quand  on  a  supprimé  la  partie 
de  ce  tétraèdre  qui  est  comprise  dans  le  cône  P  et  celle 
qui  est  comprise  dans  le  cylindre  Q. 

Triangle. 

A=  75°  35'  25" 
b  =  5825,755 
c  =  4753,826 

Composition  française. 

«  Quand  on  travaille  sur  les  grandes  matières,  a  dit  Mon- 
tesquieu, il  ne  suffit  pas  de  consulter  son  zèle,  il  faut  encore 
consulter  seslumières  :  et  si  le  ciel  ne  nous  a  pas  accordé 
de  grands  talent-,  <>n  peul  y  suppléer  parla  défiance  d«-  soi- 
mème,  l'exactitude,  le  travail  el  1rs  réflexions.  » 

on  appréciera  «-l  on  discutera  cette  pensée,  on  en  fera 
valoir  tous  les  termes,  et  on  recherchera  quelle  en  est  la 
portée  pratique. 

Lavis  (3  heures). 

Paire  à  L'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  le  lavis  d'une 
sphère  (dépolie,  ou  mi-polie,  à  volonté),  se  détachant  sur 

un   fond  gris,  dégradé  (le  haut  m   bas. 

juUHNAL  DE   MATH,  sh.c.  1883.  '• 
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On  se   conformera  aux    cotes  indiquées,  en    millimètres, 
sur  le  croquis  ci-joinf. 


La  sphère  sera  éclairée  par  le  rayon  ordinaire  à  45°. 

Le  croquis  indique  la  manière  d'obtenir  rapidement 
quatre  points  (a,  m,  n,  b)  de  la  séparatrice  d'ombre  et  de 
lumière. 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 

(Composition  de  mathématiques  du  20  juin  1883.) 


O/i  donne  une  parabole  P  et  une  droite  D.  On  demande  le 
lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
parabole  forment  avec  la  droite  D  un  triangle  de  surface  donnée. 
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1.  —  Recherche  de  l'équation  du  lieu.  —  Prenons 
pour  axe  des  y  la  droite  donnée  et  pour  axe  des  x  le  dia- 
mètre conjugué;  l'équation  de  la  parabole  est  alors  (*) 
y2  =  2p  (x  —  a) 

Le  faisceau  des  deux  droites  IP,  IQ  qui  déterminent  avec 
Oy  un  triangle  IPQ  de  surface  donnée  a  pour  équation 
(if  —  2px  -f  2pa)($1  —  2px  -J-  2pa)=fty  —  px  -f  2ap  —  p%)* 


a, (3  désignant  les  coordonnées  du  point  I.  Les  longueurs  OP 
et  OQ  sont  les  racines  de  l'équation 

(;/*  -f  2pa)(p,  —  ipx  +  2pa)  =  (fy  -f  20;)  —  p<x)« 
ou       iy*  (%  —  a)  -j-  '-/.'/  (2a  —  *)  +  Py-'x  —  2a$l  =  °- 
'Mi  a  donc 


(*)  p,  flans  ce  calcul,  ne  désigne  pus,  Mon    entendu,  le   périmètre"    de    In 
parabole: 
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_  y  y-  (2a  —  a)2  —  2  (3  —  a)(px2  —  2QS-) 
a  —  a 
ou,  après  réduction, 

PQ  = 


a  —  a 


•F 


tp   (a  —  a). 


La  surface  du  triangle  IPQ,  surface  qui  est  donnée  et  que 

.*',,.    PQ.IH 

nous  désignerons  parm2,  est  égale  a  . 


Or  l'on  a  IH  =  oc  sin  8. 

On  peut  donc  poser 


2/»2  (a  —  a)  =  x-  sin2  0  \  S2  —  2p  (x  —  a) 
ou,  eu  rendant  a,  S  coordonnées  courantes, 

4//r  (as  —  a)2  =  ce1  sin2  0  {  y2  —  2p  (se  —  a)J.     (À) 
C'est  l'équation  de  la  courbe. 


2.  —  Examen  du  cas  où  a  =  o.  — L'équation  que  nous 
venons  de  trouver  représente  une  courbe  du  sixième  degré. 
mais  elle  n'est  que  du  quatrième  degré  quand  on  suppose 
a=o.  Il  faut  pourtant  observer    que    l'on    supprime  alors 
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la  solution  x'2  =  o.  Cette  solution  singulière  s'explique 
d'ailleurs  en  remarquantque  les  tangentes,  issues  d'un  point 
de  l'axe  des  y  forment  un  triangle  dont  la  base  est  iufinie  et 
la  hauteur  nulle.  Nous  examinerons  d'abord  ce  cas  particulier. 

L'équation  du  lieu  est 

tfx"2  sin2  8=2  (2m't  -f-  px3  sin2  ô). 

D'ailleurs,  l'équation  (A.)  prouve  que  la  courbe  est,  dans 
tous  les  cas,  extérieure  à  la  parabole  donnée  et  que  celle-ci 
est  une  parabole  asymptote.  La  courbe  a  donc  la  forme 
qu'indique  la  figure  ci-jointe.  La  tangente  parallèle  à  l'axe  des 
x,  ne  pas  peut  se  construire  avec  la  règle  et  le  compas;  elle  est 


donnée  par  l'équatio 


n  x  =  y 


4  mv 


psm28 

calculer  avec  telle  approximation  que  l'on  veut 


valeur    que    l'on  peut 


/i  m2 
—  "- — : — 
0  sin5 


0' 


3.  —  Examen  du  cas  où  l'on    suppose    a 
L'équaliun  (A)  étant  écrite  sons  La  forme 

y*x4sin"fl  =  i(œ  —  a)  [  px'sin'O  -f-  2m1  (x  —  a)  \ 
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on  peut  observer  que  la  discussion  qui  est  relative  aux  formes 
différentes  de  la  courbe  porte  principalement  sur  la  réalité 
des  racines  de  l'équation 

parlsin2ô  -J-  2mlx  —  2m'a  =  o.  (B) 

Dans  l'hypothèse  que  nous  avons  faite,  a  étant  positif,  on 
voit  que  cette  équation  qui  est  du  quatrième  degré,  et  dont 
le  dernier  terme  est  d'un  signe  contraire  au  premier  admet 
deux  racines  réelles  :  l'une  positive  x,  l'autre  négative  x". 

La  courbe  a  donc  la  forme  indiquée  par  le  trait  ponctué 
de  la  figure  3. 

4.  —  Examen  du  cas  où  l'on  suppose  a   <  o.  — 

Différentes  formes  de  courbe  correspondent  à  cette  hypothèse 
suivant  que  l'équation  (B)  a  deux  racines  réelles,  deux 
racines  égales,  ou  quatre  racines  imaginaires. 


Cherchons  donc  à  différentiel'  les  différents  cas.   L'équa- 
tion (B)  peut  s'écrire 

xi  -f-  aXac  —  2Àa  =s  o. 

s  m' 

en  posant  a  =  — r— — ■ 

1  /)sin2ô 
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En  discutant  cette  équation,  par  le  théorème  de  Rolle,  on 
trouve  sans  difficulté  qu'en  posant 

u  =  2jmi  -f-  i28pa3sinô, 
l'équation  a  deux  racines  réelles  quand  u  est  positif,  deux 
racines  égales  quand   u  =  o.  enfin  quatre  racines  imagi- 
naires quand  on  suppose  que  u  est  négatif. 

De  cette  discussion  résultent  trois  formes  de  courbe.  La 
première  est  indiquée  par  la  figure  ci-dessous.  Les  deux 
.Mitres  ne  diffèrent  de  celle-ci  que  par  la  suppression  de  l'o- 
vule, qui  devient  un  point  double  isolé,  dans  l'hypothèse 
u  =  o  et  qui  disparait  complètement  quand  on  suppose 
u  <<  o. 


5.  —  Remarque  relative  à  un  cas  particulier.  — 

Le  choix  que  nous  avons  fait  des  axes  de  coordonnées  n'est 
pas  imposé  seulement  par  la  simplicité  plus  grande  qui  en 
résulte  pour  les  calculs  ;  on  doit  remarquer  qu'il  était  encore 
nettement  indiqué  si  l'on  observe,  à  priori,  que,  pour  des 
raisons  évidentes,  la  courbe  était  symétrique  par  rapport  au 
diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  la  droite  donnée 
D,  cette  symétrie  étant  oblique  et  définie,  au  point  de  vue 
de  sa  direction,  par  D. 

Il  faut  pourtant  remarquer  que  ce  choix  d'axes  ne  peut 
pas  être  adopté  dans  le 
cas  où  D  est  un  diamè- 
tre delà  parabole.  Il  est 
donc  nécessaire  d'exa- 
miner ce  cas  particu- 
lier, et  c'est  ce  que  l'on 
fait  très  simplement 
comme  nous  allons  le 
montrer. 

Prenons  pour  axes 
La  droite  D  et  la  tan- 
gente à  La  parabole  en 
sou  point  de  rencon- 
tre. Soient  •/.  -,  Les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  Le 
faisceau  quadratique  des  tangentes  issues  de  ce  point  à  La 
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parabole  est 

hf  —  2Px)  (fi2  —  2px)  =  (py  —  px  —  px)*. 
En  faisant  y  =  o,  on  a  pour  le  segment  intercepte  sur  l'axe 
de  x,  \/p2  —  2px  ;  l'équation  du  lieu  est,  d'après  cette  remar- 
que, 

y4sin26  (if  —  2px)  —  4m*p8. 
La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  a  la  forme  indi- 
quée par  la  figure. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

Composition  du  2o  juin  1885. 
Mathématiques . 

On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  a  pour  équation 
(as2  -f-  y~)x  —  aif. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan.  On  pro- 
pose de  former  :  1°  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour 
racines  les  coefficients  angulaires  des  droites  qui  joignent 
le  point  O  aux  points  de  contact  des  trois  tangentes  à  la 
cissoïde  issues  du  point  M;  2°  l'équation  du  cercle  qui 
passe  par  ces  points  de  contact. 

Montrer  que,  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point 
M  est  intérieur  au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  (Cm)  dont  chacun 
jouit  de  cette  propriété  que  les  tangentes  à  la  cissoïde  en 
trois  des  quatre  points  où  il  la  rencontre  concourent  en  un 
même  point:  soit  M  ce  point  de  concours  pour  le  cercle  Cm. 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  Gm  qui  pas- 
sent par  un  point  donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des 
points  M  relatifs  à  ces  cercles.  On  examinera  en  particulier 
le  cas  où  le  point  P  est  situé  sur  la  cissoïde  et  ne  fait  pas 
partie  des  trois  points  communs  au  cercle  Cm  et  à  la  cis- 
soïde pour  lesquels  les  tangentes  concourent. 

Combien  passe-l-il  de  cercles  Gm  par  deux  points  donnés 
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P,  Q  du  plan?  Peut-on  disposer  de  ces  deux  points  de  façon 
qu'ils  appartiennent  aune  infinité  de  cercles  Gm  ? 

Composition  du  26  juin  1883, 
Philosophie. 

Expliquer  et  apprécier  les  quatre  règles  dans  lesquelles 
Descartes  résume  sa  méthode  ; 

«.  La  première,  dit-il,  était  de  ne  recevoir  jamais  aucune 
chose  pour  vraie  que  je  ne  la  connusse  évidemment  être 
telle  ; 

«  La  seconde,  de  diviser  chacune  des  difficultés  que 
j'examinerais  en  autant  de  parcelles  qu'il  se  pourrait  et 
qu'il  serait  requis  pour  les  mieux  résoudre; 

«  La  troisième,  de  conduire  par  ordre  mes  pensées,  en 
commençant  par  les  objets  les  plus  simples  et  les  plus 
aisés  à  connaître,  pour  monter  peu  à  peu,  comme  par 
degrés,  jusqu'à  la  connaissance  des  plus  composés,  en  sup- 
posant même  de  l'ordre  entre  ceux  qui  ne  se  précèdent 
point  naturellement  les  uns  les  autres; 

«  Et  la  dernière,  de  faire  partout  des  dénombrements  si 
entiers  et  des  revues  si  générales  que  je  fusse  assuré  de 
ne  rien  omettre.  » 

Composition  du  27  juin  1883, 

Physique. 

1.  —  Théorie  du  baromètre-balance.  Le  tube  barométrique 
est  attaché  par  le  haut  au  fléau  d'une  balance.  On  suppo- 
sera que  la  section  du  tube  est  égale  à  un  centimètre  carré. 
Celle  delà  chambre  barométrique  est  plus  grande  ;  on  la 
désignera  par  a.  Le  bas  du  tube  est  mastiqué  ou  soudé  à 
un  manchon  soit  en  bois,  soi!  en  fonte,  dont  la  section  est  b. 
Ce  manchon  est,  le  bas  d'un  tube  plongé  dans  le  mercure  de 
la  cuvette  dont  la  section  este.  On  établira  l'équation  d'é- 
quilibre et  la  condition  de  sensibilité,  c'est-à-dire  la  varia- 
tion de  poids  correspondant  à  une  variation  d'un  millimètre 
dans  la  colonne  barométrique. 
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IT.  —  Un  cube  de  verre  d'indice  n  repose  sur  une  plan- 
chette horizontale  noircie.  Sur  sa  base  inférieure,  on  a  déposé 
uue  goutte  de  suif,  et  l'on  regarde  cette  goutte  par  la  face 
verticale  du  cube,  opposée  à  celle  qui  est  tournée  vers  la 
lumière.  En  partant  de  la  verticale  et  inclinant  lentement 
le  rayon  visuel  vers  l'horizon,  on  voit  tout  d'un  coupla  goutte 
qui  devient  très  brillante.  On  mesure  alors  l'angle  du  rayon 
visuel  avec  la  verticale,  soit  a  cet  angle.  On  demande  x  Pin 
dice  de  réfraction  du  suif. 

Exemple.  Soit  n  =  i ,55,  «,==  65°,  sin2  oc  =  o,8236. 

Trouver  x. 

III.  —  Quelle  est  la  température  maximum  que  l'on  peut 
produire  par  la  combustion  de  l'hydrogène,  en  supposant  que 
toute  la  chaleur  produite  soit  employée  à  chauffer  les  pro- 
duits de  la  combustion? 

Composition  du  28  juin  4883. 
Version  latine. 

TOUTES   LES   PLANÈTES   SONT   EMPORTÉES   AUTOUR   DU    SOLEIL   PAR   LE    CIEL 
QUI   LES   CONTIENT 

Sublato  omni  scrupulo  de  terrée  motu,  putemus  totam 
materiam  cœli  in  qua  planetae  versanlur,  in  modum  cujus- 
dam  vorticis,  in  cujus  centro  est  sol,  assidue  gyrare,  ac 
ejus  partes  soli  viciniores  celerius  moveri  quam  remotiores, 
planetasque  omnes,  e  quorum  numéro  est  terra,  inter  eas- 
dem  istius  cœleslis  materiei  partes  semper  versari.  Ex  quo 
solo,  sine  ullis  machinamentis,  omnia  ipsorum  pha?nomena 
facillime  intelligentur.  Ut  enim  in  iis  fluminum  locis,  in 
quibus  aqua  in  se  ipsam  contorta  vorticem  facit,  si  varia? 
festucee  illi  aquœ  incumbant,  videbimus  ipsas  simulcumea 
deferri,  et  nonnullas  etiam  circa  propria  centra  converti;  et 
eo  celerius  integrum  gyrum  absolvere,  quo  centro  vorticis 
erunt  viciniores;  et  denique,  quamvis  semper  motus  circu- 
lares  affectent,  vixtamen  unquam  circulos  omnino  perfectos 
describere,  sed  nonnihil  in  longitudinem  et  latitudinem 
aberrare.  Ita  eadem  omnia  de  planetis  absque  ulla  difficul- 
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tate  possumus  imaginari,  et  per   hoc  unura  cuncta    eorum 
pluenomena  explicantur. 

R.  Descartes. 


QUESTIONS  D'EXAMENS  (1883) 

ÉCOLE   POLYTECHNIQUE 


1. —  Trouver  les    conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  paraboloïde  soit  équilatère. 

Les  notations  ordinaires  étant  adoptées  les  conditions  sont: 

A    B"  B' 
H    >  o,  A  =    B"  A'   B      =o,  et  A-f  A'-f  A"  =  o. 

B    B    A" 
Cette  dernière  relation  peut  être  obtenue,  soit  directement, 
soit  en  remarquant  que  si  les  deux  plans    directeurs    sont 
rectangulaires,  on  peut   considérer  l'équation 

Ax-2  -f-  A.' if  -f-  A V  -f  2Byr  -f-  zB'rx  -f  2B"xy  =  o 
Gomme  représentant  un  cône    sur    lequel  on  peut  placer 
les  trois    arêtes    d'un    trièdre    trirectangle  ;    Tune    de    ces 
arêtes  étant  la  droite  commune. 

2,  —  Démontrer  que  l'équation 

+ 


\  —  i  x  —  2  x  —  3  \  —  4 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

La  forme  de  eette  équation  montre  qu'elle  est  tout  au 
plus  du  troisième  degré.  Elle  a  certainement  une  racine 
entre  i  et  2;  et  une  autre  entre  3  et  4.  La  troisième  racine 
est  infinie;  le  ferme  en  ./•'  disparaît,  en  effet,  quand  on 
chasse  les  dénominateurs. 

On  peut  iinssi  remarquer  que  l'équation  peut  être  écrite 
de  la  manière  suivante 

1  1  1  1 

x  —  3  x  —  1  x  —  2  x  —  4 

2  — —  2 

(x—  i)(x  —  3)       "    {.r  —  2)(.r  —4) 
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Cette  combinaison  des  termes  de  l'équation  proposée  met 
en  évidence  ce  fait  que  celle-ci  est  du  second  degré. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître,  par  les  substitutions 
indiquées  plus  haut,  que  l'équation 

(x  —  \)(x  —  3)  -f-  (x  —  i)(x  —  4)  =  o 
a  ses  racines   réelles  et  comprises  l'une  dans  l'intervalle   1 , 
2,  l'autre  dans  l'intervalle  3,  4. 

On  peut,  évidemment  généraliser  cette  question  et  consi- 
dérer l'écruation 

11  1  1 


x  —  a  x  —  b  x  —  c  x  —  d 

a,  b,  c,  d  désignant  des  nombres  inégaux. 

3.  —  Est-il  bien  exact  de  dire  que  l'on  peut  substituer,  à  la 
suite  des  fonctions  de  Sturm,  la  suite 

f(x),  f(x),   ...   f-(x)  (A) 

quand  l'équation  f(x)  =  o,  a  toutes  ses  racines  réelles  ? 

Le  programme  s'exprime  dans  les  termes  suivants  :  lorsque 
toutes  les  racines  sont  réelles,  on  peut  substituer  aux  fonctions 
de  Slwm  les  dérivées  successives  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion. Mais  il  semble  qu'il  y  ait  là  une  légère  incorrection, 
que  l'on  peut  mettre  en  évidence  de  la  manière   suivante. 

Disons  d'abord  que  l'incorrection  n'existe  pas  dans  le  cas 
général,  dans  le  cas  où  l'équation  proposée  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales.  Mais  la  suite  de  Sturm  et  la 
suite  (A),  (la  suite  de  Fourier,  comme  on  la  nomme  quel- 
quefois) ne  donnent  pas  les  mêmes  résultats,  dans  le  cas  des 
racines  multiples  et,  pour  ce  motif,  on  ne  doit  pas  dire  que 
l'on  peut  substituer  l'une  à  l'autre. 

Imaginons,  en  effet,  la  suite  de  Sturm  et  celle  de  Fourier  ; 
puis  cherchons  combien  l'équation  f(x)  =  o  a  de  racines 
réelles  dans  l'intervalle  a, p.  S'il  existe,  pour  citer  un  exemple, 
dans  cet  intervalle,  deux  racines,  l'une  de  multiplicité  p, 
l'autre  de  multiplicité  q.  la  suite  de  Sturm  révélera  la  perte 
de  deux  variations  ;  tandis  que  celle  de  Fourier  signalera 
la  disparition  de  (p  -f-  q)  variations.  En  d'autres  termes,  et 
dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés,  les  fonctions  de 
Sturm  indiquent  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'intervalle 
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a,  p  ;  abstraction  faite  de  leur  degré  de  multiplicité  ;  la  suite 
de  Fourier  indique  le  nombre  de  ces  racines,  en  tenant 
compie  de  leurs  degrés  respectifs  de  multiplicité.  En  résumé, 
deux  choses  qui  ne  donnent  pas  toujours  et  dans  tous  les  cas, 
des  résultats  identiques  ne  peuvent  pas  être  substituées  l'une 
à  l'autre,  si  l'on  n'ajoute  pas  dans  quel  cas  cette  substitution 
est  légitime. 

4.  —  Réduire  des  fractions  algébriques  au  plus  petit  dénomi- 
nateur commun. 

Cette  théorie  offre  la  plus  grande  analogie  avec  la  théorie 
semblable,  et  plus  connue,  de  l'arithmétique. 

5.  —  On  donne  sur  un  ellipsoïde  un  point  a,  (3,  y  ;  en  ce  point 
on  mène  une  normale  A,  à  la  surface.  Quels  sont  les  points  de 
l'ellipsoïde,  tels  que  les  normales  à  la  surface  en  ces  points  ren- 
contrent la  normale  donnée  A. 

Soient  x',y',z,  les  coordonnées  d'un  des  points  du  lieu;  on 
a  pour  la  normale,  en  ce  point, 

a»(ag  —  x)         b*(y  —  y)  c2(z  —  z) 

x  y'  z' 

et»  pour  A, 

a2{x  —  -/)  b2  (y  —  p)  c2(js  —  y) 


=  a262c2/ 


a2b2c2v.. 


x  $  y 

On  en  déduit  deux  relations  entre  X  et  p,  et  l'on  trouve 
x  —  y.        y'  —  [3         -'  —  y 
o262 


62c2 

a2ci 

X 

y 

a 

P 

=  o. 


Y 
En  retranchant  les  deux  dernières  lignes  et  en  transpor- 
tant les  axes,  parallèlement/à  eux-mêmes,  au  point  donné 
a,(3,y,  on  a  linalement 

YXY(a2  —  b2)  -f  <xYZ(68  —  c2)  +  pZX(c*  —  o2)  =  o. 

6.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  et 
on  le  coupe  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical.  On 
développe  le  cylindre  sur  un  plan  ;  équation  du  développement  de 
la  courbe  d'intersection. 
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On  sait  que  cette  courbe  est  une  sinusoïde.  En  désignant 
par  R  le  rayon  du  cylindre,  par  a  l'angle  d'inclinaison  du 
plan  donné  sur  la  base  du  cylindre,  on  trouve 

y  =  tç   %  .   H  .  sm  -— . 

7.  —  Équation  générale  des  coniques  dont  on  donne  une  direc- 
trice, un  'point  et  la  différence  des  axes. 

On  peut  pour  répondre  à  cette  question,  former  l'équation 
dont  les  racines  sont  les  longueurs  des  axes;  on  peut  aussi, 
et  peut-être  plus  simplement,  remarquer  qu'en  partant  de 
l'équation 

(*-.)«  +  (y  -  p)>  =  (a*  +  p")  (j-  -  i  y  ; 

on  exprime  que  la  conique  considérée  passe  par  l'origine  et 
a,  pour  directrice,  la  droite  x  =  d;d  désignant  une  longueur 
donnée.  Il  reste  seulement  à  trouver  une  relation  entre  a 
et  p.    ■ 

On  remarquera,  à  cet  effet,  que  l'on  a,  par  des  propriétés 
connues,  


C  y/oc24-S2 


d 


0) 


a"  &2 

et  -c  —  —  =  d  —  a.  (2) 

c  c 

Les  relations  (1)  et  (2)  et  l'égalité 
a  —  b  =  h. 
qui  exprime  la  condition  imposée  permettent,  par  élimination 
des  paramètres  a  et  b.  de  trouver  une  relation  entre  les  para- 
mètres variables  a,  (J;  et  les  constantes  données  h  et  d. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


66.  —  a,  |5,  y  étant  des  entiers  quelconques,  aucune  des 
équations 

X4  —  2aiC3  +  (oc2  -J-  2^  —  5)x2  —  2(7,3  -f  ifjX  +  fj2  —  2y'2  =  o, 
x'  —  20.x3  +  (oc2  -f-  2(5  —  2)x*  —  2(a3-f  3y)x-{-  S2  —  3y2  =  o, 
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X>  —  20LX:>  +  (a2  -f  2p  —  8)x2  —  2(afi  -f-  5y)x  -f  fi2—  5y2  =0, 
Xy  —  2ax3  -j-  (a2  -f-2f3 —  I  3)x*  —  2(ap  -f"  6ï)^  +  £2  —  6y2  =  o, 
x'  —  2ax3  -j-  (a2  -j-  2p  —  i  o)a:2  —  2(<x|3  -j-  7ï)^  +  P—  7f  =  o, 
ne  peut  admettre  de  racine  entière. 

On  excepte  le  cas  insignifiant  où  (3  et  y  étant  nuls  à  la 
fois,  chaque  équation  admet  la  racine  double  x  =  o. 

CS.  Realis.) 

67.  —  a,  3,  y,  S,  étant  des  entiers  quelconques,  et  (3  et  y 
n'étant  pas  nuls  à  la  fois,  l'équation 

x4—  2«.x3  -f  (Y2 -f  2i3 -j-  38 -f  i)x2  —  2(aS-j-3y)cc -f  p«—  3y4=o 
n'a  pas  de  racine  entière.  (S.  Realis.) 

68.  —  Une  ellipse  passe  par  un  point  fixe  A,  et  touche 
une  droite  donnée  en  un  de  ses  sommets.  Le  rapport  de 
l'axe  parallèle  à  la  droite  à  celui  qui  lui  est  perpendiculaire 
est  m.  Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  ellipses  sa- 
tisfaisant à  ces  conditions.  Lieu  des  points  tels  que  les 
deux  ellipses  qui  y  passent  soient  orthogonales.  Dans  le  cas 
de  m  =  i,  on  aura  pour  lieu  un  cercle  et  un  cercle-point. 
Démontrer  ce  fait  par  la  géométrie  élémentaire. 

(Amigues.) 

69.  —  Des  coniques  sont  circonscrites  à  un  losange.  La 
bissectrice  des  diagonales  coupe  l'une  des  coniques  en  deux 
points  A  et  B.  Du  point  B,  on  mène  la  perpendiculaire  BH 
sur  la  tangente  en  A.  Lieu  du  point  H.  —  Lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur  la  tangente 
en  A.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  menées  d'un 
point  fixe  à  lu  polaire  d'un  point  fixe.  (Amigues.) 

70.  —  On  donne  en  coordonnées  rectangulaires  un  para- 
boloïde  ayant  pour  équation 

x2  -f  y2  =  apz. 

1°  Lieu  des  foyers  des  sections  parallèles  à  son  axe. 

2°  Lieu  des  foyers  des  sections  donl  les  plans  sont  tangents 

à  un  cylindre  parallèle  à  l'axe  ;  —  cas  où  ce  cylindre  à  pour 

x2  i/1 

équation  _+_=  lt 

ou  bien  agl  =  x2. 
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3°  Que  doit  être  ce  cylindre  pour  que  la  courbe  lieu  des 
foyer  soit  sur  un  autre  eylindre  représenté  par  l'équation 
(x2  -f~  y2)3  =  a3j/3  -f-  63£c3.        (Amigues) 

71.  —  On  place  n  jetons  sur  les  cases  d'un  échiquier 
carré  de  n2  cases,  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul 
jeton  dans  chacune  des  colonnes  ou  des  lignes  de  l'échi- 
quier. Démontrer  que  si  l'on  désigne  par  S„  le  nombre  des 
solutions  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier 
on  a  San+i  =  S2«=  2.4.6   .    .    .  (211) 

Si  l'on  désigne  par  u„  le  nombre  des  solutions  symétri- 
ques par  rapport  à  l'une  des  diagonales,  on  a 

un  —  iin-i  +  (n  —  i)w„-2; 
et  aussi 

n  (n  —  1)  n(n  —  i)(w  —  2) (11  —  3 

m»  =  1  H H j ■ 

2  2.4 

n(n  —  1  )...(«  —  5) 
'  2.4.6  i~  ••• 

Traiter  la  même  question  pour  les  solutions  symétriques 
par  rapport  aux  deux  diagonales. 

(E.  Lucas.) 


L'abondance  des  matières  nous  force  à  remettre  au  numéro 
prochain  la  suite  de  le  théorie  de  l'iuvolution,  que  nous 
avons  dû  retarder  au  dernier  moment. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


IMPR1M1ÎKIE  CENTRALE   DES    CHEMINS   DE   FER.   —    IMPRIMERIE   CHAIX. 
RUE  BERGÈRE,  20,   PARIS.  —  H492-3 
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THEORIE  DE  L'INVOLUTION  DU  SECOND  DEGRÉ 

(Suite,  voir  page  121.) 


CONSTRUCTIONS    GÉOMÉTRIQUES 

La  détermination  du  centre  dépend,  pour  toute  involution, 
de  la  résolution  d'une  équation  linéaire;  il  est  donc  possible 
de  remplacer  le  calcul  par  une  construction  géométrique 
simple  ;  en  effet  : 

Prenez  une  circonférence,  à  volonté  d'ailleurs,  qui  passe 
par  les  points  A  et  B;  prenez  ensuite,  à  volonté,  une  des 
circonférences  qui  passent  par  A' et  B';  l'axe  radical  de  ces 
deux  circonférences  viendra  marquer  sur  la  droite  fixe  le 
centre  demandé  C. 

Remarque.  —  Cette  construction  ne  suppose  pas  la  réalité 
des  couples  données  (A,B)  et  A',B')  ;  tous  nos  lecteurs  savent 
en  effet  résoudre  graphiquement  ce  problème  :  mener,  par 
un  point  P  pris  à  volonté  sur  un  plan,  la  circonférence  qui 
passe  par  les  deux  points  imaginaires  communs  à  une  droite 
donnée  et  à  une  circonférence  donnée. 


Le  centre  C  de  L'involution  étant  ainsi  déterminé,  menez 
parce  centre  une  droite  à  volonté  CR;  puis  prenez  sur  cette 
droite  Ifl  couple  (U,V)  de  telle  sorte  qu'il  vérifie,  pour  les 
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grandeurs  et  les  signes,  la  relation 

GU  .  CV  =  CA  .  CB 
puis  par  les  points  U  et  V  faites  passer,  en  les  variant  d'une 
manière  continue,  toutes  les  circonférences  possibles;  cha- 
cune de  ces  circonférences  déterminera  sur  la  droite  fixe  un 
des  couples  (M,N)  de  l'involution;  et  la  suite  continue  de 
ces  circonférences  déterminera  tous  les  segments,  soit  réels, 
soit  imaginaires,  de  l'involution. 

Première  Remarque.  —  Si  les  points  doubles  de  l'involution 
sont  imaginaires,  les  points  U  et  V  seront  de  part  et  d'autre 
du  point  G,  toutes  les  circonférences  menées  par  U  et  V 
couperont  réellement  la  droite  fixe,  et  l'involution  n'aura  qne 
des  segments  réels.  —  Si  au  contraire  l'involution  a  ses 
points  doubles  réels,  les  points  U  et  V  seront  d'un  même 
côté  du  point  G;  et  dans  la  suite  des  circonférences  passant 
par  U  et  V,  il  y  en  a  deux  qui  touchent  la  droite  fixe  ;  les 
points  de  contact  sont  les  points  doubles  de  l'involution. 

Deuxième  Remarque.  —  Quand  les  deux  couples  donnés, 
(A,B),  (A',B)  sont  réels,  l'inégalité 

R<o 
qui  produit  les  points  doubles  réels,  signifie,  suivant  la  ma- 
nière de  dire  de  Gérard  Désargues,  que  les  deux  segments 
donnés  (A,B),  (A'.B')  sonlou  dégagés  l'un  de  l'autre,  ou  engagés 
Vun  dans  l'autre. 

Troisième  Remarque.  —  Quand  on  place  l'origine  au  centre 
de  l'involution,  la  relation  involutive  devient 

uv  =  constante 
et  les  points  doubles  sont  :  réels,  si  la  constante  est  positive; 
imaginaires,  si  la  constante  est  négative. 

Quatrième  Remarque.  —  Il  semble  donc  évident  que  l'on 
peut,  au  point  de  vue  de  la  discussion  des  problèmes,  et  sans 
compliquer  en  aucune  façon  la  théorie,  distinguer  pratique- 
ment :  l'involution  à  puissance  positive,  qui  a  ses  points 
doubles  réels,  et  l'involution  à  puissance  négative,  qui  a  ses 
points  doubles  imaginaires;  cette  distinction,  qui  résulte  de 
la  nature  même  du  problème,  se  trouve  d'ailleurs  amplement 
justifiée  par  le  procédé  aussi   simple   qu'élégant  que   donne 
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M.  Chasles,  pour  construire  une  involution  à  points  doubles 


imaginaires  : 


Soit  G   le  centre,  et  uv  -f-  K1  =  o   la   relation  d'involution 


/m 


relativement  à    ce  centre;  prenez  perpendiculairement  à  la 
droite  fixe 

GS  =  h. 
puis  faites  pivoter  sur  le  point  S  un  angle  droit  PSQ;  chaque 
position  de  l'angle  droit  déterminera  sur  la  droite  fixe  XX 
un  segment  (M,N)  de  l'involution. 

Cinquième  Remarque.  —  Dans  toute  involution,  quand  l'une 
des  extrémités  du  segment  involutif  coïncide  avec  le  centre, 
l'autre  extrémité  se  transporte  à  l'infini  sur  la  droite   fixe. 

APPLICATIONS 

Théorème.  —  Deux  involutions  distinctes,  tracées  sur  une 
même  droite,  ont  un  segment  commun. 

En  effet,  si       Uuv  +  N(m|i;)  +  P  =  o 
Wuv  -f  N'(m  +  v)  -j-  F  =  o, 
le  segment  commun  est  défini  par   les  valeurs   de   uv  et  de 
u  -f-  V  qui  vérifient  ces  deux  équations;  ce  qui  donne 

NP'  —  PN' 

uv  = 


U  -f-  V  =  — 


MX 
MF 


NM' 
PM' 


MN  —  NM'  ' 

donc  le  segment  commun  est  défini  par  les  racines  de  l'équa- 
tion 

(MN'  —  NM)  x»  +  (MF—  PM')x  -f  (NF  —  PN')  =  o. 
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La  construction  du  segment  commun  est  donc  ramenée  à 
construire  les  racines  d'une  équation  du  second  degré;  on 
peut  en  donner  plusieurs  solutions  graphiques,  par  exemple 
celle  qui  suit  : 


Après  avoir  fixé  le  segment  extérieur  UV  d'où  Ton  déduit, 
par  des  circonférences  variables,  tous  les  segments  de  la  pre- 
mière involution,  on  peut  choisir  U'V  de  manière  à  lui  don- 
ner une  extrémité  commune  avec  UV;  d'après  cela  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  XULT  déterminera  sur  X'X 
le  segment  ;xv  qui  est  commun  aux  deux  involutions  ;  ce 
segment,  d'ailleurs,  sera  tantôt  réel,  tantôt  imaginaire. 

Théorème.  —  Tout  segment  d'une  involution  déterminée 
divise  harmoniquement  le  segment  limité  par  les  deux  points 
doubles. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  cette  proposition 
connue,  à  savoir  :  la  division  harmonique,  quand  on  met 
l'origine  au  milieu  du  segment  à  diviser,  entraîne  la  relation 

uv  =  k2. 

Théorème.  —  V involution  est  projective  ;  cela  résulte 
immédiatement  du  théorème  précédent. 

Définition.  —  Deux  droites  associées,  OR,  OR',  qui 
pivotent  ensemble  sur  un  point  fixe  0,  sont  dites  se  déplacer 


JOURNAL   DE  MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  173 

en  involution,  si  leurs  traces  sur  une  même  droite  fixe  se 
déplacent  en  involution  ;  —  il  en  résulte,  en  se  fondant  sur 
le  théorème  qui  précède  immédiatement,  que,  si  l'on  prend 
le  pivot  0  pour  origine  des  coordonnées,  les  coefficients 
angulaires  des  deux  droites  sont  liés  par  une  relation  de  la 
forme  qui  suit 

(j  .  mm  -f-  h(m  -f-  m)  -\-  k  =  o. 
On  peut  dire  aussi   que  ces  deux  coefficients  angulaires 
sont  les  racines  variables  d'une  équation  du  second  degré 
ayant  la  forme  : 

Au2  -f  Bfx  -f-  C  -f-  X(A>2  -f  B>  +  G')  =  o. 

Théorème.  —  Quand  deux  droites,  mobiles  ensemble  autour 
d'un  point  O,  se  déplacent  en  involution,  si  le  point  O  appartient 
à  une  conique,  la  droite  PQ,  joignant  les  intersections  des  deux 
droites  avec  la  conique,  pivote  sur  un  point  fixe. 

En  effet  soit  l'origine  des  coordonnées  au  pivot  O  ;  l'équa- 
tion de  la  conique  sera 

Aœ2  +  2Bxy  -f  Ci/2  -f  2Dx  -f  2Ey  =  o  ; 


et  si  nous  désignons  par 

ux  -f  vy  -j-  to  =  o 
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l'équation  de  la  droite  PQ,  le  système  des  droites  OR,  OR', 

aura  pour  équation 

w(Ax*  -j-  2Bxy  -f-  Ci/2)  —  2(Dx  +  Et/)  (ux  -f  vy)  =  o 

ou  bien 

o  =  (kw  —  2Bu)xi  -f  2(Bw —  Ew  —  Dv)xy  -f-  (Cw  —  2Ev)yi 

Eu  +  Du  —  Bw 

alors  m  +  m  = ~ ^ ■ 

Cw  —  2Ev 

kw  —  2Dli 

et  mm  =  — — —  ; 

Cw  —  2&V 

il  s'ensuit  que  la  condition  d'involution  devient 

g(kiv  —  2Du)  +  h(Eu  -f  Du  —  Bw)  -f  k{Cw  —  2&v)  =  o 
ou  bien 

(M  —  2Vg)u  -f  (D  h  —  2Ek)v  +  [kg  -f  Ck  —  BA) w  =  o  ; 
or  cette  relation  est   linéaire   et   homogène  entre  u,  v,  w  ; 
donc  le  théorème  est  démontré. 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

h  =  o,  g  =  h, 
ce  théorème  devient  le  théorème  si  connu  de  Frégier. 
Remarque.  —  La  relation  involutive 

g  .  mm  -f-  h  (m  -f-  m)  -f-  k  =  o 
se  rencontre,  en  particulier,  pour  les  couples  de  diamètres 
conjugués  d'une  même  conique;  donc  le  théorème  précé- 
dent est  applicable  à  tons  les  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués d'une  conique,  quand  on  leur  mène  des  parallèles 
par  un  point  fixe  O  d'une  conique  prise  à  volonté. 

(A  suivre.) 


SUR  L'EQUATION  DU  TROISIEME  DEGRE 

Par  M.  Edouard  Lucas. 


La  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
dont  il  est  question  dans  les  deux  numéros  de  mai  et  juin 
paraît  due  à  Twining,  qui  l'a  publiée  en  1825  dans  V American 
Journal  of  Sciences  and  Arts  (p.  86);  elle  date  donc  de  plus 
d'un  demi-siècle.  Elle   a  été   exposée  aussi,    d'une  manière 
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bien  différente  et  fort  remarquable  par  M.  Hermite  dans  la 
théorie  des  formes  cubiques  binaires.  Nous  donnerons  d'a- 
bord la  méthode  de  l'auteur  américain;  nous  monterons 
ensuite  comment  l'on  peut  passer  de  la  méthode  de  Twining 
à  celle  de  M.  Hermite  par  l'emploi  des  formules  d'Euler  sur 
les  formes  homogènes;  nous  indiquerons  rapidement  la 
méthode  de  M.  Hermite  et  les  applications  que  l'on  en  peut 
faire. 

I.  —  Méthode  de  Twining.  —  Soit 

f(x)  =  ax3  -f  3bx*  -j-  3ca;  +  d  =  o  (1) 

l'équation  donnée;  posons  x  =  z  -f-  X,  l'équation  prend  la 
forme  azs  +  3B;2  -f  3C^  -f  D  =  o.  (2) 

dans  laquelle  B,C,D  sont  des  fonctions  de  À.    Déterminons 
X  par  la  condition  BD  =  G2,  l'équation  (2)  devient,  en  rem- 
plaçant D  par  C2  :  B  et  en  multipliant  par  BC, 
aBCz*  -f  3B2IV  -f  3BG2s  -f  G3  =  o 
ou  encore 

(Bx  -f  G)3  —  (B3  —  àBG)z>  =  o, 
d'où   l'on  tire,  en  désignant  par  j  une   racine    cubique    de 

l'unité,  

Bz-\-C  =  jz$B3  —  aBC.  (3) 

Quant  à  l'équation  BD  =  G2,  elle  donne  après  tous  calculs 
faits 

(ac  —  &*)as  +  (ad  —  bc)\  -f-  bd  —  c2  =  o  ;  (4) 

c'est  la  réduite  du  second  degré  qui  détermine  A  ;  on  tire 
ensuite  z  par  l'équation  (3),  et  finalement  x  par  z  -\-  l. 

Telle  est  la  méthode  de  l'auteur,  qui  fait  observer  qu'elle 
ne  s'applique  pas  lorsque  l'équation  proposée  a  une  racine 
double. 

II.  —  Laissant  de  coté  la  discussion  de  l'équation,  nous 
allons  montrer  comment  on  arrive  à  la  méthode  de  M.  Her- 

iiiitf. 

On  a,  par  le  théorème  de  Taylor, 

B=i-rw.  ^  =  x/u>'  D=/Wi 

remplaçons  À  pur  À  :  [x,  <*<  soit 

/•(X,-x)  z  oa*  +  36XV  -f  3cXfi"  -f  <i    . 
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l'équation  réduite  BD  =  C2  s'écrit  : 

i-rxk-f--Y<rtf=o.  (5) 

Mais  on  a,  par  le  théorème  d'Euler, 

et,  en  remplaçant  dans  l'équation  (5),  il  vient  après  avoir 
divisé  par  y.2, 

f\\T[L\i  —  (f\\tY  =  o. 
Ainsi  la  réduite  (4)  s'obtient  en  annulant  le  hessien  de  la 
forme  cubique.  Ce  résultat  se  vérifie  directement,   puisque 

l'on  a  —  f\i  =  al  -f  6a, 

III.  —  Théorème  de  M.  Hermite.  —  Toute  forme 
cubique  à  deux  variables  est  la  somme  des  cubes  de  deux  fonc- 
tions linéaires  que  l'on  obtient  par  la  décomposition,  en  facteurs, 
du  hessien  de  la  forme  proposée. 

En  effet,  soit 

f(x,y)  =  (ax  +  (3*/)3  -f  (oûc  +  S'y)3, 
et  désignons  pour  abréger  ace  -j-  $y  par  u  et  a'x  -\-  fiy  par 
v,  on  a 


—  /  'x  =  au2  -f-  aV 


-g-  r«  =  a2«  +  a'îy> 


6    '  ^ 


^M    _J_  ^ 


enfin 


f  "xy  =  a^w  +  a'p'v  ; 


H  = 


==  36(ap'  —  (3a')2wu. 


/    xx    I    xy 
I   y*   I    yy 

Ainsi  u  et  v  sont  proportionnels  aux  facteurs  linéaires  du 
nessien.  c.  q.  f.  d. 
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Ce  théorème  a  été    étendu  par   M.  Sylvcster  aux  formes 
de  degré  impair.  (Théorie  des  formes  canoniques.) 

IV.  —  Application  à  l'équation  privée  du  second 
ternie.  —  Soit  l'équation 

x3  -f-  îpxy*  -f  2qy3  =  o, 
dans  laquelle  l'inconnue  est.x:  y.  On  a 

g-   T  xx  =  T.    -g  f  m  =  px  4-  2ryy,    —  f,,  =  py  ; 

et  —  =  x  (px  -f  2qy)  —  p*y*. 

Si  l'on  décompose  en  facteurs  le  trinôme 
px*  -\-2qxy  —  p*y*, 
on  a   en  posant  R  =  yq%  -f-  p3 

u  =  p<c  -f  y  (ç  —  R),     v  =  px  -f  y  (7  -f-  R), 
ot  Ton  remplacera  l'équation  proposée  par 

m  [pre  +  y  (7  —  R)]*  +  n  [pas  -f  y  (g  +  R)]  =  o  ; 
on  détermine  le  rapport  m  :  n  en  annulant  le  coefficient  de 
x"-y,  ce  qui  donne 

m  (7-R)  +  n(q  -f  R)  =  o  : 
donc  l'équation  proposée  peut  s'écrire 


R  a  -I-  R 


=  o; 


px  4-  »/  (7  —  R)  .  1/  H 

,,r  _L_  y    7    _L_  R)  T      R 


— '/ 


+  '/    ' 

On  retrouve  facilement  la  formule  de  Cardan  en  posant 
y  =  1,  R  —  7  =  M»,     R  -f-  7  =  —  N3, 

et  choisissant  M  et  N  de  telle  sorte  que  MX  =  — p. 

V.  —  Application  à  la  physique.  —  La  méthode 
piécédente  es!  de  beaucoup  préférable  à  la  méthode  de 
Eudde.  En  effet,  il  arrive  souvent  dans  les  questions  de 
physique  que  les  équations  du  troisième  degré  auxquelles 
cou  lui-. -ut  certains  problèmes  se  présentent  sous  la  forme 
canonique  u'  -h  v3  =  o.  Ainsi, par  exemple,  dans  ce  pro- 
blème d'aérostatique  : 

Connaissant  l'épaisseur  1  d'un  ballon   de  densité  I)  contenant 

JOURNAL  DF.    MATH.    SPÉC.   1883.  8. 


et  finalement 
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un  fluide  de  densité  8,  et  plongé  dans  un  fluide  de  densité  A. 
déterminer  le  rayon  intérieur  x  du  ballon  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 
L'explication  du  principe  d'Archimède  donne 
x38  +  [(ac  -f-  s)3  —  x3]  D  =  (x  +  £)3A 
ou  bien      cc3(D  —  8)  =  (x  +  e)3  (D  —  A), 

X  '     D  —  A 

VI.  —  Problème.  —  La  forme  canonique  du  polynôme 
général  du  troisième  degré  permet  d'étudier  plus  facilement 
les  propriétés  de  ces  polynômes.  On  peut  ainsi  appliquer  le 
théorème  de  M.  Hermite  au  problème  suivant  qui  a  été  donné 
au  concours  général,  il  y  a  quelques  années  : 

Soit  l'équation  du  troisième  degré 

ax9  -)-  3bx2  -f-  3cx  -f-  d  =  o  ; 
on  pose  y  =  mx2  -f-  inx  -f-  p. 

et  l'on  demande  de  déterminer  les  coefficients  m,n,p  de  telle 
sorte  que  l'équation  en  y  obtenue  en  éliminant  x  entre  les 
deux  précédentes  admette  les  mêmes  racines  que  l'équation 
proposée. 

Ce  problème  est  assez  difficile  à  traiter  directement;  on 
commence  à  résoudre  la  question  sur  l'équation 

s3  -\-  i  =  o, 
et  l'on  applique  ensuite  les  théories  précédentes.  Nous  lais- 
sons au  lecteur  le  soin  de  développer  les  calculs. 


SUR  L'EQUATION  DU  QUATRIEME  DEGRE 

Par  M.  Edouard  Lucas. 


Le  môme  auteur  Twining  a  donné  une  méthode  de  résolu- 
tion de  l'équation  du  quatrième  degré  que  nous  exposerons 
encore. 

Soit  l'équation 

xi  +  4-bx*  -f-  6cx2  -f-  ^dx  -f-  e  =  o  ; 
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séparons  les  termes  de  degré  impair 

4&x-3  -f-  4<ix  =  —  x1*  —  ôcx'1  —  e  ; 
multiplions  par  l'indéterminée  X   et   ajoutons  x^  aux   deux 
membres 

xi  -f-  46/x3  +  4-d^x  =  (i  —  À)  ce4  —  ôcaoî"  —  el, 
ou  bien 

(x*  +  26X03  -f  — )  =œ*  (1  —  X)  -f-  2x*{2b*A*  +  j  —  3cX)  -f- 

-  ~  e" 
Exprimons   que  le  second  membre  est  un    carré   parfait, 
un  obtient  une  équation  du  quatrième  degré  en  X,  privée  de 
ternie  tout  connu.  Divisons  par  À  et  posons 

on  a  la  réduite 
-<  _  6cz2  -f  3  (4&d  -f  qc«  —  e)  -f  2  (rf2  +  &ae  —  66a/)  =  0, 
et  l'équation  proposée  devient,  avec  e  =  ±  1, 

te»  -f-  -x  +  d  •■••  eœ2  f  «2  —  4'  +  3   M2  —  ~- 

Il  y  aurait  lieu  de  développer  cette  méthode,  de  la  discu- 
ter, d'exprimer  %  en  fonction  des  racines  de  la  proposée,  et 
de  montrer  comment  ou  peut  la  déduire  de  l'équation  aux 
sommes  des  racines  de  la  réduite  de  Ferrari. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

Questions  d'examen    1883) 
[Suite,  voir  page  103). 


8.  —  On- propose  de  construire  la  courbe 


y  =  \/xa—  .  —  \  x>—  .  (i) 


Nous  supposons  d'abord  que  les  radicaux  soient  pris  avec 
1 'S  signes  explicites  ;  y  est  alors  une  fonction  bien  déter- 
minée el  l'on  peut  étudier  sa  variation  quand  x  varie  de 
1  à  -f-   *>.Mais  ici  se  présente  une  difficulté. 
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Lorsque  x  varie  de  i  à  -J—  oc  il  est  incontestable  que  y  a 
une  valeur  réelle;  si,  au  contraire,  x  varie  de —  i  à  -f-  i  les 
deux  expressions  \/x- —  i,  yx*  —  i  sont  l'une  cl  l'autre 
imaginaires.  Est-on  certain  que  la  différence  de  ces  expres- 
sions est  aussi  une  expression  imaginaire?  Ne  pourraient- 
elles  pas  être  delà  forme  a  -f-  (5«, a'  -f-  pi  ?  On  peut  donc  se 
poser  cette  question  :  Chercher  si  y  admet  des  solutions  réelles, 
quand  x  varie  de,  —  i  à  -f-  i. 

A  cet  effet  on  peut  écrire  l'équation  sous  la  forme 
[y  —  \J  ce2  —  i)4  =  x'*  —  i 
ou  y''  -j-  Gif(x2  —  i)  -f  (x2 —  i)2  — x'1  -f-  i 

=  W^2  —  i  (*2  +  y2  —  >  )  (2) 

Si  l'équation  (1)  admettait  une  solution  en  nombres  réels, 
x,  y';  x  étant  inférieur  à  l'unité;  cette  même  solution 
vérifierait  l'équation  (2).  On  voit  que  cette  hypothèse  est 
généralement  inadmissible,  parce  que,  d'après  l'équation  (2), 
\Jx"1  —  i  serait  une  quantité  réelle. 

Mais  la  conclusion  précédente  est  inexacte  dans  le  cas 
particulier  où  la  solution  considérée  x',y'  vérifie  l'équation 
x*  -\-  y2  —  i  =  o  et  nous  allons  montrer  qu'il  existe  quatre 
points  doubles  isolés  dans  la  région  du  plan  comprise  entre 
les  droites  x  =  -f"  i,  points  situés  sur  le  cercle 

œa  +  y2  —  i  =  o.  (3) 

En  effet,  cherchons  l'intersection  de  la  courbe  donnée 
avec  ce  cercle.  L'équation  (2),  en  tenant  compte  de  (3), 
devient  yi  -6|/'  +  2/4-(i  —  >/)'  +  i  =  o 

ou  y2W  —  2)  =  O. 

L'hypothèse  y  —  o  donne    les  points  A,a  situés  sur  ox  ; 

2 

mais  en  prenant  y!=--,oiia  quatre  points  doubles  isolés, 
points  dont  les  coordonnées  sont 

*  =  ±jAf'  y  =  ±lf-j- 

Ce  résultat  peut  être  obtenu  autrement. 

Posons  

(A)  \Jx2  —  i  =  p«,       \/x*  ~  i  =  p'i  (B) 

<»l  aussi  \  x' —  i    =y/£ï  =  a -f  pî  (G) 
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Dans  les  égalités  (A)  et  (G)  nous  avons, à  dessein,  donné 
à  i  le  même  coefficient  p\ 

On  a  d'abord  [i'i  =  xa  —  S2  -f-  2<xp% 

par  conséquent 

P'  =  20$  et  x2— £2  =  o. 
En  prenant  a  =  |3,  on  a  $'  =  2e.2.  (D) 

D'autre  part  les  égalités  (A)  et  (B)  donnent 

x2  —  1  —  —  ry 

y-i  1    fi'2 

Us  1 p    , 

et,  par  suite  (i1  -f-  P'2  —  2?'2  =  o.  (D') 

Les  égalités  (D)  et  (D')  conduisent  à  la  relation  suivante 
p2(5pa  —  2)  =  o 
et  comme  [3  n'est  pas  nul,  on  a,  finalement, 

De  celle  valeur  de  p  on  déduit,  comme  tout  à  l'heure 

3 


et  y1  =  — . 

On  peut,  d'ailleurs,  vérifier  que  l'on  a  Lien 

les  radicaux  étant  pris  avec  les  signes  explicites.  Cette  éga- 
lité revient  en  ctlet  à  celle-ci  : 


\  2  =  \  --2  —  y  —  16, 
donl   la  vérification  est  évidente. 

Le  point  délicat  que  qous  venons  d'examiner  se  présente 
dans  un   grand  nombre  de  courbes,    par  exemple  dans  la 

suivante           y  =  x  y7  1  —  oc*  -f-  \/  x  —  x3 
qui  a  été  égale ai  proposée  et  sur  laquelle  on  pourra  ré- 
péter l'un  ou  l'autre  des  raisonnements  qui  précèdent. 

Revenons  maintenant  à  la  courbe  (I).  On  reconnaît  que 
l'équâlion  (1 1  donne  un  bras  de  courbe  ABC,  quand  x  varie 
de  ià-}-  00;  elle  bras  symétrique  xpy,  quand  x  varie  de 
—  1  à  — 
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L'équalion  dérivée  admet  une  racine  entre   i   et  2  et  elle 
n'a  pas  d'autre  racine  réelle;  enfin  pour  x  =  00,  en  changeant 

x  en  —  on  voit  facilement  que  la  limite  de  y  est  égale  à  zéro. 

En  prenant  l'équation 

y  =  \/  x2  —  1  -f-  V  œ*  —  l 
on  a  un  bras  de  courbe  AD  et  son  symétrique  ao.  Ils  admet- 
tent pour  asymptotes,  respectivement,  les  droites  y  =  ix, 


y  = —  2vC  et  la  courbe,  quand  on  donne  aux  radicaux  suc- 
cessivement les  signes  -f-  et  —,  a  la  forme  générale  indiquée 
par  la  figure. 


9-  —  Décomposer  la  fraction  irréductible 


a  «b? 


en  fractions 


de,  la  forme  — ,  et—.  On  suppose  que  a  et  h  sont  des  nombres 

premiers  et  que  Von  a 

o  <  m  <  a.    —  b  <  11  <  b,    h  <  x,  h'  <  p. 
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Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  toujours  établir  l'égalité 

—  =P  +  ^i  +  _!^+       +  !^  +  ^l+      +.3L 

a*bï  o3         a3-1    ^  '        '      a         60  T    '  *  ^   b 

P;  mu   . . .  ma  ;  nlt  . . .  na  étant  des  nombres  entiers. 
On  a  eri  effet 

A  x         r    A  oc  -j 

Ô«P  "~    a«        L  «ai^  ô*  J 

A            .'•     ,     A  —  xb°j 
ou  —  = \-  ,  |  \ 

a'-tf         a*  a*bP 

Disposons  maintenant  de  x  de  façon  à  vérifier  l'égalité 
A  — .  xbP  -\-  ay. 

C'est  uneéquation  indéterminée  du  premier  degré,  eteomme 
a  et  bP  sont  premiers  entre  eux.  on  sait  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  valeurs  entière*  à'x  et  d'y  représentant  une  solution 
de  celte  équation.  Soit  x'  y'  cette  solution,  choisie  de  telle 
façon  que  Ton  ait  x  >  o  :  cette  condition  peut  toujours  être 
vérifiée;  on  sait  pourquoi. 

On  a  donc  A  =  x'b&  -f-  ay' 

et  l'égalité  (1)  devient 

—  =  —  +       V'      ,  (2) 

arb"  a7-  a%    bP 

Nous  avons  dit  que  x  était  un  nombre  positif;  s'il  est 
plus  petit  que  a,  la  première  fraction  est  obtenue  ;  sinon 
on  divisera  x  par  a  et  l'on  auro 

x  =  aq  -f-  w,     (m{  <  a), 
L'égalité  (2)  devient  alors 

\  Wi      ,         .'/ 


6/3 

ou.  finalement,      — —  =  — —  -\ ^—  ;  (3) 

a*bP         <ia         aa~lb& 

égalité  dans  laquelle  mt  désigne  un  nombre  entier  positif  el 
inférieur  à  ./. 

On  peut  toujours  supposer  que — — --  est  une  fraction  pro- 
premenl   dite;   s'il  n'en  élail  pas  ainsi,   on  effectuerait   la 
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division  et  l'on  obtiendrait  la  partie  entière  que  nous  avons 

désignée  par  P. 

A 
Ainsi  l'égalité  (3)  permet  de  mettre  la  fraction sous 

la  forme  arithmétique  — 1 7—-  ,  A    étant   positif    ou 

a"  aa~  b& 

négatif.   En    appliquant  successivement   cette  propriété  on 

obtient  l'égalité  suivante 

A  m,     .      m,  ,     m-/.     ,      B 

=  — —  +  — -r  +  •    •    ■  ± '  + '. 

a«bô  aa   '  '  a*  «    '   "    fci3 

Si  B  est  plus  grand  que  b,  pour  décomposer  la  fraction 

- —  ,  on  divisera  d'abord  B  par  b,  ce  qui  donne 
bP 

B  =  bqx  -f  nL 

.  ..  B  »,  (yt 

et  par  suite  — —  =  — ; — h  ■   r   ,    . 

Si  l'on  a  qx  <  6  le  développement  est  effectué  ;  sinon,  on 
divise  qx  par  6  et,  eu  poursuivant  ces  calculs  bien  connus, 
on  déterminera  successivement  les  coefficients  n. 

10.  —  Démontrer  que  la  décomposition  précédente  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  façon  lorsque  les  coefficients  m  et  n  sont 
positifs. 

Admettons  que  l'on  ait  trouvé  par  deux  procédés  différents 

a«6|3  ^a«    ^     «-     ^        ^   6p   ^  '6P-i     ^  '" 

et 

aHP       ^+  «a   +    a  -      +        ^    6P   ^   6^     +   * 
Les  coefficients  m,  r  étant  positifs  et  inférieurs  à  a,  et  les 
coefficients   n   et   s,   positifs   et  inférieurs  à  b,  nous  allons 
montrer  que  ces  coefficients  sont  égaux,  deux  à  deux. 
En  effet,  considérons  l'égalité 

p+-L+...+^+.,.=Q  +  -*-+...  +■£+... 

a  b  a  b 

et  multiplions  les  deux  membres  par  a^'-b  : 
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ou  a  -^— = —  =  N, 

a 

N  désignant  un  nombre  entier  que  l'on  peut  supposer 
positif;  a  étant  premier  avec  b  ,  cette  égalité  exigerait  que 
mi  —  >'i  fût  divisible  par  a.  Cette  hypothèse  n'est  pas  ad- 
missible, les  nombres  my  et  ?\  étant,  l'un  et  l'autre,  positifs 
et  inférieurs  à  a. 

Ainsi  l'on  a  mt  =  i\.  Ce  point  étant  établi,  on  voit  com- 
ment, de  pioche  en  proche,  on  vérifie  l'identité  des  deux 
développements. 

11.  —  Surface  du  triangle  sphérique  dans  une  sphère  de 
rayon  R. 

En  désignant  par  S  la  surface  du  triangle  et  par  A,  B,  G 
les  angles,  on  sait  comment  on  est  conduit  à  l'égalité 
2S  -f  2ttR2  =  fus  A  +  fus  B  +  fus  C 

/      TT 
D'ailleurs  fus  H  =  2zR2  (  - 

on  a  donc  S=  ^R2 


180 
A-f-B  -f  G 


180 

C'est  la  formule  demandée,  formule  dans  laquelle  A,  B,  G 
désignent  les  angles  du  triangle  exprimés  en  degrés.  Cette 
formule    est    employée  en   géodésie,    avec  cette  différence 

légère  que  le  rapport est  exprime  en  secondes; 

l'excès  sphérique  des  triangles  considérés  à   la  surface    de 
la  terre  étant  toujours  assez  petit. 

12.  —  Équation  d'un  paraboloide  de  l'évolution  qui  a  pour 
trace  l'ellipse  z  *=  o,  b2x2  +  a2y2  —  a2b*  =  o. 

On  peut  partir  de  l'équation 

b2x2  +  «Y  —  a*6'+  *(<*#  -f-  /.'/  +  Y3  +  3)  =  o 
pour  exprimer  :   1°  que  la  surface  est  de  révolution  ;  2°  que 
cette  surface  est  un  paraboloide. 

En  posant  comme  toujours 

a2  —  b2  =  c2 
on  trouve 
(ce,  y,  z)  =  b*x*  -f  a2y2  +  c2*2  ±  2bczx   -f   Bjj   —  a*b'  =  o. 
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Il  est  facile  de  vérifier:  1°  que  c'est  un  paraboloïde  ellip- 
tique, parce  que  l'on  a 

f  (x,ij,  z)  =  «Y  +  (bx  ±  c-)2  "h  (8*   —  a2b~)  =  o, 
équation  d'un  paraboloïde  elliptique,    sauf  pour  0  =  0; 
2°  que  cette  surface  est  de  révolution,  parce  que  son  équa- 
tion peut  s'écrire 

a2(x2  -f  y2  -f-  z2)  +  lz  —  a2b2  —  (ex  ±  bz)2  =  o. 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  Poujade,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Lyon. 


DÉCOMPOSITION  DES    FRACTIONS    RATIONNELLES,  CAS  D'UNE    RACINE 
IMAGINAIRE   MULTIPLE 

On  sait  que  si  f(x)  =  (x2  -f-  px  -j-  q)y(x)  on  a 

-ÏM.  =0(0=)  + ,PW        +  *  <«> 


/»  (ac2+pœ-f  ?)"  cp(cc)    ' 

En  supposant  F  et  /*  premiers  entre  eux,  cp  premier  avec 
as2. -f-  p&  +  Ç>  puis  désignant  par  Q  (x)  un  quotient  entier, 
P  (x)  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  in  et  premier  avec 
x2  -f-  px  -j-  q  ; 

Si   l'on  divise  P  (#)  par  ce2  -j-  px  -\-  q  —  z,    z  étant   une 
constante  arbitraire  il  vient 

P  (x)  =  (X2  -f-  px  -f  9  —  z)  S  (X)  -f  aX  -f  p 
S  (x)  désignant  le  quotient,  polynôme  entier  en  x  et  en  zs 
ace  -j-  (3  le  reste  où  a  et  (3  sont  des  fonctions  entières  de  z 
du  degré  n  —  1  au  plus.  Ce  point  se  constate  en  remar- 
quant que  dans  la  division  z  apparaîtra  au  premier  degré 
dans  le  troisième  coefficient  du  quotient  et  au  deuxième 
degré  dans  le  reste,  puis  au  deuxième  degré  dans  le  cin- 
quième terme  du  quotient  avec  reste  du  troisième  degré 
en  z,  etc. 

L'égalité  ci-dessus  a  lieu  pour  autant  de  valeurs  distinctes 
de  z  qu'on  voudra,  donc  c'est    une   identité  et  l'on  y  peut 
faire  z  =  x2  -f-  px  -f-  q.  Mais  nous  avons 
ax  -f  p  =  anX  +  pn  -f-  (an_!X  -f-  pn^)z  -f-  .  .  .  -f  (oqx  -f  p^)Zw~i 
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et  il  est  visible  que  a„,  pn  ne  peuvent  être  nuls,  à  la  fois  ; 
sinon  ace  -f-  p  s'annulant  pour  z  =  o,  P  (x)  serait  divisible  par 
x1  -f-  px  -|-  q  contre  l'hypothèse.  Ainsi  on  a  enfin,  quel  que 
soit  x  : 

P  (x)=  xnx  +  pn  +  (a„_trr  +  (*tl_,)(a:2  -\-px  +  q)  -f-  .  . . 

+  (aiœ  -f  ?!>(»"  +  Px  +  9)n_i- 
Par  suite  pour  la  fraction  correspondante  : 

P(x)  anx  +  pn  an_iX  -f-  £„_, 


(X*  +  px  +  q)n  "   (x2  -\-px-\-  q)n    '     {x2  +  pas  +  q)n~l 
r,x  +  fr 
x2  +  pa?  -f  g  " 
C'est  la  forme  de  développerneut    qu'il  s'agissait  d'obte- 
nir. 


QUESTION  4 

Solution  par  M.  Kœhler. 


Une  corde  PQ  d'une  ellipse  est  normale  en  P;  trouver  le 
minimum  de  cette  corde,  et  démontrer  que.  si  PQ  est  minimum, 
le  centre  du  cercle  osculateur  en  P  est  le  point  Q.  O  étant  le 
pôle  de  PQ,  montrer  que,  si  OP  est  minimum,  le  pôle  sera  situé 
sur  la  seconde  tangente  commune  à  l'ellipse  cl  au  cercle  oscu- 
lateur en  P. 

La  normale  PQ  au  point  P  de  l'ellipse  a  pour  expression 

4  a2/;2  (<r  sin'2  w  -f  b-  cos2  w)3  .      .        ,, , 

N2  =       ,  t    .  , rrr — .    \»       »  en  aPPelant  w  l  augle 

(a4  sin2  io  -f-  64  cos-  w)2 

exceatrique  pour  le  point   P.   En  dérivant  par  rapport  à    a> 

on  trouve  l'équation 

tg«  0)  la'  —  2a262)  +  b%  —  2a262  =  o, 

et  par  suite  N  =  -  3  •  C'est précisémentla  valeurdu  rayon 


(a'+è2) 


a 


(n2  sin2  (o  -f-  &2  cos2  («>) 
de  courbure  uupointP,  qui  cstR= ■ 
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La  distance  du  point  P  au  pôleO  de  la  normale  est  donnée 
par  la  formule  facile  à  établir 

-yp'2        fl2  sin2  w  "h  °2  cos2  ^Y 
sin2  w  cos2  co 
Pour  trouver  le  minimum  on  a  l'équation 
a2tgco  -J-  2Cstgaw  —  62  =o. 
Gela  posé,  on  trouve  pour  le  coefficient   angulaire  de  la 
tangente  à  l'ellipse  au  point  Q  la  valeur 

•  b  cos  (o       (c4  sin2  co  —  64) 
a  sin  io       (c4  cos2  w  —  a4) 

Soient  (a/,î/')  les  coordonnées  du  pôle  0,  savoir  x  = 


C"  COS  40 


b2 

v'  — : :  soient  (a,  6)  celles   du  centre  de  cour- 

u  c2  sin  o)  '  v  '  ' ; 

c*  c2 

bure  C,  savoir  <x  =  —   cos3  co,  B  =  — -  sin3  co. 
a  b 

Les  coefficients  angulaires  des  tangenles  au  cercle  issues 

du  point  0  se  trouveront  en  exprimant  que  la  droite  y  —  y' 

—  m  (x  —  x')  =  o  est  distante  du  centre  G  de  la  longueur 

3 

„        (a2  sin2  w  -4-  62  cos2  co)  '      _      ,   . 

R  = — —  .  On  doit  avoir 

au 

[|3  —  y'  —  m  (a  —  ce')]2  =  R2  (i  +  m2), 

ou  en  développant 

(ç?  cos3  co  a2        \2       (a2  sin2  co-f-62  cos2  w)s  1 


TO 


[(' 


2  m 


a  c2  co..     /  a262  J 

c2  cos3  co  a3      \    /       bs  c2  sin3  co 


a  c2  cos  co/    \  c2  sin  co  b 

b3  c2  sin3  co  \2        (a2  sin2  co  —  62cos2  co) 


/       bJ  c2sin3co\2        (a2sm2  co  —  62cos2  co)  _ 

"■    \  c2  sin  co  b        /  ô2^  °* 

Le  produit  des  deux  valeurs  de  m  est 

cos2  co     ra2(c4  sin4  co — 64)2  — c4sin"'  co(a2  sin2  co  -f-  62  cos2  co)3"| 

sin2  co     L.62(c4cos4co  —  a4)2  —  c4cos2  a>  (a2  sin2  co -j- 62  cos2w)3  J 

et  comme  l'une  d'elles  doit  être  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  OP,  c'est-à-dire ,  on  trouve  pour  le 

b  cos  co 
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coeilicientde  la  seconde  tangente 

a  cos  co    r  a2  (c4  sin*  co  —  &*)2  —  . .  .    | 

b  sin  co     L  b2  (c4  cos4  co  —  a1)'-  — 1 

Exprimons  maintenant  que  m  est  égal  au  coefficient  de  la 
tangente  à  l'ellipse  en  Q;  nous  aurons  les  conditions  pour 
que  la  tangente  commune  passe  par  le  pôle  de  la  normale. 
On  trouve 
o;(clcos2ft> — a4)(cisinico— 61)2— 6*(c4sin2oj — cV)(c4cos4co— aKf 
=  ck  (a2  sin2  co  -f-  b2  cos2  co)3 
X  [a2  sin2  co  (c*  cos2  co  —  a4)  —  b2  cos2  co  (c4  sin2  co  —  b ■')] 

Mais  on  a 
c4  sin4  co  —  64  =  (c2  sin2  co  —  b2)  (a2  sin2  co  +  b2  cos2  co) 
c4  cos4  co  —  a4  =  (c2  cos2  co  +  a2)  (  —  «2  sin2  co  —  b2  cos2  co) 
On  peut  donc  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente par  (a2  sin2  w  -f-  b2  cos2  co)2,  et  il  reste 
a*  (c*  cos2  co  —  a4)  (c2  sin2  co  —  &2)2 
—  6*  (c'  sin2  co  —  <V)  (c2  cos2  co  -f  a2) 
=  c4  (a2  sin2  co  -f-  ^2  cos2   w)  (c<i  cos2  w  sin2  co  -j-  ¥   cos2  co 

—  a°  sin2  co) 
ou,  en  conservant  seulement  les  puissances  de  sin  co  : 
—  c8  (a1  -f-  &*)  sinfi  co  -f  3&'*c8  sin4  co— &*c4  sin2co  (a*—  6a2cV  +  &4) 

—  c*&a  (2a2  —  62) 
=  c4  (c2  sin2  co  4-  &2)  [&G  +  (cG  —  &6  —  a6)  sin2  co  —  c6  sin4  co] 
On  peut  encore  diviser  les  deux  membres  par  c2  sin2  co 
-f-  b2,  et  il  vient, 

—  r2  (a*  -f  b'')  sin4  co  -f-  b2  (a*  +  6*  +  362c2)  sin2  co 
—  6*  (2rt2  —  b2) 
=  —  c°  sin4  (o  -f-  sin2  co  (c8  —  6G  —  a6)  -f-  6fi 
ou  enfin  c2  sin1  co  —  2a2  sin2  co  -\-  b2  =  o. 

Passant  du  sinus  à  la  tangente,  on  retrouve  l'équation 
o'tg*  co  -f-  2c2  tg2  co  —  b2  =  0,  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  OP 
soit  minimum. 
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QUESTION  6 

Solution  par  M.  H.  Ferval,  élève  au  Lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé 

de  Lépinay). 


Si  dans  une  équation,  A,  B,  G,  D  désignent  quatre  coefficients 
consécutifs  positifs,  ou  tels  tout  au  moins  que  AG  soit  positif  ; 
si  Von  a  BG  =  AD,  l'équation  proposée  a  des  racines  imaginaires. 

Si  l'on  multiplie  le  premier  membre   de  l'équation  con- 
sidérée par  Bx  —  G  ;dans  l'équation  obtenue  n'existera  pas 
la  puissance  de  x,  dont  B  élait  le  coefficient,  et  les  coefli- 
cients  des  termes  qui  limiteront  la  lacune  seront 
B2— AG  etBD  — C2. 

Or,  en  vertu  de  la  relation  BG  =  AD,  l'expression  B2  —  AG 

BAD  A 

peut  s'écrire    — AC  ou  -— -(BD  — G2); 

d  G 

AG  étaut  >  o,  par  hypothèse,  la  nouvelle  équation  présente 

une  lacune  d'un  terme  entre  deux  termes  de  même  signe  ; 

elle  a  donc,  ainsi    que  la  proposée,  au  moins  deux  racines 

imaginaires. 


QUESTION  47 

Solution  par  M.  H.  Fkrval.  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


Lorsque  cinq  coefficients  consécutifs  d'une  équation  sont  : 
A,  B,  G,  2B  —  A,  2G  —  B, 
l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  ap,  ap-i  ...  Op_i,  les  cinq  coefficients  A, B, G, 
2B  —  A,  2G  —  B,  de  l'équation  considérée;  ces  cinq  coeffi- 
cients satisfont  aux  deux  relations  : 

a    —  2a?_{  -f-  flp_3  =  o 
ap-i  —  2ap-2  +  aP_;  =  o. 
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Eu  multipliant  le  premier  membre  de  l'équation  par  l'ex- 
pression i  —  2x  -f-  œs, 

qui,  égalée  à  zéro,  n'admet  que  des  racines  réelles,  on 
obtient  une  équation  présentant  une  lacune  de  deux  termes, 
les  puissances  de  x  dont  A.  et  B  étaient  les  coelticients  res- 
pectifs venant  ù  manquer;  l'équation  nouvelle  et  par  suite  la 
première  ont  donc  au  moins  deux  racines  imaginaires. 


QUESTION  48 

Solution  par  M.  II.  Feryal,  élève  au  Lycée   Henri  I\ 


Lorsque  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équation  sont  : 
4_  3A    —  A    —  A    -f  3A, 
V équation  a  des  racines  imaginaires. 

En  désignant  par  ap,   «,,_i.  ap_2,  Œp-s»  ces  quatre    coeffi- 
cients consécutifs,  on  voit  qu'ils   satisfont  aux  deux  rela- 
tions ap  -f-  20p_i  -f-  ap_2  =  o 
ap-i  +  20p-2  -f  (i,.-.i  =  o. 

Si  l'on    multiplie    le    premier    membre  de    l'équation  par 
i  -4-  ix  -\-  x"2  ou  (i  -(-  x)'1,  on  fait  disparaître  les  puissances 
de  x  qui  avaient  pour  coelticients  respectifs  ap  et  ap_r,  l'é- 
quation obtenue,  ainsi  que  l'équation  considérée,  aura  donc* 
au  moins  deux  racines  imaginaires. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


72.  —  On  donne   une  parabole  P,  rapportée  à    ses  axes 
ordinaires;  parle  pied  de  la  directrice,  on  mène  une  ti 
versa  le  qui  rencontre  1'  eu  deux  points  A,  B  :  soit  (  :  le  cercle 
qui  passé  par  ces  points  et  par  le  foyer  de  P. 

Lieu  des   centres  des  cercles  U.  Ce  lieu  esl  une  parabole 
cubique. 
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Enveloppe  des  polaires  de  l'origine.  Cette  courbe  est  une 
cubique  unicursale. 

Enveloppe  des  cercles  G;  on  trouvera  une  quartique  à 
point  triple. 

Par  le  pied  de  la  directrice  on  mène  deux  droites  rectan- 
gulaires A'  et  A"  ;  soient  C  et  G"  les  cercles  correspondants; 
trouver  le  lieu  des  points  communs  à  G'  et  G";  ce  lieu  est 
une  quartique  passant  doublement  parles  ombilics  du  plan. 

(G.L.) 

73.  —  On  considère  un  triangle  ABC,  inscrit  dans  une 
parabole,  et  dont  l'hypoténuse  est  une  normale  de  la 
courbe.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle  inscrit 
à  ce  triangle.  (G.  L.) 

74.  —  On  décrit  une  conique  osculatrice  à  une  conique 
donnée  en  un  point  P,  et  passant  par  les  foyers  F  et  F'. 
Démontrer  que  les  tangentes  en  F  et  F'  se  coupent  au  centre 
du  cercle  osculateur  en  P.  (Kœhler.) 

75.  —  Le  nombre 

(y/2+  i)2»-1  +(y/I—  i)2"-1 
2  y 2 
est  la  somme  de  deux  carrés  entiers.  (Catalan.) 


Le  Rédacteur-Gérant. 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  OENTRALE    DES     CHEMINS  DE   FER.   —  IMPRIMERIE  CHA1X. 
HUE  BERGÈRE,  20,    PARIS.    —   1t5">06-3. 
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SUR    UNE 

NOUVELLE  ESPÈCE  DE  FRACTIONS   CONTINUES 

P;ir  M.  Ci.  de  Loiigchaiiips. 


L'objet  de  ce  mémoire  est  le  développement  eu  fractions 
continues,  d'un  nouveau  genre,  des  quantités  irrationnelles 
de  la  forme  a  -f-  y ''p.  a  et  p  désignant  des  nombres  entiers. 
Nous  nous  appuierons  à  plusieurs  reprises,  dans  ce  travail, 
sur  un  théorème  de  Lagrange;  mais  nous  devons  entrer, 
d'abord  dans  quelques  détails  sur  ce  théorème  fondamental 
de  l'analyse  récurrente  et  nous  ferons  connaître  la  démons- 
tration élémentaire  que  nous  en  avons  donnée  autrefois  (i). 

I.  Définition  des  suites  récurrentes.  —  Lorsqu'une 
quantité,  que  nous  désignerons  par  U„.  et  dont  la  valeur 
dépend  du  nombre  entier  et  positif/!,  est  liée  aux  quantités 
de  même  espèce  U„_i,  U„_2,  . . .  U„_,  par  une  relation  linéaire 
et  homogène 

U„  +AtU1_1+  ...  4-AfUw_i  =  oI 
on  dit  que  ces  fonctions  D  forment  une  suite  récurrente  et 
la  relation  précédente  constitue  la  loi  de  récurrence  de  ces 
fonctions.  Si  l'on  veut  des  exemples  de  nombres  récurrents, 
on  peut  d'abord  citer  les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique qui  vérifient  constamment  l'équation 
U„  —  q  U„_!  =  o. 

Dans  les  progressions  arithmétiques,  dois  termes  consécu- 
tifs UB,  Un-ij  Un-2  vérifient  toujours  la  relation 
U„  -  2U„_1  +  U„_,  =  o. 

Enfin,  pour  citer  un  dernier  exemple  emprunté  à  la  trigo- 
nométrie élémentaire,  nous  rappellerons  qu'en  posant 
U„  =  sin  nx    et    cos  x  =  a,  on  a 

rHtl  -  2*uM  +  u„_,  =  o. 


(1)  Association    française    pour    L'avancement    des    sciences.   Congn     d« 
Reims,  1880. 
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Lorsque  les  coefficients  At,  A2,  ...  A,  sont  des  constantes, 
on  a  une  suite  récurrente  proprement  dite;  dans  le  cas  où  ces 
coefficients  varient  eux-mêmes  avec  n,  on  obtient  ce  qu'on 
peut  nommer,  pour  les  différencier  des  autres,  des  suites 
récurrentes  transcendantes . 

Une  fonction  U„  vérifiant  l'équation  de  récurrence  propo- 
sée est  dite  une  intégrale  de  cette  équatiou.  Lorsque  Un  ren- 
ferme des  constantes  arbitraires  dont  le  nombre  est  tel  que 
toute  intégrale  puisse  être  représentée  par  Un,  pour  des 
valeurs  convenablement  choisies  des  constantes,  on  dit  que 
U„  est  l'intégrale  générale. 

Les  suites  récurrentes  proprement  dites  ont  été  étu liées 
particulièrement  par  Lagrange  qui  a  donné  sur  elles  le  théo- 
rème suivant: 

II.  Théorèm.3  de  Lagrange. —  Soit  une  fonction  Un, 

vérifiant  l'égalité 

Un  +  A^  +  . . .  +  AJjV,  =  o  (1) 

et  soii  ?j  -f  Ajz'-1  -j-  •  •  •  +  M  =  o  (2) 

une  équation,  déduite  du  (1)  d'après  une  loi  évidente. 

Si  cette  équation  que  nous  nommerons  équation  génératrice 
n'a  pas  de  racines  égales,  l'intégrale  générale  de  (1)  est  donnée 
par  la  formule 

Un  =  alZl»  +  a2z2»  +  •  •  •  +  oclZln  (A) 

at,  oc2,  ...  ai5  désignant  des  constantes  arbitraires  dont  la  valeur 
dépend,  en  général,  des  données  initiales 

u0,   ulf    ...  U^ 

et  zl9  z2,   ...  Zi  étant  les  racines  de  l'équation  génératrice. 

Posons       y  =  U0  -f  U^  +  U2cc2  -f  . . .  -f  XJnxn       (3) 
et  multiplions  les. deux  membres  de  cette  égalité,  succes- 
sivement par  i,  Ajjc,  A2cc2,  ...  kiœJ. 

Si  nous  ajoutons  ces  résultats  et  si  nous  tenons  compte 
de  la  relation  (1)  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières 
de  n,  supérieures  à  (i  —  i),  nous  voyons  disparaître  les 
termes  en  x\  xi+l,   . ..  xn  et  nous  obtenons  finalement 

y  (i  -f  A^  -f  A2x-*  +  .  •  •  +  A,x<)  =  cp  (x)  +  xn+i  *  (x) 
ty  (x)  et  cp  (x),  étant  des  polynômes  entiers  du  degré  (i —  i) 
tout  au  plus. 
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Considérons  maintenant  la  fraction  — ■ — : ■ — ■ ; 

i  -f  Atx  +  ...  -j-Atxl 

on  a,  identiquement,  par    la    décomposition    connue  d'une 

fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  à  coefficients  réels 

ou  imaginaires, 

~>    [&)  'h         |         "a         I  ;  *i 


i  -j- A,x-f  ... -f- A,x1'        x  —  0t        x  —  0,  x  —  0, 

8l5  02,   ...   6,  désignant  les  i  racines  de  l'équation 

F  (x)  —  A,.x'  +  . . .  +  ktx  -f-  i  =  o.  (-2') 

On  doit  observer  ici  que  les  racines  de  (2'}  sont  les  in- 
verses des  racines  de  l'équation  (2);  celles-ci  étant  supposées 
distinctes,  0l5  ô2,  ...  0,.  sont  des  nombres  différents. 

On  a  donc 


y 


K+-=±-  +  -+zA-  +  *«-V£m 


ce— ôj         x — 02  x — Bi  JF  (jc) 

Si  nous  prenons  n  fois  de  suite  la  dérivée  de  y,  dans  les 
égalités  (3)  et  (3'),  nous  obtenons  en  égalant  les  deux 
expressions  de  y'n),  et  en  y  faisant  x  =  o. 

ou  encore,  en  posant 

_  _Ài_     _.    __  _*L  __   *i 

at         ^  .        j.,_  —   ^  , .  . . ,  -    x,         ^  , 

et  en  remarquant  que  l'on  a 

i  i  i 

U„  =  oc1is1fl  -f  x2s2"  +  .  .  .  +  *.-."• 
•  -est  la  formule  que  nous  voulions  établir,  formule  dans 
laquelle    a,,  y..,,   .  . .   •/,  désignent    i    constantes  arbitraires  ; 
la  valeur  de  ces  constantes  est  déterminée  quand  on  connaît 
les  i  premières  Fonctions  U, 

u„,    u,.    ...    u,  ». 

Nous  allons  développer  ce  dernierpoint,  dans  le  paragra- 
phe suivant,  et  montrei  que  la  loi  mule  (A)  donne  bien  l'in- 
tégrale générale. 

III.  Détermination  des  constantes  arbitrai- 
res. —  LTne  relation  de  récurrence  entre  (/-f-  1 1  fonctions  l 
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U„,  U„_i,  . ..  U„_i, 
permet  de  calculer  U, -,  connaissant  U0,  Uj  ...  U,-_i;  puis 
U,-+i  ,  etc..  Il  y  a  donc  i  constantes  arbitraires  qui  sont  ou 
les  i  premières  fonctions  U.  ou  des  quantités  en  nombre  i, 
et  dépendant  de  celles-ci.  Xous  voulons  montrer  que  les 
constantes  arbitraires  de  la  formule  (A)  sont  bien  déter- 
minées quand  on  donne  les  i  premières  fonctions  U. 
En  effet,  la  formule  (A)  donne 

U0  =  *i  -f  a2  +  •  •  •   +  *i 

Ut  =  U.&1  +  ttaz!  +   •  •  •  +  tt»2i 


u«_i  =  «iV-1  +  v.*-1  +  •  •  •  +  ^rl 

Dans  ces  équations  linéaires  le  déterminant  des  inconnues 
est 


I 

I 

I 

si 

®î        •    * 

•           *t 

r-     i— 1 

v2 

— 1 

•          >          • 
jg.t-1 

C'est  un  déterminant  de  Vandermonde,  d'ordre  i,  et  Ton 
sait  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro  quand  lesquan- 
tités  réelles  ou  imaginaires  *t,  zs,  . .  .  z.  sont  différentes 
hypothèse  que  nous  avons  faite. 

Ainsi  les  paramètres  x  sont  bien  déterminés  quand  on 
donne  les  i  premières  fonctions  U,  et  elles  sont  indétermi- 
nées, si  une  ou  plusieurs  de  ces  fonctions  sont  elles-mêmes 
indéterminées.  Il  résulte  de  cette  remarque  que  la  formule 
(A)  donne  bien  l'intégrale  générale,  et  qu'il  n'existe  aucune 
intégrale  particulière  qui  ne  puisse  être  donnée  par  cette 
formule  quand  on  donne  aux  coefficients  a  des  valeurs  con- 
venablement choisies. 

IV.  Théorème  de  Lagrange  dans  le  cas  des 
racines  égales.  —  Lagrange  a  examiné  le  cas  particu- 
lier où.  l'équation  génératrice  admet  des  racines  multiples 
et  a  montré  la  modification  profonde  que  subit,  dans  cette 
hypothèse,  l'intégrale  générale.  La  démonstration  que  nous 
venons  de  donner  du  théorème  de  Lagrange,  dans  le  cas 
général,  subsiste,  en  principe,  quand  on  suppose  que  l'équa- 
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tion  génératrice  a  des  racines  égales;  il  faut  seulement, 
comme  nous  allons  le  montrer,  effectuer  la  décomposition 
de  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  en  tenant 
compte  des  racines  multiples. 

Prenons,  pour  plus    de  simplicité  dans  nos  explications, 
le  cas  d'une  racine  double.  On  a,  dans  cette  hypothèse, 

?_f>) __  *i  ,  h         , 

i  -f  Atx  +  . . .  +  A,x'         (x  —  e^2    "^    x  —  8j    "r  '  " 

+ — - 

ce  —  0,  _  , 

La  dérivée    d'ordre  n,  j/'"'  renferme,  entre  autres  termes, 

(  — -l)"2.3...     (»  -f    l)Àt  (—    I)"I.2...MÀ2 

(as  —  Oi)"-»-2  "•"         (.x  —  %)n+l         ~r  '•' 

Si  l'on  fait  x  =  o.   dans  les    deux  valeurs    de  j/1"1,  confor- 
mément à  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  tout  à  l'heure. 
on  voit  que  le  coefficient  de  s,  ,  sx  étant  la  racine  double, 
est  de  la   forme   an-f-pî  a  et  P  désignant    des    constantes 
arbitraires.  L'intégrale  générale  est  donc  donnée  par  la  for- 
mule      U„  =  (an  -f  p)  V  -f  X,v  -f-  . . .  +Xi31_1". 
Elle  renferme  encore  i  constantes  arbitraires: 
a,  fi  ;  X8,  .  .  .  ),,-. 
On  voit  de  même  que  si  zY  est  une  racine  triple,  l'intégrale 
générale  est  U„,  en  posant 

U.  =  (an*  +  pn  +  T)V  +  Xtr,"  +  . . .  +  \af+  , 
formule  dans   laquelle  a,  p,  y;  X4,  ...  X,-,  désignent  /  cons- 
tantes arbitraires,  el,  ainsi  de  suite. 

('/l  suivre.) 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  l*ouJa<l«>.  professeur  de  mathématiques  spéciales  nu  Lyct'-e  do  Lyon. 


:      AXES   DK  LA    SECTION  PLANE    I»  UNE    Ql'ADIUQUE 

Nous  considérons  un  ellipsoïde  et  admettons  que  la  ques« 
tion  a  été  ramenée,  comme  il  est  aisé  de  le  faire,  à  la  sec« 
tion  par  un  plan  mené  par  le  centré. 
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aœ  +  Py  +  Y*  —  ° 


198 

Soient 
le  plan  sécant,  et 

b2     •     c» 

l'ellipsoïde;  appelons  (x,  y,  z')  l'extrémité  de  l'un  des  axes 
de  la  section,  l'autre  satisfait  aux  équations 

y.X    -f-  py    -f  yz  =  o 

xx'  -f-  y  y'  -j-  zz'  =  o 


X* 


4- 


XX 


+ 


?/</ 


aa  62     '      c2 

donc  il  vient  pour  la  déterminer  la  condition 
x       y        : 


a2 

62 

c2 

x 

2/ 

3 

a 

P 

Y 

:«K£— ?)+*■■  (?—f) 


+  w(f—f)  =  0- 

cône   du    second    degré   passant  par    les  deux    axes   de  la 
section;  il  passe  aussi  par  la  normale  au    plan   et    par  les 
trois  axes  de  coordonnées. 
Posons  maintenant 

•a?2  4-  y2  +  **  =  R2, 

R  demi-axe  de  la  section,  on  a  pour  calculer  R  à  joindre   à 
l'équalion  ci-dessus  celle  du  cône  et 

7.x  +  py  -f  yz  =  o. 


puis 


x1         y-         js' 


Mais  sous  ces  conditions  l'équation  du  cône  donne 
62       c2  /       R2\       0J  R2\ 


o    = 


R2      y 

.o        P         Y  l 

et  opérant  de  même  sur  les  autres  colonnes  on   a  la    suite 
de  rappoits  égaux 

x  y  z 


a 

P 

Y 

R2 
1  _    a2 

R2 

l_  T2" 

R2 
1  _    c2 
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donnant  enfin  quand  on  remplace  dans 
xx  -f  py  -f  y*  =  o 

-r-  â«  .,i 

+  ' L-^7-+   TT-=0, 


1       ~âF  l         62  '  c7 

équation  quadratique  donnant  les  carrés  des  demi-axes. 


SUR  L'EQUATION  AUX  CARRES  DES  DIFFERENCES 

Par  M.   Edouard  Lucas. 


Les  méthodes  connues  pour  former  l'équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines  d'une  équation  donnée  de  degré  m 
sont  assez  longues  et  impraticables  ;  cela  tient  à  ce  que 
l'on  se  propose  d'exprimer  les  coefficients  de  l'équation  cher- 
chée en  fonction  des  m  coefficients  de  l'équation  donnée; 
mais,  si  l'on  remarque  que  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ne  change  pas  lorsque  l'on  augmente  d'une  même 
quantité  arbitraire  les  racines  de  la  proposée,  il  est  possible 
d'exprimer  les  coefficients  inconnus  au  moyen  de  (m —  i) 
fonctions  des  coefficients  de  l'équation  primitive,  et.  par 
exemple,  au  moyen  des  coefficients  de  1  équation  transformée 
par  la  suppression  du  second  terme.  Nous  nous  proposons 
d'exposer  une  méthode  assez,  rapide  pour  le  troisième  degré 
et  pour  le  quatrième. 

1.  —  Désignons  par  oc,  fi,  X  les   racines  de  l'équation 
x3  -j-  px  -f-  q  =  o, 
et  par  z  l'une  des  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences ;  on  a 

»==(«  —  P),=  (a  +  p)»-4«p; 
mais,  d'autre  part, 

x  -4-  p  -f-  x  =  o  et  x$x  =  —  q. 

Par  suite  z  =  x*  -f-  —, 

x 

et  c  ■    -  x»  -f-  49  =  o 
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Retranchant  membre  à  membre  de  la  proposée,  on  tire 

3g 

x  = : . 

P+  * 
De  là  le  procédé  suivant  :  Pour  obtenir  l'équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines  de  l'équation 

x3  +  px  +  q  =  o, 


il  sufpt  de  remplacer  x  par 


,  et  l'on  trouve 


p  +  z 

z3  -f  6pz2  -f  9p2z  +  4P3  +  27q2  —  o. 

2.  —  Considérons  plus  généralement  l'équation 

axs  -f-  3bx-  -|-  %cx  -\-  d  =  o, 
et  posons  ac  —  h2  =  S  ; 

en  supposant  d'abord  a  =  i ,  l'équation  peut  s'écrire 
(oc  +  6)3  -f-  3S(cc  -f  6)  +  d  —  b*  —  363  =  o. 
En  considérant  œ  -(-  6  comme  l'inconnue,  l'équation  aux 
carrés  des  différences  est  donc 

a**1  -f-  i8a*8za  -}-  8io2s  —  A  =  o, 
et  l'on  a  A  =  (ad  —  6c)2  —  4(ac  —  6*)(&a*  —  c2). 

On  retient  facilement  cette  dernière  expression  en  obser- 
vant qu'elle  est  égale  au  résultant  des  dérivées  partielles 

fx  =  ax2  -f-  zbxy  -f-  cy2,  f'y  =  bx2  -f-  2cxy  -f-  d'î/2 

du  premier  membre  de  l'équation  rendue  homogène;  ou 
encore  au  discriminant  du  hessien 

(ax  -f-  by)(cx  -f-  %)  —  (6x  -f-  c»/)2. 

3.  —  Considérons   maintenant   l'équation    du   quatrième 
degré  ax''  -f-  46a:3  -|-  6ca2  -f-  4^0;  -\-  e  =  o. 

et  posons 

1 6(ac  î-  62)  =  D,  4(ae  —  4M  +  3c2)  =  I, 

a     b    c 
16     b    c    cl     =  J. 
c     </    e 
Nous  supposerons  a==  1  ;  l'équation  peut  s'écrire 

(œ2-{-2bx-{-  -~\  =  x2(4&2  +  y  —  6c)  -f-  2x{by—2d)  -\- e  : 

si  l'on  exprime  qus  le  second  membre  est  un  carré  parfait 
on  obtient  une  équation  du  troisième  degré  en  y  que  Ton 
appelle  la  réduite  de  Ferrari  : 
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(y*  -  4e)(y+  46»  —6c)  -  4(oy  -  2d)*  =  o.       (1) 
ou  bien,  en  désignant  j/  —  2c  par  X, 

À3  —  IX+J  =  o.  (2) 

Désignons  par  x,  p,  y,  S  les  racines  île  la  proposée,  par 
Ui-  2/25  y»  celles  delà  réduile,  on  a 

î/i  =  *P  +  v-       %  =  *y  -f-  P*>       y 3  —  *8  +  /■;• 

Soient  ;<  et  z  les  racines  des  équations  aux  carrés  des  dif- 
férences des  racines  de  la  proposée  et  de  la  réduite,  il  vient 

*i  =  (!/s  —  y3)2  '=  (»  —  P)2(ï  —  8)J  =  wiw*' 
*a  =  (Va  —  2/.)2  =  («  -  Y)2(P  -  8)2  =  «*.«•» 
*3  =  foi  —  U2)2  =  («  -  8)2((3  —  y)2  =  u3w6. 
On  a  ainsi.  8iz2z8  ==  WiW2M8w4wBw6. 

Donc  :  Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré  est  égal  au  produit  des  carrés  des 
différences  des  racines  de  la  réduite  de  Ferrari. 

En  se  reportant  au  §  1  et  en  prenant  l'équation  (2)  au  lieu 
de  l'équation  (1).  on  en  déduit  immédiatement  l'expression 
«"  («  -  .V(*  - ï)2(*  -  5)a((3  -  y)*(p  -  B)*(y  -  o)2  =  4P  -  27J* , 
qui  a  été  obtenue,  pour  la  première  fois,  par  M.  Caylcv 

4.  —  Par  le  §  I,  on  déduit 

,  =  _JiT.     et   ,  =  1-;-^. 

~>    1  A 

D'autre  part, 
u,  +  U,  =  (a  -  p)«  +  (y  -  t)2  =k«  +  p«  +  y»  +  J»  —  2//,. 
d'où  ut  -\-  ut  =  —  D  —  2/j, 

et  it1w4  =  z. 

Un  obtient  donc  l'équation  aux  carrés  des  différences  «mi 
éliminant  À  entre  les  équations 

X3  __  ix  4.  J  =  o, 

et        u*  +  u(D  -f-  2X)  +1  4-  —  =  o, 

/. 

c'est-à-dire  entre  les  deux  équations  du  second  degré 

-     |  hù:-  -f  x(us  -f-  uB  +1)  4-3J  =0, 

2hi—  (tt«  +  «D  +  4I)  =  o; 
et  l'on  trouve  ainsi,  assez  simplement, 

u\u 4-D)34- 2i//'-f  2(411)  4-i3J)u»  4- (6ID«  —  18DJ  —  7r--i//- 

4-  (jI(ID  —  6J)u  4-  4P  —  27P  =  o. 

JOURNAL  1)1.    MU'II,    SI'KC.    1883.  ;i. 
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ÉCOLE  NORMALE  1883 

Solution  par  M.  Lfvavassf.ur. 


On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées 
rectangulaires,  a  pour  équation  (x2  -\-  y2)x  =  ay2.  Soient  x  et 
j'  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan.  On  propose  de  former  : 
4°  l'équation  du  3e  degré  qui  a  pour  racines  les  coefficients 
angulaires  des  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  points  de 
contact  des  trois  tangentes  à  la  cissoïde  issues  du  point  M  ; 
2°  l'équation  du  cercle  guipasse  par  les  trois  points  de  contact. 

Montrer  que  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point  M  est 
intérieur  au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  Cm  dont  chacun  jouit  de 
cette  propriété  que  les  tangentes  à  la  cissoïde  en  chacun  des 
points  oit  ils  la  rencontrent  concourent  en  un  même  point  :  soit 
M  ce  point  de  concours  pour  le  cercle  Cm. 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  Cm  qui  passent  par 
un  point  donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des  points  M  rela- 
tifs à  ces  cercles.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  point 
P  est  situé  sur  la  cissoïde  et  ne  fait  pas  partie  des  trois  points 
communs  au  cercle  Gm  et  à  la  cissoïde  pour  lesquels  les  trois 
tangentes  concourent. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  Cm  pour  deux  point*  donnés  P 
et  Q  du  plan?  Peut-on  disposer  de  ces  deux  points  de  façon  qu'ils 
appartiennent  à  une  infinité  de  cercles  Cm  ? 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'une 
tangente  issue  du  point  M  à  la  cissoïde.  La  tangente  au 
point  a(3  à  la  cissoïde  a  pour  équation 

x(3a2  +  fi2)  -f  y{2xp  —  2o[5)  —  ap2  =  o. 
Si  nous  exprimons  que  cette  tangente  passe  par  le  point  x'y  . 
nous  obtiendrons  la  relation 

(3*2  +  P2)^'  +  2,6(a  —  a)V'  —  av   =  o  •  (i) 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  l'origine  au 
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fi 

point  aS    est  — .  D'ailleurs  le  point   at0  est  sur   la  cissoïde, 

donc  (y.2  +  82)a  =  a$K  (2) 

Entre  (1)  et  (2)  formons  une  combinaison  homogène  par 
rapport  aux.  lettres  %  et  (3. 
L'équation  (1)  peut  s'écrire 

(3x2  -f-  p2)x'  -f-  27.,3y'  —  ap'2=2af.y'. 
La  combinaison  sera  donc  la  suivante  : 

[(3*2  -f-  fi'2)x'  -j-  2a3//'  —  a32]ap2  =  2a-j/iij\y:2  +  S2). 
Nous  remarquons  le  fadeur  6  qui  s'explique  par  la  consi- 
dération delà  droite  OaI,  laquelle  peut  être  appelée  tangente 
à  la  cissoïde  au  point  0,  puisqu'elle  rencontre  la  courbe  en 
deuxpoints  confondus  au  point  O.Ce  facteur  supprimé,  il  reste 
6[(3oc2  -f-  (?)x  -f  3<xBy'  —  aS2]  =  2<xy'(a1  -f  $2). 

g 
Divisons  les  deux  membres  par  <xs  et  posons  —  =  m.    On    a 

7. 

w(3x'  -|-  m*a;'  -f-   2tny'  —  am2)  =  2t/'(i  -j-  m2) 
ou  3jc'»i  -j~  x'm3  +  2////1'2  ^ 

—  ama  —  2 '(/»('-  —  2î/'  j 
ou  enfin  (x — a)ms  -j-  3  a;' m  —  21/  =  o  (A) 

Cherchons  maintenant  l'équation  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  M 
à  la  cissoïde. 

Soit  x-  -f-  y2  -f-  aa;  -f-  $y  +  Y  =  °  l'équation  de  ce  cercle. 

Si  avec  celte  équation  el  l'équation  de  la  cissoïde  je  fais 

une  combinaison  homogène  en  x  et  y,    j'aurai   en  posant 

'/ 
îw  =  —  une  équation  en  m  qui  me  donnera  les  coefficients 

angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux  points  d'inter- 
section du  cercle  avec  la  ciss  û'de  ;  or  L'équation 

~a   1      a    i    ,        i    a  \    x(x*  +  V*)     ,         2D2(œ2  H-  y2)2 

a,»  +  y»  +  (aaB  +  pj,) __^    +  y       Ka%JJ>  =  O 

admet  un  facteur  évident,  a  -  -f-  t/*,  de  sorte  qu'on  peut  dire  : 
L'intersection  d'une  cissoïde  el  d'un  cercle  est  un  problème 
qui  s'abaisse  au  4"  degré,  ces  courbes  passant  toutes  Les 
deux  par  les  ombilics  du  plan. Ce  facteur  supprimé,  il  reste 

une  équation  du  î    degré. 
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«Y  +  ax'f  (<xx  -f  py)  +  yx*  (xn-  -f  y2)  =  o 
ou  a8m*  -f-  am2  (y.  -f-  6m)  -f  y  (î  -f-  »i2)  =  o. 

Cette  équation  doit  admettre  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (A). 
Donc  on  peut  écrire  l'identité 

a'2))!1  -f-  ttfiw3  -\-  (fla -f-  y)m2  -f-  y 

H  (/»»  +  ?)  [(as'  —  a)m3  -J-  3a;'?n  —  2y'] 

~  p(oc'  —  0)111'  +  q(x  —  a)m3   -\-    3px'm"-  —  zpy'm  —   2qy 

-j-  3gx'm. 
J'en  déduis  les  égalités. 


De  (1)  je  tire  p  =  — ; • 

w  J  *         x  —  a 

Je   transporte  dans  (4)  ce 

2a?y 


a2  =  p(x  —  a) 

(1) 

a(3  =  q(x  —  a) 

(2) 

a  y.  -f-  y  =  3px' 

(3) 

2pi/  =  3qx 

(4) 

Y  +  *qy'  =  0 

(5) 

Donc  (2)  devient 

qui  me  donne  q 


3x'(x — a) 


08  =■ 


20JJ_ 

3x 


20// 

~3ÔT 


Wy 


et  (o)  Y  =  - 

3x{x' — a) 

Enfin  l'équation  (3)  me  donne  a. 

4a~lJ  '" 


au 


+ 


donc 


3x'(x  —  a) 
4°y  2  H-  9a;:c 


3jc'(;£'  —  fl) 
L'équation  du  cercle  cherché  sera  par  conséquent 


xn-  +  y 


4ay*   f-  gax*  ^        -mj 


■  o. 


3x'(x  —  0)  3x  3x\x  —  a) 

Xous  allons  montrer  que  si  les  trois  tangentes  issues  du 
point  M  à  la  cissoïde  sont  réelles,  le  point  M  est  à  l'intérieur 
du  point  Gm. 

3X  2])' 


=  o,  aura  ses 


L'équation  A,  m3  -\ —         -  m  - 

x  —  a  x  —  a 

racines     réelles    si    les    coordonnées    x'  et    y'  satisfont    à 


l'inégalité 


x 


+ 


.'/ 


<oou 


X 


+  y'2  <  o. 


(x — a)3       (x' — a)2  x  — a 

Or  considérons  la  puissance  n  du  point  M  par  rapport  au 
cercle  Cm 
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n  =  x;  +  y;  +  ax-  f  ;■  +  9*\  +  *<#'  ***' 


3x'(x — a)  3x  3x'(x  —  a) 

3x'(x  ■-  a)n  =  3x'3(x  —  a)  -f-  3x'y'2(x'  —  a) 
-4-  a  [4y'2x'  -f-  gx'3  -j-  2y'2(x  —  a)  —  4«.y'2]. 
Donc        3x\x  —  a)U  =  3x'[x'3  -\-  y'2{x  —  a)] 
-f-  a[4.y'2{x  —  a)  -\-  6x3  -f-  2y'2(x  —  a)] 
ou  x'(x  —  a)n  =  [x3  4-  </2(x-'  —  a)](x  -f-  2a) 

^                           x '4-  2rt     r     x'3  ,  1 

Donc  enfin   11=  — ^ .     — f-  y  "  . 

Or  je  remarque  que  si  as' est  négatif,  la  condition 

-\-  y'2  <    o  ne  serait  pas  réalisée  ;  x  étant  positit',- 


./• 


x   —  a 
x   -j-  2(1 


x 

serait  positif,  donc  II    est  négatif  en   même  temps  que  le 
second  facteur.  c.  q.  f.  d. 

Je  désigne  par  x0  et  y0  les  coordonnées  du  point  Exe  1' 
par  lequel  passent  tous  les  cercles  C,„  que  nous  allons  désor- 
mais considérer. 

L'équation  du  lieu  du  point  M  s'obtient  immédiatement  en 
exprimant  que  le  cercle  passe  par  le  point  P 


/   —  u)  3x  ./•  —  a) 

ou  3x{x  —  a)(x02  -f-  y02)  -f  a.x\,(4y2  +  gx2) 

-4-  2ay0y(x  —  a)  —  ^a2y2  =  o. 
Ordonnons  cette  équation 
3(x2-\-y2)x2—  3a(x02-\-y02)x-\-^ax0y2-\-2uijuxy  —  2d2yjj  I  _ 
-'-gaXoX2  — 4«V  (  ~ 

ou      3(x02  4-  >jo'2  +  3ax0)x*  -f  ^a(x0  —  a)y*  +  2ay„pcy 
=  3a(.r,2  +  y;2)JJ  +  2a1y„y. 
Cette  conique  passe  par  L'origine.  Ce  sera  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  suivant  la  valeur  de 

U  =  a[i2(jc0  —  a)(x02  -\-  y02  -{-  3ax0)  —  <rij,r}. 
Les  "Coordonnées  du  centre  du  cercle  C,„  sont  données  par 

1         ,  .■  4'"/  "  +   0"  ; 

squations      2.x- 4-      .,   ,,   ,     — — -  =  o 

-  u) 

,     "'/ 
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XV 

La  dernière  pouvant  s'écrire  — = — —, — ,    je    ferai  une 

a  —  3yJ 

combinaison  homogène  entre 

3(cc02  -f-  y»2  +  3ax0)x'2  +  4-a{x0  —  a)y'2  +  2ay0x'y 

=  3a(x02  +  y02)x  +  2a2y0y' 

et  6xx'2  -J-  4a?/'2  4~  ga.x'2  =  6axx', 

savoir 

[3(#02  +  y02)x  +  2ai/0y']  [6a?a?'2  +  ^ay'2  +  gax'2] 

=  6xx'[3(x0'i  -j-  Vo%  +  3ax0)a?'2  -f-  4°(#o —  a)y'2  4-  2ay0x'y'] 

Remplaçons  dans  cette  équation  x'  par  a,  ?/'  par  —  3?/. 

On  a  [3(x02  4-  y02)a  —  6aij0y](6a2x  4-  36au2  +  9a3) 

=  6ax[3a2(x02  -J-  y02-\-3ax0)  4-  36a(x0  —  a)y2  —  6a2y0y] 

ou  9a2[(.x02  4-  y2)  —  2ij0y]{2ax  -{-  1  2y2  -f-  3a2) 

=  i8o2x[a(x02  4-  y2)  +  3a2x0  4-  i2(x0  —  a)y2  —  2ay0y] 

ou  enfin 

3(tt08  4-  ?/°2  —  2M)(42/2  -h  a2) 
=  2xra(«02  4"  yo2)  4~   3a2x0  -j-  I2^o  —  «)»2  —  2fiH/0tn 
L—  a(x02  -f  y02)  4-  2at/0i/J 

ce  qui  donne  l'équation 
(x02  4-  ij02  —  2yuy)(^xf-  4-  a2)  =  2x[4(x0  —  a)if-  4-  a4x0] 
Les  asymptotes  de  cette  courbe    parallèles  à    Ox    seront 
réelles  ou  imaginaires  suivant  le  signe  du  produit 

Premier  cas.    —  x0(a  —  x0)  >>  o.  —  Les  deux   asymptotes 
sont  réelles. 

Ce  cas  se  divise  en  trois  autres.  En  effet,  les  deux  asynip- 

totes,  l'axe  O»  et  la  droite    y  —  — =—  séparent  le  plan 

en  régions,  et  Ton  a  différents  genres  de  courbes  suivunl 
que  cette  dernière  droite  sera  intérieure  aux  deux  asymptotes 
ou  extérieure  ou   confondue  avec  l'une  d'elles. 

1°  x0  et  y0  satisfont    à    l'inégalité  — '-?—  <  a  y — 

y0  '    u  —  3-0 

Cherchons  l'équation  de  la  troisième  asymptote 

cpm  (1 ,  c)  =  8  {x0  —  a)c2  4-  81/0C3  =  o  ; 

.                                               a  —  x0 
donc  c  =  

yo 
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f'm  (!,  c)  =  i6(x0  —  a)c2^y0c- 
<p«  —  i  =  —  4W  +  ï/02)c2 
4(œ02  +  î/02)i;2  (a:,,2  -f-  y0«)c 


\6{xu  —  a)c-\-2jty0c%         {^x0  —  a)  -j-  6y0c 

(a  —  œ0) 

(œ02  -f  y02) 

2/o  a^  +  y»2 


4(r0  —  a)  -f  6(a  —  a?0 ,  2y0 

L'équation  de  l'asymptote  est  donc 

a  —  œ0  }         Ko*  -f  i/o2 


2/o      -    ■  2y0 

La  courbe  a  dans  ce  cas  la  forme  suivante  : 


207 


iim 


2°  Si  au  contraire  nous  supposons  que  l'on  ait 

'-■  >  «  /~ 

'    a 


'œ0 


//,,  '      d  —  x 

Alors   la    forme   de  courbe  est  différente  ;  ce  sera  la  sui- 
vante : 
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3°  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait 

a?»2  +  y<?    _  a  Y    Xo 

y0  >     a  —  x0 

et  interprétons  tout  d'abord  cette  condition.  Elle  peut  s'écrire 
(x0*  +  y2)2  _       a2x0 
yô1  a  —  x0 

ou  a2xoy02  —  a(x02  -f  y02)2  -f  x0(x02  +  y02)2  =  o. 

D'où  je  tire 


(x02  +  2/o2)2  ±  vW  +  ?/o2)4  —  4aVV(œ02  +  ?/02)2 

a= ; 


ou  a  = 


2x0y0' 

(x02  +  |/02)2  ±  (x0-  —  i/0*) 


2CCoJ/o 

Si  nous  prenons  le  signe  -\-,  on  a 

2X0'>  -\-  2X0- ll,r  X0(xo2  -f  i/02) 


2ir°î/  °2  2/02 

Cette  condition  veut  dire  que  le  point  en  ce  cas  est  sur  la 
cissoïde.  Nous  traiterons  ce  cas  tout  à  l'heure. 
Si  nous  prenons  le  signe  — ,  on  trouve 

_     23-,,2y02  -f  2lJ0i 

2X0y02 
ou  x02  -\-  y02  =  ax0. 

C'est  le  cercle  décrit  sur  OÀ  comme  diamètre.  Je  dis  que 
pour  tout  point  pris  sur  le  cercle  x02  -f-  2/o2  —  ooc0  =  o  le  lieu 
des  centres  des  cercles  Cm  se  décompose  en  une  droite  et 
une  hyperbole. 

En  effet,  je  pose  y0  =  tx0. 

a  ut 

J'ai  x0  =     i+p,        Va  -  yqjyr  . 

at2 
Donc  x0  —  a  = — - 

1  -j-  r 

a2  "2 

et  x02  +  y02=t     ,     ..a  (1  +/2) 


(i+<2)2  v      '      '         1  +  ÏÀ 
L'équation  de  la  courbe  devient 

(ttt^  -  r^pr  '■>)  {+'f  +  "">  = 2X  [  --+F 
— ^'A 
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ou  (a  —  2/)/)(4?/2  -f  a2)  —  2x(a2  —  4<2a2) 

a 
ce  qui  met  en  évidence  la  droite  y  =  — -. 

Reste  l'hyperbole  41/2  -f-  «2  =  2X(a  +  2/#)- 

a 
Elle  admet  pour  asymptote  la  droite  yx  = — . 

La  conique  lieu  du  point  M  se  décompose  aussi  en  deux 
droites.  Remplaçons  en  effet  x0  et  y0  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation  de  cette  conique  et  l'on  a, 

o2  .    „        a2      \  4a*/8        .    .        2a2/ 


i+<2 


+  3 


A 


1  + 1*  J 

3aa 


.;: 


I  -f-*2 

2(ïH 


!/*  + 


i  +  r 


X?/ 


1  -f-  p       '    1  4- 12 

ou  12X2  —  4t2if-  -f-  2/xy  =  3ax  -j-  sa/t/ 

ou  3x(x  —  a)  -f  2  ty(x  —  a)  =  4<2y2  —  9X2 

ou  (x  —  a) (Sx  -\-  zty)  =  ^thf  —  93c2. 

On  voit  d'abord  la  droite  3x  -f-  2ty  =  o 
puis  la  droite  x  —  a  =  2ty  —  9a? 

ou  IOX — 2/y  —  a  =  o. 

Deuxième  cas.  —  x0(a  —  x0)  <  o.  —  Les  asymptotes  parallè- 
les à  Ox  sont  imaginaires 
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Troisième  cas.  —  Supposons  que  le  point  P  soit  pris  sur 
Oy,  alors  x0  =  o,  l'équation  de  la  courbe  devient 
y»  (Vo  —  2î/)(42/2  +  a2)  +  8axî/2  =  o. 

La  droite  y  =  o  est  une  asymptote  double.  La  troisième 
asymptote  a  pour  équation 

y=        x  -f  — . 

La  droite  y  =  —  et  la  droite  x  =  o  séparent  toujours  le 
plan  en  régions,  et  l'on  obtient  la  forme  de  courbe  suivante  : 


Quatrième  cas.  —  Supposons  enfin  que  x  =  o0.  L'équation 
de  la  courbe  correspondant  à  cette  hypothèse  est 

(a2  +  I/o2  —  22/0y)(42/2  +  «2)  =  2a3-E- 
Il  n'y  a  pas  d'asymptotes  rectilignes  dans  cette  courbe 

q}  _|_  y   2  Q 

puisque  les  trois  droites  y  =  ■ — —  et  y  =  +  — /  sont  pa- 

22/o  2 

rallèles. 
D'ailleurs     la    courbe     coupe    Ox    en      un     seul    point 

a2  +  Vo2 
x  = . 

L'équation    peut    d'ailleurs    s'écrire   4«/2(a2  -\-  y*  —  2ï/0î/) 
=  aï{iax  -\-  2y0y  —  a2  —  i/02),  ce    qui    donne  une   nouvelle 
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séparation  en  régions.  La  droite  2ax  -f-  2y0y —  a2  —  y0-=o 
est  tangente  à  la  courbe  au  point  où  elle  coupe  Ox. 


Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  particulier  où 
le  point  fixe  est  sur  la  cissoïde.  On  a  la  relation  (.r02  -f-  y„2)'o 
=  ay0*  ;  si  l'on  pose  y0  =  tx0,  j'en  déduis 


xn  = 


al2 


xn  —  a 


aV  +  /y02  = 


a-l* 


i  +'a 


i  -f*»'    "u  i-Ha' 

L'équation  de  la  courbe  devient 

f    an*  2at*      V  .  /  a  Y-  4a        \ 

ou  /3(a<  —  2y)(4y*  -f  '/2)  =  2.r(a2J2  —  4J/2), 

ce  qui  donne  la  droite  at  =  2// 

el  l'hyperbole  *8(4îf'  +  "'")  =  2X(at  -f-  2//). 

L'équation  du  lieu  du  point  N  se  décompose,  lui  aussi,  en 
deux  droites,  comme  on  peut  le  voir  par  le  calcul  suivant  : 


7T^ 


„  /  -  aH%  3a*t*    \  4a2  ians 


■'■  + 


2aH3 


'  +  * 


ru 
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ou  3l2(t2  -f  3)x-—^if  -f  2t*xy  =  3atlx  +  2atiy 

ou  3tix(x  —  a)  -J-  2/3y(a;  —  a)  =  qy*  —  gt2xz 

ou  tz(x  —  a)(2y  -f  3tx)  =  4?/  —  gfx* 

ce  qui  donne  :  1°  la  droite  2y  -\-  3lx  =■  o, 

2°  la  droite  t3(x  —  a)  =  iy  —  3tx. 
Pour  que  le  cercle  G    passe  par  un  point  donné  P,(xcy0). 
il  faut  que  les  coordonnées  x'y   du   point  M  satisfassent  à 
l'équation  de  la  conique 

3f>02  +  2/o2  +  3rtx0)x2  -f-  4a(x0  —  a)if  -f-  2oî/0.xî/ 
=  3a(œ02  +  */02)a?  +  2a2î/„j/. 

De  même,  pour  que  G  passe  par  le  point  p,  le  point  x'y 
doit  être  sur  la  conique 

3(^i2  -h  2/t2  +  3axl)x2  +  4.a{xt  —  o)yt2  -f-  2aytœy 
=  3a(a512  +  j/^œ  -f-  2a2;/,*/. 

Ces  deux  coniques  ont  un  premier  point  commun  à  l'ori- 
gine. Mais  la  tangente  à  l'origine  est  une  tangente  singu- 
lière. Généralement  les  deux  coniques  se  coupent  en  trois 
autres  points  différents  de  l'origine.  Donc  généralement  il  y 
aura  trois  cercles  passant  par  les  points  P  et  p. 

Pour  qu'il  y  en  ait  une  infinité,  il  suffit  de  prendre  les 
points  P  et  p  sur  la  cissoïde  ou  sur  le  cercle  décrit  sur  OA 
comme  diamètre,  A  étant  le  pied  de  l'asymptote,  et  de  faire 
coïncider  deux  des  quatre  droites  qui  forment  le  lieu  du 
point  M. 

Quand  le  point  P  est  sur  le  cercle,  on  a  pour  lieu  du  point 
M  les  droites  3xx0  -f-  2yy0  =  o  (1) 

et  pour  Q  3xxt  -j-  2yyY  =  o  (2) 

et  i  oxx0  —  2yy0  —  ax0  =  o  (3) 

pour  Q  ioas-Tj  —  2yyl  —  axf  =  o  (4) 

Quand  le  point  P  est  sur  la  cissoïde,  on  a  les  droites 

3xy0  -f-  2X0y  =  o  (5) 

3xyl  -f-  2Xiy  =  o  (6) 

VoiVo2  +  3aV)*  —  2x03y  —  ay03  =  o  (7) 

et      2/i(2/i2  +  3^2)x  —  2Xtsy  —  ayS  =  o  (8) 

En  identifiant  (1)  et  (2)  on  voit  que  l'un  des  points  doi't 
être  à  l'origine  et  l'autre  sur  le  cercle. 

En  identifiant  (3)  et  (4),  on  trouve  le  même  résultat. 
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De  même  en  identifiant  (S)  et  (6),  (1)  et  (8). 
En  identifiant  (1)  et  (4)  on  retrouve  encore  le  même  ré- 
sultai. 

Mais  si  l'on  identifie  (1)  et  (G),  on  trouve 

— -  =  —  =  /     avec    cc0s  -f-  y*   =  ux0 

et  (xt2  +  ylr)x1  =  ayl2. 

J'en  tire  x0  =  tyt  et  yl}  =  txt;  donc  /(x,2  -f-  y^)  =  aj/t. 
Je  remplace  a?!2  -f-  y*  par  sa  valeur  dans  l'équation    de  la 

ay\ 
cissoide  xt  -jL—  =  ot/t2,  ou 

1<>  yl  =z  o,  donc  u*0  =  o  et  par  suite  y0  =  o  :  nous  retom- 
bons dans  le  premier  cas  ; 

2°   œi  =  ty,  =  y0    et    yl,y1  =  xt%. 

Ainsi  l'un  des  points  est  sur  le  cercle,  l'autre  sur  la  cis- 
soïde,  tous  deux  sur  la  même  verticale,  et  le  produit  des 
ordonnées  est  égal  au  carré  de  l'abcisse  commune 

a  a  a        i 

Xq  =  xi  —  —   j    -,     y0  =■  —    ■    —  t,    yl 


t*  +  i'     9V       t-  +  i         Jl        t*  -f  i    t 
Et  ainsi  de  suite. 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  1883 

Examens  oraux  [Suite). 


13.  —  Équation  générale  des  quadriques  dont  un  axe  A  est 
donné  de  position  ;  établir,  a  priori,  que  la  condition  proposée 
est  quadruple. 

Prenons  le  cas  des  surfaces  à  centre  et  considérons  l'équa- 
tion Ax2  -f  A'//2  -f  ÀV  =  F 
de  la  quadrique  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  trans- 
portons les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point 
arbitraire  de  l'axe  oz,  oz  étant  la  droite  donnée  A.  Nous 
obtenons  l'équation 

Ax2  +  A',(/2  -f  A"  (z  —  )f  =  F. 
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Enfin,  clans  le  plan  des  xy  faisons  tourner  les  axes  d'un 
angle  arbitraire  ©  ;  des  formules  connues  donnent  le  résultat 
final      A  (X  cos  9 —  Y  sin  cp)2-|-A'  (X  sin©  -|-  Y  cos  cp)2 
-f  A"(Z  —  X)2  =  F. 

A     A' 
Cette  question  renferme  cinq  paramètres  variables  —,  — . 

r        r 

A" 

-=— ,  X  el  9.  La  condition  proposée  est,  en  effet,  une  condi- 
r 

tion  quadruple,  et  on  le  reconnaît  a  priori,  en  exprimant  : 
1°  que  le  centre  est   sur  A  (  deuxcondilions)  ;  2°  que  la  direc- 
tion   de  A   est   une    direction    principale  (deux    conditions 
aussi). 
On  traitera  de  la  même  façon  le  cas  des  paraboloïdes. 

14.  —  Lieu  des  points  de  la  surface  xy  =  z  par  où  passent 
deux  génératrices  faisant  un  angle  de  60". 

En  exprima  ut  que  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  droites 
x  =  X  y  =  <j. 

z  z 

y  =  ~-,  x=    -, 

h  u. 

est  égal  à  — ,  on  trouve  que  le  lieu  est  la  quartique  gauche 

intersection  du  paraboloïde  proposé  et  de  Thyperboloïde  de 
révolution  à  deux  nappes 

3s2  —  as»  —  y*  ==  1 . 

15.  —  On  donne  une  droite  A 

x  —  x0  y  —  y0  z  —  z0 


a  p  y 

et  par  le  point  P,  x0y0z0.  on  mène  une  droite  A'  perpendicu- 
laire à  A.  Ces  deux  droites  A  et  A'  forment  un  système  d'axes 
rectangulaires,  dans  le  plan  desquels  on  considère  une  courbe  U 
ayant  pour  équation        f  (X,  Y)  =  o;  (1) 

trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  U, 
tournant  autour  de  A. 

Qn  peut  résoudre  cette  question  par  une  voie  simple,  en 
observant  que  le  plan  mené  par  P,  perpendiculairement  à  A, 
a  pour  équation 

a  (x  —  xQ)  +  p  (y  —  y,)  -f  y  (z  —  *0)  =  o. 
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La  dislance  Y  d'un  point  n  de  U  à  ce  plan  est 

Y  =  a  (x  —  x0)  +  p(y  —  y0)  -f  t  (*  —  *<>)•       (2) 
D'autre  part,  la  distance  X   de  ce  même  point  M  à  A  est 
donnée  par  la  formule 

X2  =  [p  (X  —  Xo)  —  *(y  —  y0)y  -f  [v  (y  —  y^  —  ^z  —  *„)]« 

-f  [et  (a  —  s0)  —  Y  (x  —  œ0)]*.  (3) 

Lorsque  U  tourne  autour  de  A,  X  et  Y  conservent  la 
même  valeur  et  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  véri- 
fient constamment  les  relations  (2)  et  (3).  En  tenant  compte 
de  l'égalité  (i)  on  a,  finalement,  l'équation  demandée 

f\  k  (x  —  ay>4-  p  (y  —  y0) 

-f  Y  (*  —  *o).  /[P  (#  —  »o)  —  a  ^  —  2/o>F  +  •  •  •     )  =  o. 


RECTIFICATION 

DE    LA   NOTE    SUR    LA    FORMULE    DE  TAYLOR 
Insérée  dans  le  n°  4  de  1S8Î,  p.  83. 


La  formule  attribuée  à  M.  Schlômilch  par  M.  Parpaite  est 
due  à  Edouard  Roche,  professeur  de  mathématiques  à  la 
Faculté  des  sciences  de  Montpellier,  qui  a  donné  dans  le 
numéro  de  juillet  1858  du  Journal  de  Liouville  cette  forme 
simple  et  devenue  classique  du  reste  de  la  série  de  Taylor. 
renfermant  comme  cas  particuliers  les  formes  de  Lagrange 
et  de  Cauchy 

i  .  2.  .  .n  .  (p+  i)  ' 
Dans    le    numéro    d'avril    1864    du     Journal  de   Liouville, 
Edouard  Roche    a  donné  une  formule  bien  plus  générale  : 

f(a  +  h)  —  f(a)-hf(a)  .   .   . ; — — -f*  (a) 

?(„  _|_  /,")  _  ç(a)  _  h^(a)  ... -j'<  (a) 


7 

7      i         .m        /"  +  1(a  -f  ùh) 
—  (/(  —  f)h)'"'  - : - 
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qui  en  renferme  une  infinité  d'autres  et  notamment  celle  que 
M.  Schlômilch  en  novembre  1858  avait  fait  connaître  en 
France,  où  on  ne  la  connaissait  pas  avant. 

(Extrait  d'une  lettre  de  M.  A.  Roche,  professeur  au  lycée  de  Montpellier.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


72.  —  Un  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Ot/, 
et  un  cercle  G,  langent  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces  droites, 
aux  points  A  et  B;  parO,  on  mène  une  transversale  mobile 
qui  rencontre  C  aux  points  M  et  N  ;  —  1°  par  les  quatre  points 
A,  B.  M,  N,  on  fait  passer  une  hyperbole  équila  1ère  H.  Les 
tangentes  à  H  aux  points  M  et  N  se  coupent  en  un  point  I. 
Trouver  le  lieu  de  ce  point  quand  MN  tourne  autour  du 
point  0.  Ce  lieu  est  une  circonférence;  — 2°  on  joint  AM 
et  BN  ;  ces  droites  se  coupent  en  un  point  1':  trouver  le  lieu 
de  ce  point  F  :  ce  lieu  est  une  hyperbole,  dont  on  demande 
l'équation  lorsqu'elle  est  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes; 
—  8°  par  les  points  A;  B,  M,  N,  on  fait  passer  une  para- 
bole P;  démontrer  que  par  un  point  du  plan  passent  deux 
paraboles  P,  et  trouver  avec  un  seul  paramètre  variable 
l'équation  générale  et  rationnelle  des  paraboles  P — 4°trouver 
le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  P  avec  le  diamètre  de 
cette  courbe  qui  passe  par  le  point  0.  Ce  lieu  est  une  hyper- 
bole homothétique  de  celle  qui  a  été  trouvée  tout  à  l'heure, 
on  construira  les  asymptotes  de  ces  courbes. 

(8.1.) 


Le  Rédacteur-Gérant., 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE   CENTRALE    DES   CHEMINS   DE   FER.    —   IMPRIMERIE   CHAIX. 
RUE     BERGÈRE,   20,   PARIS   —    18546-3- 
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SUR    UNE 

NOUVELLE  ESPÈCE  DE  FRACTIONS  CONTINUES 

Par  M.  G.  de  IiOiigchanips, 

(Suite,  voir  \>nge  193.) 


V.  —  Nouvelle  forme  de  l'intégrale  U„.  —  Nous 
donnerons  maintenant  l'intégrale  U„  sous  une  forme  nou- 
velle et  qui  nous  semble  réaliser  un  progrès  sensible  sur 
celle  qu'a  donnée  Lagrange. 

Nous  touchons  ici  à  un  point  important  et  sur  lequel  nous 
devons  insister  un  peu. 

Le  théorème  de  Lagrange  offre,  en  effet,  deux  inconvé- 
nients évidents  : 

1°  11  exige  la  résolution  de  l'équation  génératrice  et  cette 
résolution  est,  généralement,  impossible  ; 

2°  Quand  elle  est  possible,  le  théorème  de  Lagrange  donne, 
ordinairement,  l'intégrale  U„  sous  une  forme  algébrique 
compliquée  d'expressions  irrationnelles.  Or,  la  fonction  Un, 
si  l'on  se  reporte  a  sa  définition  même,  est  une  forme  entière 
des  coefficients  donnés  AM  A2,  . .  .  A,,  et  des  constantes 
initiales  U0,  U1;  . . .  Uf_t. 

Nous  allons  montrer,  et  c'est  là  ce  qui  constitue  le  progrès 
que  nous  voulions  signaler,  que  l'on  peut  trouver  U„  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  résoudre  l'équation  génératrice. 

Reprenons  l'équation  de  récurrence 

Un  +  A.Un-,  +....+  A.Un_,  =  o.  (A) 

Effectuons  un  changement  de  fonctions  et  posons 
U„  =  V„+a"; 
l'équation  (A)  donne  la  suivante  : 

V„  -f  k^Yn-i  +  . . .  +  AtVn_,  +  ?  =  o, 
en  posant  -      p  ±=  x"  -f  Ajx"-1  -f-  . . .  -f-  A,*"-'. 

Disposons  maintenant  de  l'indéterminée  *  de  façon  qu'elle 
soit  une  des  racines  de  l'équation 

«,<  -f-  At*1-*  -f  . . .  +  A»  =  o. 
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Les  fonctions  V  vérifient  alors  la  relation  de  récurrence 
Vn  +  A^  +  . . .  +  AtVn_t-  =  o, 
et  cette  relation  ne  diffère  de  celle  qui  détermine  les  fonc- 
tions U  que  par  le  simple  changement  des  lettres  U  et  V, 
On  doit  seulement  observer  que  les  constantes  initiales  sont 
modifiées,  les  nouvelles  constantes  V0;  Vls   . . .  Vi_l5  étant 
liées  aux  anciennes  par  les  égalités  suivantes  : 
U0  =  V0  +  i 

U,  =  vt  +  « 


Ut_1  =  Vi_1  +  a-i. 

Si  nous  imaginons  le  calcul  que  l'on  peut  faire,  de  proche 
en  proche,  des  fonctions  U»,  Uî+1,  ...  U„,  nous  reconnais- 
sons qu'elles  sont,  sans  exception,  des  formes  algébriques 
linéaires  et  homogènes,  par  rapport  aux  constantes  initiales 
U0,  Ut,  ...  U,-!.  Nous  pouvons,  d'après  cette  remarque, 
poser 

Un  =  p.U^  -f  pJJ^  +  . . .  -f  p.-JJo  ;         (1) 
p0,Pi,  ...  Pi-i  étant   des  fonctions  de  n  et  des  coefficients 
donnés  A1}  A2,   ...  A,;,  mais  ne  dépendant  pas   des  cons- 
tantes initiales. 

Puisque  la  loi  de  récurrence  est  la  môme  pour  les  fonc- 
tions U  et  V,  on  a  donc  aussi 

V.  =  p.V*_,  +  pji-,  +  . . .  Pi-.Vo.  (2) 

Les  égalités  (1)  et  (2)  donnent  la  relation  suivante  : 

U  -  V„  =  pJUn  -  Vi-J  +  •  •  •  +  Pi-i(U.  -  V0), 
ou,  a"  =  p0a.;~l  +■  p^jJ-*  -f  . . .  -J-  p,_1# 

Désignons  maintenant  par  a,,  a2,  ...  a,-,  les  i  racines, 
supposées  distinctes,  de  l'équation  génératrice  ;  nous  obte- 
nons les  relations 

a*  =  p^-1  4-  p^-*  4    .  .  .  +  F*-i 

«2  =  Po^"1    +    Pi***"'  +   •   ■  •    +    Pi-l 


a*  =  p0ti*-1  +  PS-'-2  4-  •  •  •  -f  Pi-A. 

Ces  équations  déterminent p0,  pt,  ...  p<_,  ;  le  déterminant 
des  inconnues  est  un  déterminant  de  Vandermonde  : 
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V"1,     a,-2,    ...     I 
**-*,     a,-2,    ...     i 


Xi*-1,     a,'-2,    ...     I 

et  l'on  sait  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro,  si,  comme 
nous  l'avons  supposé,  les  racines  al5  a2,  ...  a»,  de  l'équa- 
tion génératrice  sont  distinctes.  On  doit  aussi  remarquer 
que  les  inconnues  p0,  pit . . .  pi-t  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  cq,  a2,  ...  a»  et,  par  conséquent,  des  fonctions 
rationnelles  et  connues  des  coefficients  de  l'équation  génératrice. 
Il  n'est  donc  pas  nécessaire  de  résoudre  l'équation  géné- 
ratrice, pour  obtenir  la  fonction  U„  —  et  celle-ci  peut  tou- 
jours se  déterminer.  C'est  là  le  point  que  nous  voulions 
mettre  en  lumière. 

VI.  —Expression  de  U„.  —  La  fonction  Unpeut  aussi  se 
calculer  au  moyen  d'une  formule  que  nous  allons  faire  con- 
naître et  qui  a  l'avantage  de  n'exiger  que  la  connaissance 
de  la  fonction  qui  donne  la  somme  des  puissances  n  des 
racines  d'une  équation   donnée. 

L'équation  proposée  étant 

U„  -f-  AtU,,-!  -f-  . . .  +  Ait!,,.,  —  o  , 
l'équation  génératrice  est 

z\  +  A^1-1  -f-  . . .  -f  Ai  =  o, 
et  l'intégrale  U„  est,  d'après  le  théorème  de  Lagrange, 

U„  =  Ply  -f-  hzf  -f  . . .  -j-  ?iz-  (B) 

p1?  p2,  ...  pi  étant  des  constantes  arbitraires,  zit  z%,  ...  Zi 
désignant  les  i  racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  l'équa- 
tion génératrice. 

Posons  :  S„  =  z\  +  z»  -f  . . .  -f  %«  ; 

nous  aurons  alors 

Sn  +  1  —    Z'I   .    3,   -f-   Sj{    .    '.,    -j"    •  •  •    +   Z"t    .    Zi 


Sll+i  —  r-"  .  z-{  4"  zï  •  z2  ~r   •  •  •  T" 


,i 


-Il  -1—1    _l         -Il      mi— 1        I  I        _»  -1  —  1 

a  +  i-1  »i    •   *|         T^    *i'**        "i~    •  -  -   — t-  -■  i     ■     -,       • 

Do  ces  égalités,  et  de  la  relation  (B),  nous  déduisons,  eu 
éliminant  z'\,  zn„   ...   %ï  : 
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u„ 

Pi 

P2 

. .  Pi 

On 

I 

I 

. .   I 

sl 

Z2 

.  .    ^{ 

^n  +  2 

a   2 
*1 

r-     2 

-«2 

1-  i 

C  „  i— 1  «•  »—  1  ~r  .»' 

On+i- 1^1         -"2  "  •  "  •*» 

Cette  formule  permet  encore  de  reconnaître  que  Un  est 
une  fonction  symétrique  des  racines  zXi  zt,  ...  »»  et,  quand 
on  fait  varier  n,  on  voit  qu'il  suffit  de  connaître  Sn  pour 
avoir  U„. 

Cette  fonction  Sn  est,  d'ailleurs,  donnée  par  une  formule 
bien  connue,  due  à  Wariny  (*),  et  qui  peut  s'écrire 


Sn=2(~0 


n(À1+A2+...+Xl— i) 


AX*AtX»"Afr 

X^X,!...^!   ' 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  eulières,  nulles 
et  positives  des  exposants  Xi,  X2,  ...  X<  qui  vérifient  la 
relation  :  Xt  -f-  2Xa  -f-  . . .  -}-  tX*  =  m.  (X) 

Mais  cette  formule  de  Waring  présente  l'inconvénient 
grave  d'exiger  la  résolution,  en  nombres  entiers  et  positifs, 
de  l'équation  (X),  et  l'intégrale  Un  se  calcule,  plus  commo- 
dément, en  suivant  la  Méthode  que  nous  avons  exposée,  au 
paragraphe  précédent.  On  évite  ainsi  l'exposition  du  théo- 
rème de  Lagrange  et,  pour  mieux  montrer  l'avantage  de 
notre  méthode,  nous  allons  l'appliquer  au  cas  qui  se  pré- 
sente le  plus  ordinairement,  nous  voulons  parler  du  cas 
simple  où  la  récurrence  des  fonctions  U„  correspond  à  la 
formule  aU„  -f-  fàn-i  -f-  yU„_2  =  o. 

(A  suivre.) 


(*)  Serret.  Alg.,  sup.  ,  t.  I,  p.  449. 
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SUR  LE  VOLUME  DU  TÉTRAÈDRE 

EN    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 
Par  IL    Edouard  Lucas. 


X 

y 

z 

I 

x% 

y* 

%% 

I 

x3 

y3 

z3 

I 

xk 

Ki 

** 

I 

On  donne  habituellement  dans  les  cours  une  démonstra- 
tion assez  compliquée  de  l'expression  analytique  du  volume 
du  tétraèdre  lorsque  l'on  connaît  les  coordonnées  de  ses 
sommets.  Voici  comment  il  est  facile  d'obtenir  directement 
cette  expression  en  coordonnées  rectangulaires,  obliques 
ou  tétraédriques,  sans  passer  par  la  formule  qui  donne  la 
distance  d'un  point  à  un  plan. 

Désignons  par  xt,  yiy  zh  les  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques  d'un  point  P,,  par  A  le  déterminant 


A  = 


par  Aj  et  A/  les  résultats  obtenus  en  remplaçant  dans  Aies 
coordonnées  x,  y,  z  par  celles  des  deux  points  Pt  cl  P^. 

D'après  le  sixième  livre  de  géométrie  élémentaire,  on  sait 
que  le  volume  de  deux  tétraèdres  (P^PaP*  et  P',P.2P,P4)  de 
même  base  sont  dans  le  rapport  des  hauteurs;  mais  les 
distances  de  Pa  et  de  P'j  au  plan  passant  par  P2,  P3,  Pt,  sont 
dans  le  rapport  de  At  à  A'4;  on  a  donc 

vol.  (PtPaP,P4)        _\ 

vol.  (FtPJPA)  "  ±\  * 
D'après  le  principe  des  signes  des  distances  à  un  plan, 
on  doit  prendre  les  volumes  des  tétraèdres  dont  les  sommets 
ont  un  ordre  donné  avec  les  mômes  signes  ou  avec  les 
signes  contraires,  suivant  que  des  points  Pt  etP^  on  aper- 
çoit le  sens  du  circulation  de  P2P3Pt  de  la  mémo  manière  ou 
di'  manières  différentes;  ainsi  l'expression  analytique  du 
volume  d'un  tétraèdre  changera  de  signe  lorsque  l'on  échan- 
gera l'ordre  de  deux  sommets.  On  a  donc  cette  proposition  : 


.222  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

Les  volumes  de  deux  tétraèdres  ayant  trois  sommets  communs 
sont  dans  le  rapport  des  déterminants  des  douze  coordonnées  de 
leurs  sommets. 

Plus  généralement,  considérons  deux  tétraèdres  quelcon- 
ques ABGD  et  PQRS  ;  par  convention,  nous  prendrons  les 
volumes  de  ces  tétraèdres  avec  les  mêmes  signes  ou  avec 
les  signes  contraires,  suivant  que  des  points  P  et  S  on  aper- 
çoit le  sens  de  circulation  de  ABC  et  de  PQR  dans  le  même 
sens  de  rotation  ou  dans  des  sens  contraires.  Comparons 
successivement  les  volumes  des  tétraèdres 

ABGD,  ABCS,  ABRS,  AQRS,  PQRS; 
deux  tétraèdres  consécutifs   ont  trois    sommets    communs; 
donc,  en  multipliant  membre  à  membre   les   égalités   obte- 
nues par  l'application  de  la  proposition  précédente,    on  en 
déduit  ce  théorème  : 

Les  volumes  de  deux  tétraèdres  quelconques  sont  dans  le  rap- 
port des  déterminants  des  douze  coordonnées  de  leurs  sommets. 

Si  l'on  prend  pour  l'un  des  tétraèdres  celui  qui  a  pour 
sommets  l'origine  0  des  coordonnées  et  les  extrémités  X, 
Y,  Z,  de  longueurs  égales  à  l'unité  sur  chacun  des  axes, 
on  sait  que  l'on  a 

XYZO  =  —  sin  (x}  y,  z)  ; 

mais  le  déterminant   des  coordonnées  devient 

i     o    o     i 

o     i     o     i 

o    o     i     i 

o    o    o     i 
d'où  l'on  déduit 

vol  (P1P2P3P4)  =  -£-  A,  sin  (x,  y,  z). 

De  même  si  xc,  yi}  zh  tu  sont  les  distances  d'un  point  P 
aux  quatre  faces  du  tétraèdre  de  référence;  hif  h^,  h3,  ht, 
les  hauteurs  du  tétraèdre,  on  a 

T.l(P,PP.PJ=.I      ^  vol  (ABGD) 
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Exercices  à  démontrer  sur  le  volume  du  tétraèdre. 

I.  —  Si  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  on  mène  des  pa- 
rallèles à  une  droite  donnée,  elles  rencontrent  les  faces  en 
quatre  points  qui  forment  un  tétraèdre  de  volume  constant, 
quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  donnée. 

II.  —  Si  par  les  centres  de  quatre  cercles  d'un  plan  on 
élève  perpendiculairement  au  plan  des  droites  de  longueurs 
respectivement  proportionnelles  aux  puissances  d'un  point 
donné  du  plan  par  rapport  aux  quatre  cercles,  le  volume  du 
tétraèdre  formé  par  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires 
est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  donné. 

III.  —  On  donne  deux  tétraèdres  ABCD  et  PQRS;  démon- 
trer la  relation 

ABCD  .  PQRS  =  PBCD  .  AQRS  +  PGDA  .  BQRS 
-f-  PDAB  .  CQRS  -f-  PABG  .  DQRS, 
qui  est   la  généralisation  d'un  théorème  de  Fontaine  et  de 
Monge.  (Chasles.  Géom.  super,  p.  23.) 

IV.  —  On  considère  deuxpolyèdres  quelconqucEA^C^^.. 
et  A2B2C2D2  . .  ;  soient  A'2,  B'2, ...  les  points  symétriques 
de  A2,B2, ...  par  rapport  à  un  point  quelconque  P;  àlf  61? 
clf  d±t...  les  milieux  de  A^,  BJ$2,  CjCî,  DJ)2,...  et  a2, 
62)...  les  milieux  de  AjA'2,  BJS'z,...  ;  démontrer  que  la 
somme  des  volumes  des  polyèdres  a^b^Ci. . .  et,  a%b2c2. . .  est 
la  demi-somme  des  volumes  des  polyèdres  donnés,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  P. 


SUR  CERTAINES  COURBES  GAUCHES 

DU   QUATRIÈME   ORD1Œ 
Par  M.  Bioche,  professeur  au  Lyci'e  de  Poitiers. 


On  sait  que  par  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
(ou  quartique  gauche)  déterminée  par  l'intersection  de  doux 
surfaces  du  deuxième  degré,  il  passe  une  infinité  de  surfaces 
de  ce  degré.  Il  existe  des  quartiques  gauches  telles  que  par 
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une  de  ces  courbes  il  ne  peut  passer  qu'une  seule  surface 
du  deuxième  degré.  Ces  courbes  ont  été  étudiées  en  parti- 
culier par  Steiner. 

I.  —  On  peut  obtenir  ces  courbes  en  se  servant  d'un 
système  de  coordonnées  imaginé  par  M.  Chasles  pour  l'étude 
des  courbes  tracées  sur  des  surfaces  du  deuxième  degré  à 
génératrices  rectilignes  réelles.  Soient  OX  et  OYdeux  géné- 
ratrices de  systèmes  différents;  par  un  point  quelconque  M 
de  la  surface  passent  deux  génératrices  : 

L'une  MA,  de  même  système  que  OY,  rencontre  OX  en  A; 

L'autre  MB,  de  même  système  que  OX,  rencontre  OY  en  B. 
Au  point  M  correspondent  donc  deux  segments  OA,OB  sur 
les  génératrices  fixes.  Inversement,  à  ces  segments  corres- 
pond un  point  et  un  seul.  Ce  système  de  coordonnées  est 
analogue  au  système  de  coordonnées  cartésiennes  dans  le 
plan.  Une  équation  f(x,y)  =  o  représentera  une  courbe  sur 
la  surface. 

Si  f(x,y)  est  de  degré  m  par  rapport  à  œ  et  de  degré  ;a 
par  rapport  à  y,  la  courbe  représentée  par  f(x,y)  =  o  ren- 
contre m  fois  les  génératrices  de  système  OX  et  ;x  fois  les 
génératrices  de  système  OY.  Elle  rencontre  donc  m  -f-  p.  fois 
un  plan  tangent  quelconque  ;  elle  est  de  l'ordre  m  -j-  V- 

Pour  les  courbes  du  quatrième  ordre  m  -f-  \j.  =  4;  on  peut 
prendre  m  =  a  =  2  ;  on  a  alors  les  courbes  d'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degré.  Si  on  prend  l'un  des 
nombres  égal  à  3,  l'autre  sera  égal  à  1  ;  et  on  a  une  courbe 
dite  de  seconde  espèce. 

Par  une  telle  courbe  il  ne  passe  qu'une  surface  du  deuxième 
degré.  Car  si  m  =  3  par  exemple,  toute  surface  du  deuxième 
degré  qui  contiendrait  la  courbe  proposée  contiendrait 
également  toutes  les  génératrices  du  système  OX  qui  sont 
des  sécantes  triples  de  la  courbe. 

Toute  quartique  intersection  de  deux  surfaces  du  deuxième 
degré  n'admet,  sur  la  surface,  que  des  sécantes  doubles  : 
car  chaque  génératrice  de  l'une  des  surfaces  rencontre 
l'autre,  et  par  suite  la  quartique,  en  deux  points. 

On  sait  que  neuf  points  de  l'espace  pris  sur  une  même 
quartique   gauche   de   première  espèce  ne  déterminent  pas 
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une  surface  du  second  degré.  Neuf  points  pris  sur  une 
courbe  de  deuxième  espèce  sont  plus  que  suffisants  pour 
déterminer  la  courbe,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  et  dé- 
terminent complètement  une  seule  surface  du  deuxième 
degré. 

II.  —  Les  quartiques  gauches  de  deuxième  espèce  peuvent 
s'obtenir  comnie  intersection  d'une  surface  du  deuxième 
degré  et  d'une  du  troisième.  Considérons  sur  une  surface 
du  troisième  degré  S  deux  droites  A,  B  qui  ne  se  rencon- 
trent pas.  Par  ces  droites  je  fais  passer  un  hyperboloïde  H  ; 
H  et  i]  se  couperont  suivant  les  droites  À,  B  et  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  C  ;  toute  génératrice  de  H  ap- 
partenant au  système  A,  B  rencontrera  .£  et  par  suite  G  en 
trois  points.  Ces  génératrices  forment  donc  un  système  de 
sécantes  triples.  Les  génératrices  du  système  différeut  ne 
rencontrent  G  qu'en  un  point. 

On  peut  en  particulier  prendre  pour  surface  S  un  cône 
ayant  pour  génératrice  double  une  génératrice  de  l'hyper- 
boloïdc  H. 

III".  —  Les  quartiques  de  deuxième  espèce  sont  unicur- 
sales.  Car,  si  on  fait  passer  un  plan  par  une  sécante  triple, 
il  ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en  un  seul  point,  dont  les 
coordonnées  s'exprimeront  par  suite  rationnellement  en 
fonction  d'un  paramètre. 

Si  on  projette  la  courbe  sur  un  plan  en  plaçant  le  centre 
de  projection  sur  une  sécante  triple,  on  oblient  unequartique 
plane  à  point  triple.  Sur  les  autres  rayons  projetants  il  n'y 
a  qu'un  seul  point  de  la  courbe,  ce  qui  montre  autrement 
qu'elle  est  unicursale. 

Voir  Crasles,  Rapport  sur  les  progrès  de  la  géométrie,  p.  250;  Crf.mona, 
Comptes  rendus  d.;  l'Académie  des  sciences,  t.  LUI,  Salhon,  Cambridge  and 

Dublin  Mathcmaticul  Journal,  t.  V;  Steineb.,  Journal  de  Crclle,  l.  LUI. 
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AGRÉGATION  DE  MATHÉMATIQUES 

CONCOURS  DE    1883 


Mathématiques  élémentaires. 

Trouver  la  hauteur  AB  et  les  bases  AD,  BG  d'un  trapèze 
rectangle  ABCD,  connaissant  la  longueur  l  du  côté  oblique 

3 
CD,  l'aire  a2  du  trapèze,  et  le  volume  —  r.b3  engendré   par 

4 
la  révolution  de  la  figure  autour  de  OD. 

Discuter  des  formules  trouvées,  et  déterminer  le  minimum 

de  o3.  On  examinera  les  cas  particuliers  suivants  : 

l  =  a  ;       1=  3a. 

Mathématiques  spéciales. 

D'un  point  donné  P  on  mène  des  normales  à  un  ellip- 
soïde donné. 

1°  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ses  six  normales,  on 
peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S 
concentriques  à  l'ellipsoïde  ; 

2°  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  les 
surfaces  S  soient  de  révolution  ; 

3°  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des 
surfaces  S  ; 

4°  Sur  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde,  indiquer  les  points  par  les- 
quels passe  l'axe  de  révolution  quand  la  surface  S  est  un 
ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  ou  à  deux  nappes,  un 
cône,  un  cylindre,  ou  un  système  de  deux  plans  parallèles. 

Composition  sur  le  programme  de  licence. 

Théorie.  —  On  donne  un  corps  quelconque,  dont  les  di- 
verses parties  sont  douées  d'un  pouvoir  attractif  suivant  la 
loi  de  Newton,  et  on  admet,  comme  préalablement  démontré, 
que  les  composantes  de  l'attraction  exercée  sur  un  point  M, 
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ayant   pour    coordonnées  x,  y,  z,    sont  représentées,  à  un 

e    .  .     .      .  .       , ,  .    ,      dV   dV    dV 

facteur  constant  près,  par  les  dérivées  --— ,  — — ,  — —   du   po- 
ète   dij    dz  l 

tentiel  V,  relatif  au  point  M.  Prouver  qu'on  a  toujours 

d'Y      d*Y      cfrV_ 

dx*  +  ~dtf  +  efa1  —  ~~  47IS' 
e  étant  la  densité  de  la  masse  attirante   au  point  de  celte 
masse  qui  coïncide  avec  le  point  M. 

Démontrer  que  toute  fonction  U  qui,  mise  à  la  place  de  V 
dans  l'équation  précédente,  satisfait  à  cette  équation,  ne 
diffère  pas  du  potentiel  V,  si  elle  remplit  en  outre  les  con- 
ditions suivantes  :  1°  la  fonction  U  est  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  2°  les  produits 

TT  TT  TT  „<<U  d\J  d\] 

UaMIkU.,    **-,,*-,  *«~ 

restent  finis   quand  une  ou  plusieurs    des    variables  x,y.z 
deviennent  infinies,  la  masse  attirante  étant  limitée. 

Application.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  sait  qu'en 
chaque  point  de  l'espace  se  coupent  trois  surfaces  du  second 
degré  honiofocalcs  à  E;  désignons  par  X,  a,  v,  les  demi-axes 
de  ces  surfaces  parallèles  au  grand  axe  de  l'ellipsoïde  E. 
On  considère  une  masse  indéfinie  douée  d'un  pouvoir  attrac- 
tif suivant  la  loi  de  Newton,  et  dont  la  densité  en  chaque 
point  est  exprimée  par  une  fonction  de  A,  [x,  v.  On  demande 
quelle  doit  être  la  forme  la  plus  générale  de  cette  fonction 
pour  que  les  surfaces  de  niveau  soient  des  ellipsoïdes  ho- 
mo focaux  à  E.  Cette  forme  étant  trouvée,  calculer  l'attrac- 
tion de  la  masse  sur  un  point  quelconque. 


CONCOURS  D'AGREGATION  (1883) 

Solution  par  .M.  GÉRARD,  professeur  nu  eollège  de  Cluny. 


D'un  point  donne  P  on  mène  des  normales  à  un  ellipsoïde 
donné. 

1°  Démontrer    que  pur  les  pieds  de  ces  six  normales  on  peut 
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faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S  concen- 
triques à  l'ellipsoïde; 

2°  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  les 
surfaces  S  soient  de  révolution; 

3°  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des  sur- 
faces S; 

4°  Sur  la  section  de  ce  cône  perpendiculaire  à  l'axe  mineur 
de  l'ellipsoïde,  indiquer  les  points  par  lesquels  passe  l'axe  de 
révolution  quand  la  surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde 
à  une  ou  deux  nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de 
deux  plans  parallèles. 

I.  —  Soient  X;  Y,  Z,  les  coordonnées  du  point  P; 

l'équation  de  l'ellipsoïde. 

Les  coordonnées  du  pied  d'une  quelconque  des  normales 
doivent  satisfaire  aux  relations 


X  — 

x    „        Y  —  y 
a2=           J 

y 

b*-=z 

—  z 

qui 

peuvent  s'écrire 

(è2- 

-  c*)yz  +  c2Z</  - 

-  62Ys  = 

-0 

(c2  — 

■  a^zx  +  a^Xz- 

-  c*Zx  = 

=  0  ; 

(a2- 

■  b-)xy-{-  b2Yx- 

-a*Xy  = 

=  o 

(2) 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  a2X,62Y,c2Z, 
nous  obtenons  le  résultat  suivant: 

a*(62  __  c*)Xyz  -f-  62(c2  —  a*)Yzx  -f  c*(aï  —  ¥)Zxz  —  o  ;  (3) 
c'est  l'équation  d'un  cône  qui  passe  par  les  axes  de  l'ellip- 
soïde et  par  les  six  droites  joignant  le  centre  de  cette  sur- 
face aux  pieds  des  normales.  Ce  résultat  est  bien  connu  et 
le  cône  que  nous  venons  d'obtenir  est,  comme  on  le  sait, 
celui  qui  a  avec  le  cône  de  Chasles  une  génératrice  commune 
et  qui  donne,  par  son  intersection  avec  celui-ci,  la  cubique 
gauche  aux  pieds  des  normales  issues  du  point  P. 

II.  —  D'après  cela,  l'équation  générale  des  surfaces  S  est 
de  la  forme 
kxcl+h!if  +  M'zl+2XByz+2kiïzx-\-2lWxy—  i  =o;   (3  bis) 
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I  . ,  I  ,,  I 

en  posant      A  =  — -,     A  =■——-,     A  =  — - 
a1  b-  c2 

B  =  a2(62  —  c2)X  (4) 

B'  =  b2(c*  —  a2jY 

B''  =  c2(o2  —  62)Z 

Si  aucun  des  coefficients  B  n'est  nul.    la  condition  pour 

qu'une  des  surfaces  S  soit  de  révolution  est 

A        x    B'B''  _  y        x   B"B  __  a,        >    BB' 

d'où  on  tire 

_  (A  —  A')BBr        '(Af  —  A")BfB" 

—  B"(B'2  —  B2)  —    B{B"2  —  B'2) 
et  par  suite 

(A'  —  A")B'2B"2  +  (A"  —  A)B"2B2  +  (A  —  A')B2B'2  ==  o.    (5) 
En  remplaçant  les  coefficients  A  et  B  par  leur  valeur  (4) 
on  a  l'équation  du  lieu  du  point  P,  savoir,  après  simplifica- 
tions, 


a2(^_c2)X2     '    6»(c2  —  a8)Ya     '    c2(a2— 62)Z2 

C'est  un  cône  du  quatrième  ordre  que  nous  appellerons  le 
cône  V  :  il  passe  par  les  trois  axes,  et  il  est  facile  de  voir 
que  les  points  situés  sur  ces  trois  axes  correspondent  au  cas 
où  deux  des  coefficients  des  rectangles  des  variables  sont 
nuls  dans  l'équation  des  surfaces  S. 

III. —  L'équation  des  surfaces  S  étant  mise  sous  la  forme 
(3  bis)  on  sait  que  les  équations  de  l'axe  de  révolution  sont 

BB'  B"B  BB'   '  '  ; 

portant  dans  l'équation  (5),  on  a  pour  le  lieu  des  axes    de 
révolution 

(t--7)-+(-7--f)«,  +  (:t-t)*— 

C'est  un  cône  que  nous  appellerons  le  cône  W.  [(7) 

IV.  —  La  section  du  cône  W  pur  le  plan 

z  =  i 
a  pour  ('([nation 
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Si  nous  supposons        a  >•  b  ^>  c, 
ce  sont  des  hyperboles  ayant  pour  axe  transverse  l'axe  des  y 
et  pour  axe  imaginaire  l'axe  des  x. 

L'équation  des  surfaces  S  étant  mise  sous  la  forme  (3  bis), 
on  sait  que  la  racine  double  de  l'équation  dite  équation 
en  S  est 

A"—      2L    -  A"(B'2B"2  —  B2B"2)  —  (A  —  A')B2Br2  _q,_q„ 
B"    ~  B'2B"2  —  B2B"2  —  S— S 

c'est-à-dire,  d'après  les  équations  (6), 

_L  rx*  —  y2)  -f  (4 -)  z» 

c*  K  J  '  n   \  62         o2  / 


S'=  Sff  = 


x  —  y 

Gomme  la  somme  des  trois  racines  de  l'équation  en  S  est 
A  -f-  A'  -}-  A",  la  racine  simple  sera 

A  -f  A'  -f  A"  —  2(A"  —  l  22.)  =  S'" 

(■f + v  -  ■?)  <*■  -  #  -  »(£■  —$* 


ou 


xL  —  yi 

On  voit  que  les  racines  de  l'équation  en  S  ne  varient 
pas  lorsque  x,  y,  %  ou  encore  B,  B',  B",  varient  proportion- 
nellement. Si  donc  on  se  reporte  aux  expressions  (4)  des 
coefficients  B,  on  verra  : 

1°  Que  la  surface  S  reste  la  môme  quand  le  point  P  prend 
diverses  positions  sur  une  arête  du  cône  V  ; 

2°  Que  les  cônes  V  et  W  se  correspondent  are  te  à  arête. 

D'après  les  valeurs  de  S',  S",  S"  données  ci-dessus,  on 
voit  que  les  lignes  séparatrices  sur  la  section  (8)  faite  dans 
le  cône  V  seront,  en  faisant  z  =  i, 

-ë^-f* +  (—#)  =  ° 
'(^+-^-v>,-r>-<i-v)  =  0i     (0) 

a;2  —  y-  =  o. 

La   première    des   lignes  (9)   rencontre  la  section  (8)  en 
quatre  points  M,  M',  M",  M'"  dont  les  coordonnées  sont 
a2x2  =  bhf  =  c2; 
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La  deuxième  en  quatre  points  N,  N'.  N\  In  "'  qui  ont  pour 
coordonnées 


J_  +  _L__L 

C9     '     b2  a* 


œi  = 


+  1F- 


c-     '     a1  b- 

a2     '     62         c2 


11    est  visible  que  le   numérateur  de  ces  deux  fractions 
est  toujours  positif. 


i  i  i 


Si  donc, 
les  quatre  points  N  seront  réels. 
Et  si 


-1-  +  J 

a2 


<  o, 


i 

ils  seront  imaginaires. 

Enfin  la  troisième  des  lignes  (0)   rencontre  la  section  (8) 
en  quatre  points  Q,  Q',  Q",  Q'",  qui  ont  pour  coordonnées 
z*=xf=  i. 


Donc 
Premier  CAS. 


— +  - 


O. 
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Marquons  les  douze  points  d'intersection  et  le  sommet  A 
(fig.  1)  ;  comme  l'axe  des  y  est  réel  pour  la  première  courbe 
(9)  et  imaginaire  pour  la  deuxième,  les  points  se  succéde- 
ront dans  l'ordre  A,  M,  Q,  N. 

On  dressera  donc  le  tableau  suivant  : 

1  S'  >  o      ...       ... 

ellipsoïde  ; 


de  A  en  M 
en  M 

de  M  en  Q 
en  Q 


S"'  >  o 
S'  =  o 
S'  <  o 
S'"  >  o 

S'  =  00 


plans  parallèles  ; 
hyperboloïde  à  deux  nappes. 
S"'  =  oo     cône  ; 


de  Q  en  N  ]  Q//  kyperboloïd 


e  à  une  nappe  ; 


en  N 
de  N  à  oo 


S" 

S" 


:  o    cylindre  ; 
o 


i  S">o 


ellipsoïde. 


Fy.2 


_  iti  i 

Deuxième  cas.       — —  +  -rz r  —  °- 

a2         62  c2 

Le  point  N  passe  à  l'infini  (fig.  2)  ; 
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de  A  en  M  \  „,Z  ellipsoïde  ; 

(  S  >  o 

eaM    S  =  o    plans  parallèles 
de  M  en  Q  hyperboloïde  à  deux  nappes  ; 
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en  Q 


cône  ; 


de  Q  à  l'infini  ]       '  hyperboloïde  à  une  nappe. 


Troisième  cas. 


T    62  c* 


o. 


La  deuxième  des  courbes  (9)  a  pour  axe  transverse  l'axe 
des  y  et  les  points  N  deviennent  imaginaires  (fig.  3). 

On  a  donc  absolument  le  môme  tableau  que  dans  le  cas 
précédent. 
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QUESTION  28 

Solution  par  M.  Alexandre,  élève  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  d'Angers 


Construire  la  courbe  hx  Ly  =  K 
On  a  Ly 


(Laisant.) 


Lœ' 


ou  y  =  e 

Dans  cette  fonction  on  ne  peut  faire  varier  x  que  de  o  à 
-f-   oo  et  y  est  toujours  positif.  Mais  pour  la  valeur  i  àex,  la 


y 


fonction  n'est  pas  continue,  on  devra  donc  faire  varier  x  de 
o  à  1—6,  puis  de  i  -f-  e  à  *f-  °°  • 
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D'ailleurs  la  dérivée  étant  toujours  négative,  la  fonction  y 
décroît  constamment. 

Pour  x  —  o,  y  =  i  et  la  tangente  est  Oy;  x  augmentant, 
y  diminue;  lorsque  x  est  très  voisin  de  i,  y  approche  beau- 
coup de  O. 

Pour  une  valeur  de  x  un  peu  supérieure  à  i,  y  est  infini; 
la  courbe  revient  de  l'autre  côté  asymptote  a  x  =  i,  y  dimi- 
nue en  même  temps  que  x  augmente.  Et  ce  augmentant  indé- 
finiment, la  courbe  devient  asymptote  à  y  =  i. 


VARIETES 


UN  PARADOXE  GÉOMÉTRIQUE 

Considérons  un  carré  formé  de  64  cases;  divisons-le  en 
deux  rectangles  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  carré,  et 
pour  bases  trois  et  cinq  unités.  Divisons  le  petit  rectangle 
en  deux  parties  pour  une  diagonale  et  le  grand  rectangle 
en  deux  trapèzes  égaux.  Si  l'on  découpe  le  carré  en  quatre 


^sLM  |  I  r 

m 


1       1  '  t   ^*** 


fragments,  on  peut  les  juxtaposer  de  manière  à  obtenir  la 
figure  (2)  ;  mais  celle-ci  contient  65  carrés,  pendant  que  l'autre 
en  contient  64.  On  aurait  donc  65  =64.  L'explication  de 
ce  paradoxe  est  facile.  Nous  avons  supposé  que  les  côtés 
des  fragments  placés  le  long  de  la  diagonale  du  rectangle 
coïncidaient  avec  celle-ci;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  car 
ils  laissent  entre  eux  un  espace  vide  équivalent  à  un  carré. 
L'illusion  résulte    de  la  petite  différence  qui   existe  entre 
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l'inclinaison  de  la  diagonale  du  rectangle  des  côtés  5  et  i3 

sur  le  grand  côté  et  celle  de  la  diagonale  du  rectangle  des 

côtés  3  et  8  sur  le  grand  côté.  En  effet,  ces  deux  inclinai- 

5  3 

sons  sont  respectivement-—  et-—,  dont  la  différence  est 

1 5         8 

5  3  i 


i3        8  104 

Les  nombres  5,  8,  i3  appartiennent  à  la  série 
o  1  1  2  3  5  8  i3  21  34  55  89  .  .  . 
que  l'on  obtient  en  ajoutant  successivement  deux  termes 
consécutifs  ;  elle  a  été  indiquée  pour  la  première  fois  par 
Léonard  Fibonacci  de  Pise,  mathématicien  du  xme  siècle. 
Dans  cette  série,  le  carré  d'un  terme  quelconque,  diminué 
du  produit  des  termes  qui  le  comprennent,  est  alternative- 
ment -f-  1  et  —  1  ;  ainsi 

82—  5.  i3  =  —  1 
212  —  13.34  —  —  I 
552  —  34.89  =  —  1 


On  pourra  donc  remplacer  le  carré  de  8  unités  de  côté  par 
des  carrés  de  21   et  55  unités  de  côté,  et  l'on  obtiendra  des 
figures  paradoxales  d'approximation  plus  grande. 
On  a  aussi  i32 —    8.21  =  4- i 

342  —  21.55  =  +  i 


et  l'on  pourra  employer  des  carrés  de  i3,  34  .  .  .  cases 
de  côté  ;  mais,  afin  de  reproduire  l'illusion  précédente,  il 
faut  d'abord  construire  le  rectangle  et  le  découper,  de  telle 
sorte  que  l'intervalle  vide  se  produise  dans  le  carré. 

Si  l'on   observe    que  cette  série   provient    du  calcul  des 
réduites  de  la  fraction  continue  la  plus  simple 


«+-Ï- 


on  peut  considérer   ces  découpages  comme  une  représenta- 
tion géométrique    de  la  grande  approximation    donnée  par 
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les  fractions  continues  ;  il  serait  donc  facile   de  construire 
beaucoup  de  figures  de  ce  genre. 

QUADRATURE  DU  CERCLE 

On  sait  que,  pour  obtenir  la  longueur  d'une  circonférence, 
il  faut  multiplier  le  diamètre  par  un  nombre  fini,  que  l'on 
désigne  habituellement  par  «r,  et  que,  pour  obtenir  l'aire 
du  cercle,  il  faut  multiplier  par  t:  le  carré  du  rayon.  Arclii- 
niède  a  donné  le  premier  la  valeur  approchée 

22 

—      7 

Mais  on  connaît  depuis  longtemps  la  valeur  de  iz  avec 
une  très  grande  approximation.  On  a  remplacé  la  méthode 
des  périmètres  d'Archimède  et  la  méthode  des  isopérimètres 
de  Descartes  par  des  méthodes  qui  reposent  sur  l'emploi 
des  séries.  C'est  ainsi  que  Leibnitz  a  donné  la  formule 
7T  ii  i,i 

T='-T  +  T-7  +  --... 

et  que  Machin  a  donné  celle-ci  : 

4    —  4L  5  3  .  53  +    5  .  55   ~  7  .   57    +  '  "  '  J 

-\-l ï 4- L__         1. 

L  23ç  3  .  23c3  5  .  2395 

avec  celte  dernière   formule,    un  géomètre  anglais,  M.  W. 
Shanks,  a  calculé  w  avec  cinq  cent  trente  décimales. 

On  peut  retenir  facilement  les  trente  premières  décimales 
du  nombre  w  au  moyen  du  quatrain  suivant  : 

Que  j'aime  à  faire  apprendre  un  nombre  utile  aux  sages  ; 

Immortel  Archimède,  artiste  ingénieur, 

Qui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeur? 

Pour  moi  ton  problème  eut  de  pareils  avantages. 
Si  l'on  écrit  successivement  le  nombre  de  lettres  de  chaque 
mot,  on  trouve  ainsi  les  trente  premières  décimales  : 
r>  =  3,14159     26535     89793     23846     26433     83274...; 
mais  nous  n'engageons  personne  à  continuer  ce  travail  poé- 
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tique  pour  les  53o  décimales  du  calcul  de  M.  Shanks  (*). 
Pour  les  usages  ordinaires,  quatre  ou  cinq  décimales  suffisent, 
nous  donnerons  comme  exemple  l'application  suivante  : 

Connaissant  le  centre  d'un  rouleau  de.  papier  peint  et  le  nombre 
des  feuilles  depuis  le  rayon  jusqu'à  la  circonférence,  déterminer 
la  longueur  du  rouleau. 

Si  l'on  désigne  par  l  la  longueur  du  rouleau,  par  r  le 
rayon  et  par  n  le  nombre  des  feuilles,  on  peut  considérer 
approximativement  le  profil  du  rouleau  comme  un  cercle  de 
rayon  r,  qui  a  pour  surface  7rr2  ;  d'autre  part,  si  l'on  déve- 
loppait le  rouleau,  le  profil  deviendrait  un  rectangle  de  lon- 


gueur l  et  d'épaisseur  — ;  on  a  donc 

l.-L=W; 

n 

d'où  l  =  -jzrn . 

Le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  consiste  à  trouver 
par  des  constructions  géométriques  le  côté  d'un  carré  équi- 
valent au  cercle  ayant  l'unité  pour  rayon.  Nous  avons  dit, 
dans  notre  premier  volume  (p.  167),  que  c'est  un  préjugé 
pour  beaucoup  de  personnes  de  croire  à  l'impossibilité  dé- 
montrée de  la  quadrature  du  cercle  ;  mais  il  n'en  est  plus 
de  même  actuellement. 

Lambert  a  démontré,  en  1761,  que  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre  est  incommensurable,  il  était  aussi 
démontré  que  le  carré  de  ce  rapport  est  encore  incommen- 
surable (Legendre,  Élé7nents  de  géométrie,  note  IV).  D'autre 
part,  dans  un  admirable  mémoire  sur  la  fonction  exponen- 
tielle, M.  Hermite  avait  démontré  en  1874  que  le  nombre  e 
base  du  système  des  logarithmes  népériens  est  un  nombre 
transcendant,  c'est-à-dire  que  le  nombre  e  ne  peut  être  la 
racine  d'une  équation  de  degré  quelconque  à  coefficients 
entiers  ou  formés  d'irrationnelles  algébriques;  mais  l'illustre 
géomètre  écrivait,  dans  une  lettre  à  M.  Borchardt  :  «  Je  ne 
me  hasarderai  point  à  la  recherche  d'une  démonstration  de 

(*)  D'autant  que  la  trente  et  unième  décimale  est  un  zéro.  (Note  de  la 
rédaction .  ) 
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la  transcendance  du  nombre  «.  Que  d'autres  tentent  l'entre- 
prise ;  nul  ne  sera  plus  heureux  que  moi  de  leur  succès; 
mais  croyez-moi,  mon  cher  ami,  il  ne  laissera  pas  de  leur  en 
coûter  quelques  efforts.  » 

En  188:2,  M.  Lindemann  annonçait  à  l'Académie  des  sciences 
qu'il  était  parvenu  à  démontrer  la  transcendance  du  nombre 
7t,  et  qu'il  avait  déduit  cette  proposition  des  formules  de 
M.  Hermite.  Sa  méthode  n'est  qu'une  généralisation,  mais 
fort  habile,  qui  repose  sur  la  liaison  mystérieuse  des  nombres 
e  et  tt,  formulée  par  Euler  : 

La  cinquième  édition  de  l'excellent  Traité  de  géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Gomberousse  contient  le  résumé  et  la 
simplification  des  formules  de  M.  Hermite  et  des  recherches 
de  M.  Lindemann  ;  M.  Rouché  ajoute  que  ce  dernier  travail 
si  remarquable  appelle  d'autant  plus  l'atteution  qu'il  ne 
semble  pas  devoir  être  le  dernier  mot  sur  ce  sujet  au  moins 
sous  le  rapport  de  la  simplicité.  N'est-ce  pas  le  cas  de  répéter 
avec  Bacon  :  «  Nous  n'arriverons  à  quelque  chose  de  définitif 
qu'après  avoir  longtemps  vécu  de  provisoire.  Mais  ce  pro- 
visoire ne  nous  fascinera  pas,  nous  saurons  qu'il  n'est  pas 
notre  dernier  but  et,  dans  les  champs  de  la  science,  les 
plus  hardis  travailleurs  n'oublieront  pas  qu'il  faut  d'abord 
faire  une  première  vendange.  » 

Extrait  des  Récréations  mathématiques  de  M.  Ed.  Lucas,  t.  II.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


77.  —  Étant  donnée  une  ellipse,  on  décrit  de  l'un  des 
foyers  comme  centre  de  F  par  exemple,  une  circonférence 
de  rayon  égal  à  l'ordonnée  de  ce  point.  Au  point  F  corres- 
pond une  directrice;  on  prend  la  droite  DD'  symétrique  de 
la  directrice  par  rapport  à  F,  et  l'on  mène  du  point  F  le 
rayon  vecteur  FIMM'  rencontrant  le  cercle,  l'ellipse  et  la 
droite    DD'  respectivement    en   J,    M    et   M\    Prouver  que 
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IM.IM'  =  p2,  p  étant  l'ordonnée  du  foyer.  (X.  Antomari.) 

78.  —  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscriptible.  Désignons 
par  At  la  surface  du  triangle  BCD,  et  par  Pt  la  puissance  du 
point  A  par  rapport  à  un  cercle  quelconque  situé  dans  le 
plan  du  quadrilatère.  Désignons  de  même  par  Bx  et  P2  les 
quantités  analogues  pour  le  point  B,  etc.  Prouver  que  l'on  a 
la  relation      A^  —  B±P2  -f  G,P3  —  DtP4  =  o. 

Déduire  de  là  les  propriétés  du  quadrilatère  inscriptible. 

(X.  A.) 

79.  —  Un  quadrilatère  AjA^A^  est  inscrit  dans  un 
cercle  O.  Soit  O'  le  cercle  passant  par  A^  et  langent  au 
côté  AjA^.  Le  côté  A2A3  rencontre  ce  cercle  en  un  second 
point  I.  Prouver  que  l'on  a 

AlA3.  =     ÎÀ3  (X.A.) 

A2A4  AtA4 

80.  — p  étant  un  nombre  premier  impair,  et  P  un  poly- 
nôme entier,  à  coefficients  entiers,  l'équation 

(x  -\-  y)p  —  xp  —  yP  =  pxy  (x  -j-  y)  P'2 
n'est  vérifiée  que  par 

p  =  7,        P  =  x2  -f-  xy  -f-  y2.       (Catalan.) 

81.  —  Sommer 

0n-2   .    (n-4)(n-5)  ^_6       (n-6)(n-7)(n-8)(n-9  on_10 
2      T  2>3  -      T"  2.3.4.5 


et  démontrer  que  si  n  est  un  nombre  premier,  les  fractions 
(n  —  4)(n  —  5)  (n  —  6)(n  —  j)(n  — -  8)(n  —  9) 

2?3  '  2.3.4.5  ''"■* 

se  réduisent  à  des  nombres  entiers.  ■  (Catalan.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DES  CIIKMINS  DE  FER.  —  IMPRIMERIE  CHAU. 
RUE  BEROERE,   20,    PARIS     —     20642-3. 
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SUR    UNE 

NOUVELLE  ESPÈCE  DE  FRACTIONS  CONTINUES 

Par  M.  Ci.  de  Longchainps. 

[Suite.  V.  p.  193.  217.) 


VII.  Application  aux  fonctions  Un  du  second 
ordre.  —  Ces  fonctions  sont  déterminées  par  l'équation  de 
récurrence,        U„  —  2p  Un_i  -f-  q  U„_2  =  o.  (1) 

Nous  allons  chercher  l'intégrale  U„  en  appliquant,  direc- 
tement,   notre  méthode   et  sans    admettre  le  théorèmn    J<: 
La  grange. 
A  cet  eiret,  posons 

Un  =  V0+<x«.  19 

Nous  avons,  entre  les  fonctions  V,  la  relation 

V„  —  2P  V,,,!   -f  q  V„_2  +  a""2  (a2  —   2*D  -f  </)  =  O. 
Considérons  l'équation 

s2  —  2pz  -\-  q  =  o. 
Nous  supposerons  p2  —  q,  dillérentde  zéro  et  nous  désigne 
rons  par  %x  et  z2,  les   deux  racines  de  cette  équation.  En 
prenant  oc  =  aflf  ou  a  =:  z-2,  nous  avons 

Vn  —  2»  Vn_!  -f-  q  V„_2  =  o. 
Si  nous  posons  (§  V) 

U„  =AU0+Bri. 
nous  avons  aussi  (§  V) 

V„  =AV0  +BV,: 
et,  par  suite, 

U„  -  V„  =  A  (U0  -  V0)  -f  B  (U,  -  V,). 
La  relation  (2)  permet  d'écrire  cette  égalité,  de  la  manière 
suivante  :  an  =  A  -|-  13*. 

Cette  égalité  est  vérifiée  :  J"  pour  tr  *4;  2°  pour  a  =  s.. 
Nous  avons   donc         s4"  =A~\-Bxtt 
H'  =  A  +  B*r 
Si  nous  résolvons  ces  équations,  par  rapport  aux  incon- 

JOUHNAL  I)F.   MATH.   BPÉC.    Is^i>  Il 
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nues  A  et  B,  nous  obtenons 
Posons  maintenant 

rp     _^J ~'i        . 


-"1  SS 

nous  avons,  enfin, 

A  =  —  gT„_ls        B=Tn. 

L'intégrale  U"  est  donc  donnée  par  la  formule 

Un  =  —  gT^Uo  -f  TnTJt.  (a) 

Cette  formule  est  bien  Y  intégrale  générale,  car  elle  renferme 
deux  constantes  arbitraires  U0.  Uj  et  l'on  peut  vérifier  que 
l'égalité  précédente  se  réduit  à  une  identité  pour  n  =  o,  et 
pour  n  =  i.  L'expression  de  Un  se  trouve  ainsi  donnée  en 
fonction  de  T„  et  de  T,^.  Ces  fonctions  Tn  ont  été  étudiées, 
particulièrement,  par  M.  Ed.  Lucas  et,  avec  les  fonctions  S„, 

C      r.   »      I       r  n 

On  %x      -f-  x-2    , 

ont    été   nommées  par  lui   fonctions  numériques   simplement 

périodiques  (1). 

En  posant,  A  =  4(p2  —  q), 

on  trouve 

"         ,    ,     w(n  —  i)(n  —  2) 
T„  =  —  pn~l  4-  — — - -  p"-3A 

I  I    .    2    .    J> 

n(n  _  i  )  ( n  —  2)  (n  —  3  )  (n  —  4)        .  A.    , 
~*  1.2.3.4.5  1    •  •• 

D'après  cette  formule,  démontrée  par  M.  Ed.  Lucas  (loc. 
cit.),  l'expression  de  U„,  en  fonction  de  p  el  de  q,  se  trouve 
donnée,  en  utilisant  l'égalité  (a). 

VIII.   —   Examen  du  cas  des  racines  égales.  — 

11    nous  reste    à    considérer   le    cas    particulier   que   nous 
avons  réservé,  celui  où  l'on  suppose  p2  —  q  =  o. 

On  peut  encore  éviter  le  théorème  de  Lagrange  et  cher- 
cher directement  l'intégrale  U„,  comme  nous  allons  le  montrer. 

L'équation  proposée  est  alors 

U„  —  2pU„_1  +  p2U„_2  =  o. 


(1)  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  1877;  p.  369. 
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Celte  relation  peut  s'écrire 

U„  —  /)U„_,  =  p(U„_,  —  pU„_2). 
Il  est  alors  naturel  de  poser 

et  l'on  a,  p„  =  pcn_t. 

Cette  dernière  égalité  donne,  par  combinaison. 

P»  =  P'1'1  pi  • 
Nous  avons  donc  le  tableau  suivant  : 

U„  —  p  U,,^  =  p„  =  p»-1  Pl) 
Un_!  —  p  U„_2  =  c„_!  =y/'-2Pl 


U,  -pU„  =  fl  =  p»Pl.. 
Multiplions  ces  égalités,  respectivement,  par 
i,   p,  p2,  ...   p"-1, 
et  ajoutons  ces  résultats,  nous  obtenons  la  relation 
U„  —  pnU0—  np"~l?l. 
Si    nous    remarquons    enfin    que    pt  =  TJj — p  U„,    nous 
avons  finalement 

Nous  allons  maintenant,  ces  explications  nécessaires 
étant  données,  aborder  l'étude  que  nous  avons  en  vue  dans 
ce  travail  de  fractions  continues,  d'une  nouvelle  espèce, 
représentant,  comme  les  fractions  continues  ordinaires,  les 
irrationnelles  du  second  degré.  i\ous  résumerons,  assez. 
fidèlement,  ce  que  nous  avons  exposé  jusqu'ici  en  faisant 
remarquer  qu'il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire: 

1°  Que  l'intégrale  Un>  des  suites  récurrentes  proprement  dites, 
peut  toujours  se  calculer  sans  qu'on  ait  â  résoudre  l'équation 
génératrice  et  par  le  seul  calcul  de  la  fonction  symétrique  S„  ; 

2°  Que  l'on  peut  trouver  U  par  une  méthode  directe  élémen- 
taire et  qui  évite  lu  démonstration  du  théorème  de  Latjramje  ; 

S0  Dans  le  cas  où  la  fonction  ('„  vérifie  la  relation  de  reçu  - 
renée  .  U„  —  2p  U„_j  +  q  U„  -,  =  o, 

si  l'on  suppose  q  =  p'2.  on  a 


u.=,,|r.  +n  (i ._,,)( 


I1 

et  s/  q  —  p*  est  différent  de  zéro,  on  <t 
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Un  =  — qT^Uo  +  TnUiî 

en  posant: 

T,  =  JLp»-.+  °(»-'X«-»)  JMA  +  ..., 

I  1.2.0 

e/  A  =  4(p2  —  q).  (A  suivre.) 


NOTE  SUR  LES  CUBIQUES 

Par  M.  II.  lie  Pont,  à  Paris. 


Étant  donné  un  triangle  ABC  pris  pour  triangle  de  réfé- 
rence, l'équation  x^y  =  z3  (1) 
représente  une  cubique  F  passant  par  les  sommets  A  et  B 
de  ce  triangle,  et  ayant  pour  tangente  de  rehaussement  au 
point  B  le  côté  BG,  x  =  o;  et  pour  tangente  d'inflexion 
en  A,  le  côté  AC,  y  =  o. 

Posons  x  =  — -,       y  =tiz,  (2) 

l'équation  d'une  droite  passant  par  deux  points  f,  et  t2  de 

x    y    z 
la  courbe,  est  i    t\    tt 

i    Û    L 

ou  en  développant 

tttt  («,  -f-  *2)œ  —  (V  +  ht%  -f  *'*)*  +  2/  =  o 
et  eu  supposant  tx  =  /2,   cette  équation  devient  celle  de  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  t  : 

2l'x—  3l*z  +  y  =  o.  (3) 

L'équation         2^3œ0  —  3/2s0  -)-  y0  =  o  (4) 

donne  les  valeurs  de  /  correspondant  aux  trois  tangentes 
que  l'on  peut  mener  à  la  cubique  r  par  un  point  P  (a?0,  y0, 
z0)  du  plan. 

L'équation  aux  t  d'intersection  de  la  cubique  r  avec  une 
conique  0 

ax2  -f-  a\l"  H-  a"zi  "h  "2-byz  -f-  ib  '  zx  -J-  2b"xy  =  o  (5) 
est  al6  +  2&f*  -f  2b" t3  +  a'7*  -f-  26'/  -j-  a  =  o.        (6) 

Nous  exprimerons  que  cette  conique  C  passe  parles  points 
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de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  en  identifiant 
l'équation  (6)  avec  le  produit 

(2fx0  —  3/%  +  y0)  (t*  +  ut*  +  vt  -f  w),        (7) 
ce  qui  donnera  les  relations 

2X0  __  2vx0 — 3uz0   _   2ivs0  —  3rv„ -f- //0 
a'  ib  2b'' 

_     uy0  —  3ivz0   _     n/0    _    ivy0  y    (8) 

a"  ~     2b'  '  ~~      a 

2UX0  —  3j30  =  O 

relations  qui  permettront  de  déterminer  la  nature  de  la 
conique  G,  suivant  les  données  du  problème  proposé.  Eu 
particulier,  si  nous  voulons  que  les  tangentes  aux  trois 
autres  points  d'intersection  des  courbes  C  et  T  concourent 
en  un  point  Q  (Ç,  t;,  Ç)  du  plan,  nous  aurons 

a  =  —  a   — ,  a  =  —  a   ■ > 

3Co*o+yoQ  3(viz0  +  y0g 

ny  y  I  W 

6  =  —  a"  °  6'  __  0   &»___ a"     ^Q  +  œt>f\ 

2(t,«0  +  !/oO'  3(ïj«o4-i/0Ç)  » 

avec  la  relation  &r„  +  305  ==  9»  (10) 

et  l'équation  de  la  conique  G  s'écrira 

VJoX*  -f  4;.r0i/2  —  3(v0  -f  ^fys»  -f  9^0^ 
+  2  (Çy0  -f  œ07|)xy  =  o 
Nous  pouvons  donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

I.  —  Etant  donnés  deux  points  P(x0,  y 0>  zo)  et  Q(5»  ri>  0  ^0/^ 
fc«  coordonnées  satisfont  à  la  relation 

Çx0  -f-  z0;  =  o, 
on  peut  toujours  déterminer  une  conique  G  e£  »ne  5ei//e  passant 
pur  les  points  de  contact  des  sir  tangentes  menées  à  la  cubique  V 
par  les  points  P  et  Q. 

II.  —  On  peut  toujours  mener  sic  coniques  circonscrites  au 
triangle  de  référence  et  tangentes  à  la  cubique  T;  ces  six  coni- 
ques se  coupent  trois  à  trois  en  deux  points  P  et  Q  d'une  sep- 
tième conique  circonscrite  au  même  triangle  et  dont  les  coordon- 
nées (x0,  y0,  z0),  (ç,  -q,  Ç)  satisfont  à  l'équation 

Çx0  +  z0;  =  o. 
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CONIQUES 

PASSANT   PAR   TROIS   DES   QUATRE   POINTS   COMMUNS   A  DEUX 
CONIQUES   DONNÉES 

Par  M.  Poujade,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Lyon. 


Premier  cas.  —  Le  point  laissé  de  côté  est  à  distance 
iinie.  Nous  le  prenons  pour  origine.  L'équation  d'une  des 
coniques  qui  y  passent  peut  s'écrire  v.x  -\-  py  =  o,  a,  p 
étant  des  fonctions  linéaires  données  de  x  et  y.  Écrivons 

x(*  +  *y)  +  y  (P  —  te)  =  o, 

X  constante  arbitraire.  De  même  la  seconde  conique  a  pour 
équation,  je  suppose 

œ(a'  +  l'y)  +  y  {g!  -  Vx)  =  o. 

Pour  que  des  valeurs  de  x  et  y,  qui  ne  sont  pas  nulles  à  la 
fois,  satisfassent  à  ces  deux  conditions,  il  faut  et  suffit  qu'on 
ait        (oc  +  lyW  -  ïx)  -  (a'  +  l'y)(p  -  Xx)  =  o. 

Cette  équation  représente  une  conique  qui  passe  donc 
par  les  trois  points,  autres  que  l'origine,  communs  aux 
deux  coniques  données .  Développée,  elle  renferme  au 
premier  degré  seulement  les  constantes  arbitraires  X  et  1'  ; 
donc  on  pourra  faire  passer  la  conique  par  deux  autres  points 
arbitraires.  Nous  avons  l'équation  générale  des  coniques 
passant  par  les  trois  points  considérés. 

Application.  —  Cercles  passant  par  les   pieds  de  trois 

normales  menées  d'un  point  P  (a,    (3)    à   l'ellipse 

œ*        w2  ,  ,  . 

— -  4-  — —  i  =  o  (axes  rectangulaires). 

Les  pieds  des  quatre  normales  sont  à  l'intersection  de 
l'ellipse  et  de 

c*xy  -f-  62[3as  —  a"'o.y  =  o. 

Soit  M  (x'y')  l'un  d'entre  eux  laissé  de  côté,  on  trouve, 
en  appliquant  la  méthode  précédente,  ou,  ce  qui  revient  ici 
au  même,  en  écrivant  les  deux  équations  ainsi: 
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2-^£    (X-  +  X')  +  JLZJÉ-  (y  +  »')  =  0. 

-  ^  (?c  —  ®)(»  - s  —  v  y') 

ù2 
+  a2  (y  —  y')  (x  —  a x')  =  o; 

il 

l'équation  du  cercle  cherché  sous  la  forme 
(x  -f-  x')  (x  —  ot  -f   —  œ  J 

+  (y  -f-  y)  (y  —  P  —  -^-  y')  =  o. 

Ou  voit  que  ce  cercle  a  pour    quatrième  point   commun 

avec    l'ellipse    le    point    M'    ( — x',    —    y')    diamétralement 

opposé  au  pied  M  laissé  de  côté.  (Théorème  de  Joachimslhal.) 

I  /           c2x\     I    /  C2ll'\ 

Son  centre"  I  a  pour  coordonnées  — (a -  ),  — (  p  -f-  -yVj- 

Pour  le  construire,  soit  Q  le  point  qui  se  projette  sur  les  axes 
aux  points  où  ils  sont  rencontrés  par  la  normale  en  M  à 
l'ellipse;  son  symétrique  par  rapport  à  O  étant  Q',  le  point  I 
est  au  milieu  de  PQ'.  Le  cercle  est  déterminé. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  la  parallèle  menée  de  I  à  la  nor- 
male en  M  passe  par  le  point  (  —  — ,  —   —\  milieu  de  OP'. 

P'  étant  symétrique  de  P  par  rapport  à  O.  Ce  point  est  donc 
commun  aux  quatre  droites  ainsi  ohtenues.  (Propriété  indi- 
quée par  M.  Laguerre.) 

Enfin  il  est  visible  que  pour  que  le  cercle  ci-dessus  passe  par 
le  point  M  (x'y),  il  faut  et  suffit  que  P  soit  le  point  de  contact 
de  la  normale  en  M  et  de  la  développée.  Mais  cette  condition 

donne  x'  (a  -    ££Lj  +  y'  (  p  +     If)  =  o. 

Donc  pour  construire  L'extrémité  du  rayon  de  courbure  en 
M,  il  suffit  ayant  tracé  la  normale  en  ce  point  qui  coupoles 
axes  en  D.  E,  projections  sur  ces  axes  d'un  point  Q.  d'abais- 
ser de  ce  point  Q  une  perpendiculaire  sut  le  diamètre  OM; 
•die  rencontre  la  normale  au  point  P  cherché. 

Deuxième  cas.  —  Le  point  laissé  de  côté  est  à  l'infini. 
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Supposons  qu'il  est  dans  la  direction  de  l'axe  des  x,  direc- 
tion asymptotique  commune. 

Il  suffit  de  rendre  les  équations  homogènes  et  de  remar- 
quer qu'elles  sont  de  la  forme  (3j/  -f-  yz  =  o,  (3,  y  fonctions 
linéaires  de  x,  y,  z  pour  être  ramené  à  un  calcul  tout  sem- 
blable au  premier. 

Application  au  cercle  passant  par  les  pieds  des 
trois  normales  menées  d'un  point  à  une  parabole. 

—  On  vérifie  qu'il   passe   encore  par  le  sommet  de  la  para- 
bole. 

Remarque.  —  Nous  avons  vu  dans  l'application  du  premier 
cas  qu'il  n'est  pas  indispensable  de  faire  le  changement 
d'origine.  De  même  dans  le  second  cas,  si  la  direction  asymp- 
totique était  y  =  mx  on  pourrait  écrire  les  équations  sous  la 
forme  p  (y  —  mx)  -f-  yz  =  o  de  façon  à  éviter  Te  change- 
ment d'axes. 


NOTE 

SUR   LA    MANIÈRE   D'ÉCRIRE    (x  -f-  h)m    SOUS   FORME  DE   DÉTERMINANT 
Par  M.  Marchand,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 


Le  développement  du  binôme  pour  des  puissances  entières 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  à  l'aide  des 
considérations  des  plus  élémentaires,  empruntées  à  la  théorie 
de  la  division  algébrique. 

Cette  dernière  nous  donne  l'identité 

(X  _|_  /l)m+l  _  xm  +  l  _  h(x  _J_  ft)m  _j_  h(x  -f-  h)m~[x 

+  h(œ  +  h)m-2  x* -\-  h(x+  tyx™-*    -f  hxm. 

qu'on  peut  écrire 

(x  -f  /i)m+1  —  h(x  -f  h)*  —  h(x  -f  /t)™-1  x  —  h(x+  h)m~-x2 

—  h(x  -f-  h)ym-1  =  xm+i  +'  hxm. 

Donc  en  attribuant  à  m  la  série  des  valeurs  entières 
comprises  de  o  à  m.  et  remplaçant  pour  simplifier  l'écriture 
x  -j-  h  par  l,  on  obtiendra  les  (m  -f-  0  relations  linéaires  en 
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£m+1 ,  çm,  .  .  .  etc.  I, 

\m+i  —  h\m  —  hx  ï"~2  —  hx*îm-' ....    —  hx"1-1  \  =  œm+  '  -f  /;ccm 

\m  —  ft      ;"'-'  —  hx  ;'"-2 —  //Xm-2  \  =  Xm      -f  /itt"'-1 

Ï>»-1  __/,       Çm-1 _  .  /iiXm-l  ï  _  xm-\  _|_  /^n-2 

ï2  —  h\  =  x*  +  hx 

l  =  x  4-  K 

que  l'on  peut  considérer  comme  formant  un  système  d'équa- 
tions simultanées. 

Le  déterminant  du  système  ayant  évidemment  l'unité  pour 
valeur,  on  pourra  écrire 


(1)  entl  = 
(x-\-h)m^  — 


x 


m  +  l 


ce™ 


X1' 


hxm 

—  h 

hx™-1 

i 

hxm~2 

o 

hx  ... 

—  hxm-{ 

h    ... 

—  hx™-2 

i 

—  hxm~3 

X1 


-f-  hx               o              o     .  .  i  —  h 

x       r\-  h                  o              o     . . .  o  i 

ou  encore,    en  remarquant  que    le   déterminant  que   nous 
venons  d'écrire  est  divisible  par  x  -f-  h, 


(2) 

{x+hy 


j' 


h     —  hx 
i      —h 

o  1 


—       hxm-v 

—  hxm~2 

—  hx"^ 


x  o  o       ....   i        — h 

i  o  o       . .    .  .  o  i 

qui  répond  à  la  question  que  nous  nous  sommes  posée. 

Première  Remarque. —  Prenant  cette  formule  (2)  àpriori,  il 
serait  facile  de  démontrer  qu'elle  donne  bien  La  valeur  de 
(ar;4-/i)m;  il  suffirait  pour  cela  de  retrancher  La  dernière  co- 
lonne de  la  première;  car  od  mettrait  alors  en  évidence  un 
facteur  x  -j-  h,e  n  ramenant  le  déterminant  (2)  à  une  forme 
identique  à  celle  qu'il   a  dans  la  relation  (I);  de   proche   en 
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proche  en  abaissant  l'ordre  du  déterminant  d'une  unité, 
au  fur  et  à  mesure  qu'on  mettraitun  facteur  (x  -J-  h)  en 
évidence,  on  arriverait  donc  à  le  ramènera  la  valeur  (x-f-  h)m. 

Deuxième  Remarque.  —  Il  est  clair  que  si  on  remplace 
dans  cette  formule  h  par  —  h,  ce  qui  revient  à  changer  les 
signes  de  tous  les  termes  situés  à  droite  de  la  diagonale 
allant  de  l'extrémité  supérieure  gauche  à  l'extrémité  infé- 
rieure droite,  c'est  le  développement  de  {x  —  h)m  que  l'on 
obtiendra. 

Nous  laissons  maintenant  aux  jeunes  lecteurs  de  ce  jour- 
nal le  soin  de  tirer,  de  cette  formule,  les  résultats  intéressants 
qu'elle  comporte  à  première  vue,  et  notamment  la  forme 
qu'elle  permet  de  donner  aux  puissances  entières  des  nom- 
bres entiers,  ou  encore  au  développement  de  cosm  x  et 
sinm  x,  en  fonction  de  puissances  imaginaires  du  nombre  e 
et  de  cos'na?  et  sinTOœ  en  fonction  des  puissances  de  coscc 
et  de  sin  x. 


ECOLE  CENTRALE  (PREMIÈRE  SESSION  1883) 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  Ox,  Oy,  un  point  A  sur  Ox,  un  point 
B  sur  Oy : 

1°  Former  l'équation  générale  des  paraboles  telles  que,  pour 
chacune  d'elles,  Oy  soit  la  corde  des  contacts  des  tangentes 
menées  du  point  A,  et  Ox  la  corde  des  contacts  des  tan- 
gentes menées  du  point  B. 

â°  Trouver  le  lïeu  des  points  de  rencontre  de  chacune  de 
ces  paraboles  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  un 
point  H  donné  sur  Oy. 

On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géométriques 
suffisant  pour  pouvoir  tracer  le  lieu  et  on  cherchera  comment 
doit  être  placé  le  point  H,  pour  que  ce  lieu  se  réduise  à  des 
droites. 

3°  Déterminer  le  paramètre  variable  que  renferme  l'équa- 
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tion  générale  du  n°  1,  de  façon  qu'elle  représente  une  para- 
bole passant  par  un  point  donné  P,  et  chercher  dans  quelles 
régions  du  plan  doit  se  trouver  le  point  P,  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible. 

Trigonométrie . 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  l'angle 
compris,  savoir  :  a  —  4326m,829 

b  =  7843m,435 

G=  i23°7'43",2. 
Calculer  A,  B,  c  et  l'aire  du  triangle. 

Physique. 

Un  thermomètre  renferme  à  o°,  jusqu'au  point  A,  un 
poids  P  de  mercure  et  un  cylindre  B  en  fer,  de  poids  P';  cet 
appareil  étant  porté  dans  une  enceinte  de  température  x, 
inconnue,  le  liquide  s'élève  jusqu'au  point  C.  La  tige  a  été 
divisée  préalablement,  au-dessus  du  point  A,  en  parties 
d'égale  capacité  v,  jaugées  à  o°;  l'intervalle  AG  comprend  n 
de  ces  divisions. 

D  et  D'  sont  les  densités  à  o°  du  mercure  et  du  fer. 

/"et  k  sont  les  coefficients  de  dilatation  cubique  du  fer  et 
du  verre;  m  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique  absolue 
du  mercure. 

Quelle  est  la  température  X  de  l'enceinte? 

Exemple  numérique  : 

Mercure  Fer 

n  =  266  P  =  197V  P' =  i8o*,2 

v  =  occ,ooi3  D  =  1 3 , 5  <  >  D'  =  7,8 

k  =  0,000025  m  =  0,00018  f  =  0,000035 

Chimie. 

1°  Indiquer  sommairement  les  préparations  usuelles  du 
chlore  dans  les  laboratoires  et  dans  l'industrie,  et  donner 
les  formules  qui  les  représentent. 

2°  Calculer  le  volume  du  chlore  (mesuré  à  la  température  o° 
et  à  la  pression  de  o'",76o  de  mercure)  nécessaire  pour  trans- 
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former  en  acide  sulfurique,  en  présence  de  l'eau,  10  litres 
d'acide  sulfureux  (mesuré  à  la  température  de  o°  et,  à  la 
pression  de  Qm,j6o  de  mercure). 

■  Equivalents  en  poids    Equivalents  en  volume         Densités 
Cl  35,5  2  2,46 

SO2  32  2  2,22 

Poids  d'un  litre  d'air  :  1^293  mesuré  à  la  température  deo" 
et  sous  la  pression  de  om,7Ôo  de  mercure. 

Épure. 

Hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  entaillé  par  qua- 
tre cônes. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (z, z)  vertical  à  o'",i  10  du  plan 
vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  sa  trace  horizontale  © 
touche  la  ligne  de  terre;  la  cote  de  son  centre  est  om,io3 
et  ses  génératrices  rectilignes  font  un  angle  de  45°  avec  le 
plan  horizontal.  Les  quatre  cônes  sont  parallèles  au  cône 
asymptote  de  l'hyperboloïde;  leurs  sommets,  projetés  hori- 
zontalement aux  extrémités  {su  s2,  s3,  s4)  de  deux  diamètres 
du  cercle  0  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire  à  la 
ligne   de  terre,  ont  pour  cote  commune  om,8o. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps  consti- 
tué par  la  partie  de  l'hyperboloïde,  supposé  plein  et  opaque, 
qui,  placée  à  l'extérieur  des  quatre  cônes,  se  trouve  comprise 
entre  le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  bissecteur 
du  dièdre  antérieur  supérieur. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  ^  point  quelconque  des  différentes  lignes 
d'intersection  et  les  tangentes  en  ces  points.  Ces  construc- 
tions seront  succinctement  expliquées  à  l'aide  d'une  légende 
placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Tronc  d'hyperboloïde  entaillé  par  des 
cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  om,2  5o  du  petit  côté  inférieur. 
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ÉCOLE  CENTRALE  (2e  SESSION  1883) 


Géométrie  analytique. 

On  donne,  dans  un  plan,  un  rectangle  ABCD  et  un  point 
quelconque  P;  par  ce  point,  on  mène  une  droite  de  direc- 
tion arbitraire  PR;  des  quatre  sommets  du  rectangle  on 
abaisse  des  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  DD'  sur  cette 
droite. 

Ceci  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

1°  Que,  parmi  toutes  les  droites  PR,  issues  du  point  P,  il 
en  existe  une,  PR',  pour  laquelle  la  somme  ?-2  des  carrés  des 
distances  des  quatre  sommets  du  rectangle  à  cette  droite 
est  maxima,  et  une  autre,  PR",  pour  laquelle  cette  somme  est 
minima; 

2°  Que  les  deux  droites  PR'  et  PR' sont  rectangulaires; 

3°  Que  le  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  maximum  de 
r2  conserve  une  valeur  donnée  a2,  est  une  conique,  et  que 
la  tangente  à  cette  conique  au  point  P  est  la  droite  PR'.  — 
Que,  de  même,  le  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  mini- 
mum de  r2  conserve  une  valeur  donnée  X2,  est  une  conique, 
et  que  la  tangente  à  cette  conique  au  point  P  est  la  droite 
PR'; 

4°  Que  ces  deux  coniques  sont  homofocales  et  que  leurs 
foyers  communs  sont  indépendants  des  valeurs  attribuées 
aux  deux  paramètres  y-2,  X2.  Donner  la  position  de  ces  foyers 
et  examiner  en  particulier  le  cas  où  l'une  des  deux  dimen- 
sions du  rectangle  s'annulerait. 

Trigonométrie. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connais- 
sant les  trois  côtés,  savoir  : 

a  =  4528'", 74 
b  =  3254'", 67 
c  =  3i2im,54. 
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Épure. 

On  donne  un  carré,  dont  le  centre  esta  om,iio  des  deux 
plans  de  projection,  dont  les  diagonales  (hd,  b'd')  \ac,  a'c') 
ont  ora,o88  de  longueur,  et  sont  respectivement  verticale 
et  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Dans  le  plan  de  ce  carré, 
du  point  ce'  comme  centre,  avec  uu  rayon  égal  au  côté  du 
carré,  on  trace  un  cercle  ;  ce  cercle,  en  tournant  autour  de 
la  diagonale  verticale  (bd,  b'd)',  engendre  un  tore,  et  le  côté 
(bc,  b'c')  prolongé  engendre,  en  tournant  autour  de  (ad,  a'd'), 
un  cylindre. 

On  demande  de  représenter  la  partie,  supposée  opaque, 
de  la  surface  du  tore  comprise  dans  le  cylindre . 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  relatives 
à  la  recherche  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  commune 
au  tore  et  au  cylindre  et  de  la  tangente  à  cette  ligne. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  Descriptive. 

Titre  intérieur  :  Surface  d'un  tore  comprise  dans  un  cy- 
lindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  om,23o  du  petit  côté  supérieur,  et  l'axe  du  tore  au 
milieu  de  la  feuille. 

Physique. 

Un  récipient  de  volume  invariable  renferme  de  l'air  sec 
comprimé.  On  laisse  échapper,  par  un  robinet,  une  partie 
du  gaz;  par  suite  de  cette  détente,  le  gaz  restant  se  refroidit 
et  prend  la  température  t.  On  ferme  alors  le  robinet  et  on 
observe,  au  môme  moment,  la  pression  h  donnée  par  un  ma- 
nomètre qui  communique  avec  l'intérieur  du  récipient. 
Lorsque  l'air  qui  reste  dans  le  récipient  est  revenu  à  la 
température  ambiante  T,  on  observe  la  pression  H  donnée 
par  le  manomètre.  —  Calculer  la  température  t. 

On  appliquera  la  formule  obtenue  aux  données  particu- 
lières suivantes  : 

T,  température  ambiante  =  200. 
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h,  pression  à  la  fermeture  du  robinet  =  om,8oo  de  mer- 
cure. 
H,  pression  finale  =  om.8587  de  mercure, 
a,  coefficient  de  dilatation  de  l'air  =  0,00367. 

Chimie. 

1°  Préparation  du  phosphore  à  l'aide  des  os  ;  sa  purifica- 
tion ;  sa  transformation  en  phosphore  rouge. 

2°  Combien  faut-il  employer  de  litres  d'oxygène  sec,  à  la 
température  de  i5°  et  à  la  pression  de  om,745  de  mercure, 
pour  obtenir  5o  grammes  d'acide  phosphoiïque  anhydre  par 
la  combustion  du  phosphore. 

Équivalents  en  poids,  du  phosphore  :  3  1  ;  de  l'oxygène  :  8. 
Densité  de  l'oxygène  à  la  température  de  o°  et  à  la  pression 
de  om,7Ôo  de  mercure  :   i,io56. 

Coefficient  de  dilatation  de  l'oxygène  :  n=  0,00367. 


QUESTION  37 

Solution  par  M.  Callé,  élève  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Grenoble. 


On  considère  une  parabole  P,  et  sur  cette  courbe  un  point  G. 
Soit  N  la  normale  en  ce  point.  1°  Trouver  sur  cette  normale  un 
point  D,  tellement  choisi  que  le  cercle  S  décrit  de  D  comme  cen- 
tre avec  DC  pour  rayon  rencontre  P  en  deux  points  A  et  B,  en 
ligne  droite  avec  D . 

2°  Démontrer  que  la  surface  du  segment  parabolique  qui  a 
pour  corde  AB  est  constante  quand  le  point  G  se  déplace  sur 
la  courbe  P. 

3°  Équation  générale  de  la  droite  AB.  Démontrer,  au  moyen 
de  cette  équation  générale,  que  l'enveloppe  de  ces  droites  est  une 
parabole  égale  à  la  proposée. 

4°  Reconnaître  que  cette  enveloppe  se  confond  avec  le  lieu  des 
centres  des  cercles  S.  Expliquer  cette  coïncidence. 

5°  Aux  cercles  S  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  la  droite 
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AB,  Démontrer  que  le  lieu   des  points  de  contact  est  formé  de 
deux  paraboles  dont  l'une  est  égale  à  la  proposée  quand  on  déplace 
celle-ci  parallèlement  à  elle-même  de  la  longueur  4  p,  dans  la  direc- 
tion positive  de  son  axe.  (G.  L.) 
1°  L'équation  de  la    normale   en   fonction  du    coefficient 

,   .                                             /           pm2\ 
angulaire  est  :        y  -\-  pm  =  m  (  x ■ —  j  . 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente   à  la  parabole,  au 

pied  de  la  normale,  étant ,  celui  de  la  corde  AB  sera 

1  m 

.  Donc,  le  point  D  se  trouvera  à  l'intersection  de  la  nor- 

m 

maie  et  du  diamètre  conjugué  de  la  direction  —  : 
J   &  m 

y  —  pm  =  o. 

PU  +  ™2) 


Les  coordonnées  du  point  D  sont  donc  :  \  2 

(  y  =  pm. 
2°  L'équation  de  la  droite  AB,  est 

ix  —  2iny  —  p(4  —  m2)  =  o. 
Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  la  parabole  et 
de  la  droite  AB  sont  données  par  l'équation 

yi  —  2pmy  —  j92(4  —  m2)  =  o, 
d'où  l'on  tire  y'  —  y"  =  4^, 

ce  qui  montre  que  le  segment  parabolique  qui   a  pour  corde 

AB,  est  bien  de  surface  constante  et  égale  à  — -^—  . 

3°  Pour  avoir  l'enveloppe  de  la  droite  AB,  éliminons  m 
entre  l'équation  de  la  droite  et  y  =  pm,  équation  donnée  par 
sa  dérivée  prise  par  rapport  à  m. 

On  a  ainsi  pour  l'enveloppe  demandée 
y2  —  op(x  —  2p), 
ce  qui  représente  une  parabole  égale  à  la  première. 

4°  Le  lieu  du  point  D  s'obtient  en  éliminant  m  entre 

p(4  +  m2) 
y  —  pm  et  x  =  l . 

Le  lieu  est  le  même  que  le  précédent. 
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Ce  résultat  pouvait  être  prévu:  car  l'enveloppe  d'une  corde 
déterminant  sur  une  courbe  un  segment  de  surface  constante, 
n'est  autre  chose  que  le  lieu  du  milieu  delà  corde. 

o°  Cherchons  la  longueur  de  AB,  on  a 

y'  —  ?/"  =■  4P  ; 

mais  de  l'équation  de  la  droite  on  tire 

ce'  —  x"  =  m{y  —  y")  =  4pm, 
d'où  c2  =  i6p2(i  -f-  m1). 

L'équation  du  cercle  S  est  donc 


(y 


—  pmy  -f  (x  —  P  "*"  4m  y  =  4P2(i  +  m*). 


Le  lieu  s'obtiendra  donc  en  éliminant  m  entre  l'équation 
du  cercle  et  celle  d'une  perpendiculaire  à  AB  menée    par  le 

point  D  :  y  — pm  —  —  mlx  —  — ' ] 

i.  »  i.    *•  4  + m*      y  —  pm 

a  ou  1  on  tire       x  —  p  — — ■ =■ 


m 

Portons  cette  valeur  dans  l'équation   du  cercle;  on  obtient 
(y  —  pm)*  =  4p2m2, 
ce  qui  se  dédouble  en 

y  =  3pm,     y  =  —  pm, 

i»  >  y  y 

d  ou  m  =  -f-  ,     m  =  —  —  . 

3p  p 

Portons  successivement  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la 
perpendiculaire.  On  obtient  pour  le  lieu  demandé  les  deux 
paraboles  \f  =  iSpx  ;     y2  =  2p(x  —  4p). 

Xota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Kauffmann,  à  Bordeaux. 


W«'con«lc  solution  par  M.  L.  Jacob,  à  Lorient. 

On  considère  une  parabole  P  et  sur  cette  courbe  un  point  C. 
Soit  N  la  normale  en  ce  point. 

1°  Trouver  sur  cette  normale  un  point  D  tellement  choisi  que 
le  cercle  S  décrit  de  D  comme  centre  avec  DC  pour  rayon  >-cn- 
contre  P  en  deux  points  A  et  B  en  ligne  droite  avec  D. 

Soit  CF  la  normale  en  C;  GT  la  tangente  au  point  C  et  TX 
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l'axe  de  la  parabole  donnée  (*).  Supposons  le  problème  résolu 
et  soit  GAB  le  cercle  cherché  ;  la  droite  AB  d'après  une 
propriété  connue  du  cercle  fait  avec  TX  un  angle  égal  à 
XTC,  le  point  D  étant  le  milieu  de  AB  se  trouve  sur  le  dia- 
mètre conjugué  des  cordes  parallèles  à  AB,  d'où  la  construc- 
tion suivante. 

Posez  le  point  C  symétrique  de  G  par  rapport  à  l'axe  et  par 
le  point  G'  menez  CD  parallèle  à  l'axe,  son  intersection  avec 
la  normale  donne  le  point  D. 

Remarque.  —  La  sous-normale  EF  étant  égale  à  p,  la  droite 
CD  a  pour  longueur  2p. 

2°  Démontrer  que  la  surface  du  segment  parabolique  quia  pour 
corde  AB  est  constante  quand  le  point  G  se  déplace  sur  P. 

Par  les  points  A  et  B  menons  AA'  et  BB'  parallèles  à  l'axe; 
on  sait  que  l'aire  du  segment  AG'B  est  les  deux  tiers  de  l'aire 
AABB'.  On  a  donc 

S  =  4  AA'BB'  =  -i    AA'G'D  =  -§-  AG'D. 

3  3  3 

Or  les  triangles  CAD,  CCD  sont  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs,  donc 

CAD  __  AD  sin  %  _     sin  a 
G'GD  GD  cos  v.         cos  a  ' 

-/  désignant  l'angle  de  la  tangente  en  G  avec  TX,  et  remar- 
quant que  AD  ==  GD; 
d'ailleurs  on  a                    CD  =  2p.     CC  =  2y. 
donc                                   G'GD  =  2py, 

C  AD  =  2pij  tg  a. 
Or    y  tg  y.  =  p,     comme  le   montre  le  triangle  GEF,  donc 
G'AD  =  2p\ 

par  suite  S  =  -— -  p2.  c.  q.  f.  d. 

3 

3°  Équation  générale  de  la  droite  AB.  Démontrer,  au  moyen  de 
cette  équation  générale,  que  l'enveloppe  de  ces  droites  est  une 
parabole  égale  à  la  proposée. 

L'équation  de  la  tangente  A'B'  peut  s'écrire 

i*j  Le  lecteur  est  prié  défaire  la  figure. 


sera  y  =  m  (x  —  2p)  -j- 
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i      V 

et  le  point  D  étant  tel  que    CD  =  2p,    l'équation  de  la  droite 

P 

2in  ' 
l'enveloppe  de  cette  droite  est  exactement  la  parabole 

y2  =  2J9  (x  —  2p)  c.  q.  f.  n 

Nous  nous  proposons  dans  ce  qui  suit  d'établir  les  résul- 
tais précédents  dans  le  cas  de  l'ellipse. 

1°  Soit  D  le  point  cherché  sur  la  normale  CN,  la  corde 
DAB  passant  par  ce  point  est  avec  la  tangente  CT  égale- 
ment inclinée  sur  les  axes  de  la  conique  ;  pour  avoir  le 
point  D  il  faut  donc  avoir  précédemment  déterminé  les 
cordes  conjuguées  des  cordes  parallèles  à  AB,  ce  qui  se 
fait  en  prenant  le  point  C  symétrique  de  G  et  joignant  OC. 
2°  Cherchons  le  lieu  du  point  D.  Soit  m  le  coefficient 
angulaire  de  la  normale  en  C;  cette  normale  a  pour  équation 

c2m 

y  =  mx  H _  ; 

\  a"  -J-  b2  m2 

le  coefficient  angulaire  de  la  droite  AB  étant  ■ — ,  le    dia- 

m 

mètre  CC  a  pour  équation 


b2x  -\ a2n  =  o 

et  le  lieu   du  point  D  s'obtient  en  éliminant   m  entre    ces 

deux  équations  : 

a2ii 
c2  — — 
a*y  a"-;/  b*x 


b-.c 


/«. 


+  ^a 


~¥x* 


(a2  -f  6»)"  ca2y2 

y   '        b'  ~  ~a2b'x2  -j-  b2akif 


uu  bien  b2x2  -j-  a2y2  =— 

1       J         (a2+  b%)2 

d'où    il  suit  que  le    lieu  est  une   ellipse  homothétique   de 

l'ellipse  donnée  et  que    par  suite  AB  est  la  tangente  en  D 

à  cette  ellipse. 
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3°  Cherchons  la  variation  de  l'aire  du  segment  AC'B. 
Soient  AMB;  A^H^  deux  positions  voisines  du  segment  AB; 
on  a  en  désignant  par  AS  l'accroissement  de  l'aire 

AS  =  BMBt  —  AMAi  —  -L  sin  M  j  BM  .  Bj  Al  —  A  M  .  A^I  j 
AS  =  '   BM  BlM 


~  AM  .  A±M  j 


AM         AiM  ) 

Or  à  la  limite  les  points  M,  I  et  It  coïncident,  on  a  donc 
AM  B,M  v 

w  =  I       t^t=i       dou  AS  =  0' 

l'accroissement  de  l'aire  étant  nulle,  l'aire  est  constante. 
On  voit  que  l'on  peut  retrouver  ce  théorème  bien  connu  : 

Théorème.  —  Si  une  sécante  mobile  roule  sur  une  coni- 
que homothé tique  et  concentrique  d'une  conique  donnée,  elle  dé- 
termine sur  cette  dernière  un  segment  dont  l'aire  est  constante. 

■ï°  Reconnaître  que  cette  enveloppe  se  confond  arec  le  lieu  des 
centres  des  cercles  S.  Expliquer  cette  coïncidence. 

En  effet,  soient  x'y  les  coordonnées  du  point  D,  x  et  y 
celle  du  point  C,  on  a         y  =  y  x  =  x  -j-  2p, 

comme  y2  =  2px, 

on  a  y'2  =  2ja(x'  —  2p), 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Pour  expliquer  ce  fait,  remarquons  que  le  segment  ACB 
est  d'aire  constante,  soit  I  le  point  ou  la  droite  AB  touche 
son  enveloppe  et  A^  une  position  voisine  de  AB  d'après 
la  propriété  des  enveloppes,  à  la  limite,  AJ^  passera  par  le 
point  I  et  l'on  aura 

aire  AAJ  =  aire  BBJ. 

Or  on  aura      aire  AAJ  =  - ~  sin  AIA\ 

2 

aire  BBJ  =    EI  X  Bl1   sin  BIB'.; 

2 

d'où        AI  x  AJ  =  BI  x  BJ,       -44  =  Bl1 


BC  AJ 

Soit  lt  le  point  où  AJ^  touche  son  enveloppe;  à  la  limite, 
le  point  I  se  confond  avec   It,  et 
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donc 


de  même  — — -  =  -77-7—  etc.,  =  c. 

AJi  BJ2 

Considérons  la  position  de   la  droite  AB,  laquelle  est  per- 
pendiculaire à  l'axe,  on  a  alors  évidemment 
A'I 


B'I    ~  '  ' 

AI                   B,I, 

du  aura  donc 

BI  "              Btl,  ' 

donc           AI  =  BI, 

BJj  =  AJl  etc. 

C.    Q.    P.    1). 

5°  Aux  cercles  S  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  la 
droite  AB.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  est  formé 
de  deux  paraboles  dont  l'une  est  égale  à  la  proposée  quand  on 
déplace  celle-ci  parallèlement  à  elle-même  de  la  longueur  4p. 
dans  la  direction  positive  de  son  axe. 

Menons  par  le  point  I)  une  perpendiculaire  MD  à  AB  et 
portons  sur  cette  perpendiculaire  des  longueurs  DM  et 
DN  égales  à  DA,  il  faut  trouver  le  lieu  des  points  M  et  N. 
Or  la  droite  DM  est  normale  en  I)  à  la  parabole  P',  lieu  du  point 
I),  laquelle  est  égale  à  la  parabole  donnée;  d'ailleurs  le  point 
D  est  placé  sur  cette  parabole  comme  le  point  G  sur  la 
parabole  P.  :  donc  le  lieu  du  point  M  est  par  rapport  à  P' 
le  môme  que  celui  de  D  par  rapport  à  P,  c'est  donc  la  para- 
bole V*=    2p(x  —  4p).  C.    Q.    F.    D. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  N,  désignons  par  x  et  y  ses 
coordonnées,  par  x'y'  celles  D,  par  x0y0  celles  de  M;  on  a 

2?/  =  y0  +  y.  2x  =  x0  4-  x, 

g  *  =  2p(x  —  zp),        I/o»  =  zp{x0  —  4p)  ; 
d'ailleurs,  d'après  notre  remarque  à  la  question  1, 
X0'  —  X  =  2j>  : 
x'  =  x  -f-  2p,       y'2  =  2px 


donc 

-  x-\-  ^p,       yn1=  ipx 

d'où  l'on  conclut  y  z=  +  y0.  On  sait  d'après  la  position  de  La 

ligure  que  l'on  doit  prendre  y  =  ?/„,  donc  y  =  3y'  et  il  vienl 
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— - —  =  2pX,  if  =   lSpX, 

parabole  de  paramètre  9p.  c.  q.  f.  d. 
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Questions  de  Géométrie  Descriptive  (Mathématiques  spé- 
ciales), par  E.  Jurisch,  professeur  à  l'École  Colbert.  — 
Paris,  Librairie  Delagrave. 

M.  Jurisch  vient  de  continuer  la  publication  de  son  Cours  de  Géométrie 
Descriptive  en  faisant  paraître  un  recueil  de  questions,  destinées  aux  élèves  de 
Mathématiques  Spéciales.  Ces  problèmes  sont  pris  exclusivement  parmi  les 
questions  d'examen  données  à  l'École  Centrale  et  à  l'École  Polytechnique  ;  à 
ce  point  de  vue,  elles  seront  intéressantes  pour  les  élèves,  auxquels  elles 
fourniront  de  très  bons  exercices  préparatoires  à  l'examen. 

L'auteur  fait  comprendre  aux  élèves  comment  on  applique  les  théories  du 
cours  à  la  résolution  d'une  épure  et  quels  sont,  par  ordre,  les  différents 
points  qu'il  faut  déterminer  :  ce  livre  est  donc  un  complément  des  cours  de 
Géométrie  Descriptive  aussi  utile,  sinon  plus,  que  les  recueils  bien  faits  de 
problèmes  pour  les  autres  parties  du  cours. 

Mettant  à  profit  les  connaissances  que  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales 
ont  en  Géométrie  Analytique,  M.  Jurisch  leur  montre  comment  ils  peuvent, 
par  le  calcul,  vérifier  au  besoin  les  résultats  que  le  dessin  leur  a  signalés. 

Nous  croyons  que  les  élèves  sérieux  tireront  un  réel  avantage  de  ce  recueil 
de  questions,  et  nous  souhaitons  vivement  que  l'auteur  nous  donne  prochai- 
nement un  recueil  de  problèmes  destinés  aux  élèves  des  classes  de  Mathéma- 
tiques Élémentaires,  qui  ont  un  si  grand  besoin  de  comprendre  la  Géométrie 
Descriptive,  et  de  voir  comment  les  problèmes  que  l'on  étudie  au  cours 
servent  à  la  solution  d'une  question  qui  peut  souvent  avoir  une  grande  im- 
portance pour  eux,  à  cause  des  examens. 

A.  M. 


CORRESPONDANCE 


La  solutiou  de  la  question  28,  par  M.  Alexandre,  publiée 
dans  le  numéro  d'octobre  1883,  est  très  exacte,  mais  incom- 
plète. Il  faudrait  effectivement  examiner  aussi  le  cas  où  le 
second  membre  est  négatif,  ce  qui  change  complètement  la 
forme  de  la  courbe. 
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Je  recommande  particulièrement  à  vos  lecteurs  le  rappro- 
chement  entre  les  deux  courbes, 

LxLi/  =  -f-  K,  LxLy  =  —  K, 
qui  présentent  l'une  et  l'autre  deux  points  d'arrêt.  Lorsqu'on 
les   réunit  toutes   deux,    ce  qui   donne  la  courbe    (LxLy)* 
=  K2,  on  les  soude  en  quelque  sorte  l'une  à  l'autre,  et  les 
points  d'arrêt  disparaissent  ainsi. 

Laisant. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


82.  —  Soient  A,  B,  G,  trois  points  pris  sur  une  ellipse  de 
loyer  F,  et  distants  de  ce  point  respectivement  de  a,  p,  y.  Il 
existe  sur  la  courbe  un  quatrième  point  D  tel  que  l'on  ait 

d(ao?  —  bp*  -f-  cf)  —  (a*  —  bp  -f  cy)2  =  a, 
a  désignant  la  surface  du  triangle  BGD,  6  celle  du  triangle 
GDA,  etc.  Trouver  ce  point.  (X.  Ântomari.) 

83.  —  Étant  donné  un  quadrilatère,  on  joint  un  point 
quelconque  I  de  son  plan  à  un  autre  point  F,  également 
quelconque  dans  le  même  plan,  et  l'on  projette  les  quatre 
sommets  du  quadrilatère  sur  IF.  On  multiplie  ensuite  la 
distance  du  point  I  à  la  projection  de  l'un  des  sommets,  par 
l'aire  du  triangle  formé  par  les  trois  autres  sommets.  Prou- 
ver que  la  somme  des  produits  relatifs  à  deux  sommets 
opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres.         (X.  A.) 

84.  —  On  donne  nue  ellipse  ayanl  pour  foyers  F  et  F',  et 
un  point  P(a,  fi).  Par  le  point  P;  on  mène  les  tangentes  l'M 
et  PM'  à  la  courbe,  puis  on  mène  les  normales  en  M  et  M.'. 
Ces  normales  coupent  PF  et  PF'  aux  points  A,  B,  G,  D.  Le 
quadrilatère  ABGD  ainsi  obtenu  e>t  inscriptible.  —  1°  Trou- 
ver l'équation  du  cercle  circonscrit  (G).  —  "2°  A  chaque 
point   P  correspond  un    cercle  (Gj;  on  mène    à    l'un  de  ces 

cercles  les  tangentes  ¥m  et  Fm'.  Calculer  le  rapport 

ir         F'  //;' 

—  3°  Que  devient  le  cercle  (G)   quand  le  point  P  décrit  le 
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cercle  circonscrit  à  l'ellipse?  Quand  il  décrit  le  cercle  de 
rayon  y  aa  -f-  b2,  a  et  b  étant  les  demi-axes  de  la  courbe? 
—  4°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  P  pour  lesquels 
le  cercle  (C)  passe  par  un  point  donné;  cas  où  le  point  est 
l'un  des  foyers.  —  5°  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  (C) 
quand  le  point  P  décrit  l'une  des  tangentes  aux  extrémités 
du  grand  axe.  (X.  A.) 

85.  —  On  considère  un  cercle  G  rapporté  à  deux  diamètres 
rectangulaires  Ox,  Oy.  Soient  A,  A',  deux  tangentes  paral- 
lèles fixes,  et  PMQ,  une  tangente  mobile,  ayant  M  pour  poinl 
de  contact  et  rencontrant  A  en  P,  A'  en  Q  :  1°  sur  MP  et  MQ 
comme  diamètres,  on  décrit  des  cercles  ;  le,  lieu  décrit  par 
le  centre  de  similitude  de  ces  circonférences  est  une  quar- 
tique  unicursale.  —  2°  Soit  B  le  point  de  contact  de  A 
avec  G;  la  droite  BM  rencontre  le  cercle  décrit  surPQ  comme 
diamètre  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  cubique. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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THEORIE  DE  L'INVOLUTION  DU  SECOND  DEGRE 

Par  M.  !•;.  Yazeille. 
(Suite,  voir  p.  121  et  169.) 


Nous  allons  indiquer  maintenant  quelques  applications  de 
la  théorie  de  l'Involulion  aux  courbes  du  second  ordre. 

Problème.  —  Construire  un  système  de  diamètres  conju- 
gués qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné. 

(a)  Cas  de  l'ellipse.  —  Soient  OA  et  OB  les  demi-axes  de  l'el- 
lipse ;  et  décrivons 
sur  AB  comme  dia- 
mètre une  circonfé- 
rence, puis  construi- 
sons le  rect  ngle 
OADB,  et  le  point  D' 
symétrique  de  D'  rela- 
tivement à  OA  ;  OD  et 
OD'  sont  les  deux 
diamètres  conjugués 
égaux  ;  ils  détermi- 
nent sur  la  circonfé- 
rence la  corde  Dfi  qui 
vient  couper,  à  angle 
droit,  en  G  la  corde 
diamétrale  AB;  toutes 
les  cordes  qui  sous-tendent  un  système  de  diamètres  con- 
jugués passeront  par  le  point  G,  d'après  un  théorème  précé- 
demment démontré;  en  conséquence  inscrive/,  dans  le  cercle 
une  corde  qui  soit  vue  du  centre  <a  de  ce  cercle  sous  un 
angle  20,  Les  extrémités  P  ei  Q  de  celte  corde  jointes  au 
point  0  feront  entre  elles  un  angle  8  ;  et  si  celle  corde  passe 
au  point  G,  ce  seront  deux  diamètres  conjugués  de  L'ellipse; 
el  ils  feront  entre  au  .  l'angle  0  ;  or  toutes  les  cordes  qui 
sont  vues  du  centre  <->  du  cercle  sous  un  angle   26  sonl    tan- 
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gentes  à  une  circonférence  décrite  du  point  o>  comme 
centre  ;  et  le  problème  sera  possible  tant  que  le  point  G 
sera  extérieur  à  celte  circonférence  auxiliaire;  et  la  limite 
de  possibilité  du  problème  sera  atteinte,  lorsque  la  circon- 
férence auxiliaire  passera  par  le  point  G;  à  cet  état  limite, 
les  deux  solutions  que  comporte  le  problème  pour  une 
valeur  quelconque  de  6,  coïncideront  entre  elles,  en  produi- 
sant les  deux  diamètres  conjugués  égaux  OD  et  OE';  ainsi 
se  trouvent  établis  très  simplement  les  théorèmes  sur  la 
variation  de  l'angle  0  dans  l'ellipse. 

(b)  Cas  de  l'hyperbole. —  Soient  OA  !e  demi- axe  transverse, 
et  OB  le  demi-axe  non  transverse  ;  décrivez  la  circonférence 


sur  AB  comme  diamètre  ;  ia  corde  AB  et  lu  tangente  en  C 
se  couperont  au  point  fixe  fondamental  I  ;  et  l'on  continuera 
comme  pour  l'ellipse  ;  mais  ici  le  point  I  est  extérieur  à  la 
circonférence  w,  et  le  problème  a  deux  solutions  toujours 
réelles  pour  toute  valeur  de  l'angle  0. 

Problème.  —  Étant  données  deux  coniques  concentriques, 
déterminer  le  système  de  diamètres  conjugués  commun  aux  deux 
coniques. 
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D'après  une  remarque  faite  précédemment,  le  problème 
revient  à  déterminer  le  segment  commun  à  deux  involutions 
tracées  sur  une  même  droite  ;  on  est  ainsi  ramené  à  un  pro- 
blème déjà  résolu,  et  nous  laissons  à  nos  jeunes  lecteurs 
le  soin  de  le  discuter. 

Mais  les  applications  les  plus  importantes  résultent  sur- 
tout du  théorème  de  Dèsargues  ;  et  comme  ce  théorème,  malgré 
sa  fécondité  et  son  élégance,  n'appartient  pas  régulièrement 
à  l'enseignement  classique,  nous  croyons  devoir  en  donner 
ici  la  démonstration  et  les  principales  conséquences. 

Soient  XJ(x,y)  =  o,         Y(x,y)  =  o 

les  équations  de  deux  coniques  qui  se  coupent  en  quatre 
points  réels  ou  imaginaires;  si  par  un  point  fixe  M0  [x0,y0] 
du  plan  nous  menons  une  transversale  arbitraire  représentée 
par  les  équations  x  =  x0  -j-  ar 

U  =  i/o  -f  br 
et  si  nous  posons  : 

U(x0  -f  ar,  xj0  +  br)  =  f(r) 

Y(x0  -f  ar,  y0  -f  br)  =  g(r) 
l'équation  /'(/-)  -f-  X  g(r)  =  o 

déterminera  les  rayons  vecteurs,  comptés  de  M0,des  rencon- 
tres de  la  transversale  supposée  fixe  par  une  quelconque 
des  coniques  du  faisceau  [U,  V],  coniques  que  l'on  produit 
successivement  en  modifiant  d'une  manière  continue  le 
paramètre  X;  donc  d'après  la  forme  de  l'équation 

[r,  X]  /'  (r)  +  X  g(r)  =  o 
les  segments  déterminés  par  les  coniques  successives  d'un  fais- 
ceau sur  une  même  transversale  sont  les  segments  consécutifs 
d'une  même  involution  ;  c'est  précisément  le  théorème  de 
Dèsargues;  et  si  nous  ne  nous  trompons,  la  démonstration 
que  nous  venons  d'exposer  ne  diffère  pas,  au  fond, de  celle 
qui  lui  donnée  par  Sturm  dans  les  annales  de  Gergonne. 

Le  discriminant  de  [r,  X]  est  un  trinôme  du  second 
degré:       -  G  A»  +  2H  ),-f  K; 

d'où  l'on  conclul  :  Dans  un  faisceau  de  coniques,  il  y  en  a 
deux  qui  sont  tangentes  </  une  droite  donner:  el  les  pointa  de 
contact  sont  les  points  doubles  de  L'inVblution  déterminée 
sur  la  droite  donnée  par  la  série  des  coniques. 
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En  particulier,  il  y  a  deux  paraboles  qui  passent  par  quatre 
points  donnés,  c'est-à-dire  :  il  y  a  deux  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  donnés  et  touchent  la  droite  de  l'infini. 

On  voit  ainsi,  sans  entrer  dans  le  détail  des  conslructions, 
que  la  détermination  d'une  conique  par  quatre  points  et 
une  tangente  revient  à  la  détermination  des  points  doubles 
d'une  involution  dont  on  connaît  au  moins  deux  segments. 
Un  cas  important  du  théorème  de  Désargues  doit  être 
signalé  à  cause  de  ses  fréquentes  applications,  et  a  été 
signalé  par  M.  Chasles  :  c'est  celui  où  il  s'agit  de  coniques 
qui  touchent  deux  droites  données  en  deux  points  donnés  ; 
dans  ce  cas,  l'une  des  coniques  du  faisceau  est  précisément 
la  double  corde  de  contact  qui  joint  les  deux  points  fixes; 
et  par  suite  V involution  que  les  coniques  successives  déterminent 
sur  une  transversale  fixe  a  un  de  ses  points  doubles  sur  la  corde 
de  contact. 

Ce  théorème  nous  fournit  l'occasion  d'ajouter  quelques 
détails  à  ce  que  nous  avons  déjà  dit  sur  l'Involulion  en  géné- 
ral, et  sur  un  de  ses  états  particuliers  :  d'abord  nous  remar- 
quons que  si  l'extrémité  d'un  segment  vient  au  centre,  l'autre 
extrémité  va  a  l'infini  et  réciproquement;  en  second  lieu, 
que  si  la  relation  d'involution  se  réduit    à  la   forme  linéaire 

u  -\-v  =  constante, 
le  centre  se  trouve  transporté  à  l'infini,  et  tous  les  segments 
ont  le  même  milieu. 

Mais  quand  on  prend  les  coniques  qui  touchent  deux 
droites  données  en  deux  points  donnés,  et  que  ces  deux 
points  de  contact  se  transportent  à  l'infini,  on  a  la  suite  des 
hyperboles  qui  sont  asymptotes  à  deux  droites  données; 
donc  : 

Quand  on  prend  la  suite  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymp- 
totes deux  droites  données,  Vinvolution  déterminée ;,ar  ces  coniques 
sur  toute  droite  de  leur  plan  a  l'un  de  ses  points  doubles  trans- 
porté à  l'infini;  et  par  suite  tous  ses  segments  ont  le  même 
milieu;  ce  qui  nous  montre  comment  une  propriété,  très 
particulière  en  apparence,  de  l'hyperbole  se  déduit  simple- 
ment d'une  proposition  générale  sur  les  coniques  ;  et  nous 
croyons  qu'il  importe,  surtout  dans  l'enseignement,  de  ré- 
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duirc  le  plus  possible  le  nombre  des  propriétés  qui  se  t ré- 
duisent par  des  énoncés  essentiellement  distincts  ;  c'est 
d'ailleurs  le  moyen,  le  seul,  de  se  conformer  aux  principes 
de  la  géométrie  moderne  si  vivement  mis  en  évidence  par 
Poncelet  d'abord,  et  ensuite  par  Chastes. 

Gomme  il  faut  savoir  se  borner,  nous  terminerons  ici  cet 
article;  mais  nous  serons  heureux  s'il  peut  servir  à  familia- 
riser nos  jeunes  lecteurs  avec  une  théorie  que  nous  expo- 
sons régulièrement  dans  nos  cours,  ainsi  qu'en  peuvent 
témoigner  nos  élèves,  et  aussi  M.  Bourget,  notre  ancien 
directeur  des  études  à  Sainte-Barbe. 


SUR  UNE 

NOUVELLE    ESPÈCE   DE  FRACTIONS  CONTINUES 

(Par  M.  €i.  die  jLongchamps. 

Suite,  voir  pages  197,  213  et  241.) 


IX.  —  Définition  des  nouvelles  fractions.  —  Con- 
sidérons la  relation  de  récurrence 

Un  -  2pU„_1  +  9U„_2  =  o,     {f  —  q)  >  o,       (F) 
et  désignons  par  an  et  pn  deux  intégrales  particulières  de 
cette  équation.  Posons 
X0  =  a0  Y0  =  p0 

Xt  =  a0  -f-  a,  Yl=p0-\-  pv 

X2  =  *o  +  y-i  +  *2  Y2  =  Po  -f-  Pi  +  Pi 


X„  =  a0  +  at  +  .  .  .  -f  a»,  Yn  =  %  -f  &  +  ...  -f  fa 

et  considérons  les  fractions  suivantes  : 

a .,  X,  A.,  Xn 

y?    y/    v    ••'  17' 

Nous  supposerons  que  (p2  —  q)  est  positif  et  nous  établi- 
ions  d'abord  que  les  fractions  que  nous  venons  d'imaginer 
ont  une  limite,  quand  n  croit  au  delà  de  toute  limite.  Mais 
il  est  nécessaire  d'entrer,  an  préalabie,  dans  quelques  détails. 
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X.  —  Nous  aurons  à  considérer,  dans  ce  qui  va  suivre, 
l'équation  génératrice 

œ2  —  2px  -f-  q  =  o,  (G) 

et  nous  appellerons  x  et  x"  ses  racines.  Nous  supposerons 
que  x  el  ce"  sont  des  quantités  différentes  et  que  l'on  a 
x  <C  i     et    x"  >  i . 

Pour  légitimer  cette  dernière  hypothèse  nous  ferons  obser- 
ver, avant  d'aller  plus  loin,  qu'il  est  toujours  possible  de 
satisfaire  aux  conditions 

x'  <  i,     x"  >   i. 
En  effet,  si  l'on  suppose     q  >  o     et     i  —  2p  -\-  q  <^  o,     le 
nombre  i  sépare  bien  les  deux  racines  x',  x".  Mais,  si  l'on 
suppose     i — 2p-\-q^>o,      alors  on  pourra  poser    Uft=XnVfl 
et  les  fonctions     Vn     vérifient  la  formule  suivante  : 
X2V„  —  2ApVn_!  -f-  q\n_2—  o. 

L'équation  génératrice  est  alors 

X2œ2  —  2lpx  -f-  q  =  o, 
et  en  substituant  l'unité  on  trouve  X2  —  2lp-\-q;  d'ailleurs, 
le  trinôme  ce2  —  2px  -\-  q  prend  nécessairement  des  va- 
leurs négatives  pour  des  valeurs  convenables  de  x,  puis- 
qu'on suppose  p2  —  q  >  o.  On  pourra  donc  trouver  des 
valeurs  de  X  telles  que  l'on  'ait  X2  —  2Xp  -j-  q  <  o.  Par 
conséquent,  en  changeant,  si  la  chose  est  nécessaire,  les 
coefficients  donnés,  on  pourra  toujours  supposer  que  les 
racines  de  l'équation  génératrice  sont  séparées  par  l'unité. 

On  verra  tout  à  l'heure  pourquoi  nous  insistons  sur  la 
réalisation,  toujours  possible,  de  l'hypothèse  que  nous  ve- 
nons de  faire.  Dans  tous  les  cas,  il  résulte  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  que  la  plus  grande  racine  x"  de  l'équation 
génératrice  pourra  toujours  être  supposée  supérieure  à 
l'unité;  c'est  là,  à  proprement  parler,  le  fait  important,  et 
s'il  arrive  que  la  seconde  racine  x'  soit  plus  grande  que 
l'unité,  ceci  n'empêchera  pas  les  conclusions  auxquelles 
nous  allons  aboutir  d'être  vraies;  la  seule  chose  essentielle 
étant,  en  résumé,  que  l'une  au  moins  des  deux  racines  soit 
supérieure  à  l'unité. 

Si  l'on  ne  veut  pas  que  les  deux  racines  soient  séparées 
par  l'unité,   si   l'on  tient  seulement  à  s'assurer   que   l'une 
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d'elles,  au  moins,  est  supérieure  à  i,  nous  ferons  remarquer, 
incidemment,  que  celte  condition  se  trouve  réalisée  très 
simplement  par  le  changement  de  fonctions  que  nous  allons 
indiquer. 

Si    l'on   suppose  q  >   r,  une  racine,  au  moins,  est  plus 
grande  que  i  ;  supposons  donc  q  <  i  et  posons 
\Jn  =  p(j"X„. 

Les  fonctions  V  satisfont  à  la  relation  suivante  : 
F/"v»  —  ;jy-'  Y,,.!  +  pqn~'  V„_2  =  o, 
équation  qui  peut  s'écrire 

v„  -  L  w,  +  ±  v„_2  =  o. 
q  g 

Puisqu'on  suppose  q  <  i ,  l'équation  génératrice  qui  cor-' 
respond   à   cette  relation  de  récurrence  aura  deux  racines, 
dont  l'une,  au  moins,  est  supérieure  à  l'unité. 

X 
XI.  —  Théorème.  —  La  fraction  -—-  a  une  valeur  bien 

1  n 

déterminée,  quand  n  croit  indéfiniment. 

En  effet,  puisque  y.n  et  £„  sont  deux  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (F),  il  résulte  du  théorème  deLagrange 
qu'on  peut  poser 

a„  =  \x'n-\-l.2x"n 
et  p„  =  <J.lXn  -(-  u.2x"„. 

Dans  ces  égalités,  ce'  et  x"  désignent  les  racines  de  l'é- 
quation (G)  et  nous  rappelons  ici  que  nous  supposons  ces 
racines  réelles  et  inégales,  et  que  l'une  d'elles,  au  moins, 
est  supérieure  à  l'unité.  Posons  donc 

x  <C  x"  (1) 

et  i  <x".  (2) 

Nous  avons  d'ailleurs  : 

3_  __  (?.t  +  à,)  +  fri*'  +  VO  +  •  •  •  +  W  +  *,*"" > 

et,  par  suite, 


./•'"+'  -- 1     .  '  —  I 

-f-    u...    ■ - 


X   —   i 
Cette  relation  peut  s'écrire  encore 
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x'1  +  1  —  i  A  X„  \         x-""  +  1  —  i  /       X„  \ 

g'-i  ^  -  *  t:)  =   x---  l*  yt  ~  '2J 

x'n+i  _  !       as'7—  i         '  2Y„ 

OU  — rr— .   ; =   ^r-  .  (S) 

X  n+1  —   I  X    —    I  X„ 

Àt  [Xj   — - 

*  n 

Cherchons  la  limite  du  premier  membre  de  cette  égalité, 
quand  n  croît  au  delà  de  toute  limite.  À  cet  effet  remarquons 
que  nous  avons,  identiquement, 

x'\"+1  i 


X'n  +  l  _  j  \x"  J  x"n+1 


x 


Les  inégalités  (1)  et  (2)  prouvent  donc  que 

jj'h  +  1   j 

lim  —77 — : =  o,     (pour    n  =  oo  ). 

Le  second   membre   de   l'égalité   (3)  a  donc    pour  limite 
zéro,  ce  qui  donne 

lim(-^)= — -,     (pour    n  =  oo). 

\  Yn/  [*2 

XII.  —  On  peut  objecter  pourtant  que  cette  conclusion 

Xn 
n'est  plus  exacte  si  l'on  suppose  que  —  croisse  au  delà  de 

i  n 

toute  limite  en  même  temps  que  n,  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur du  second  membre  de  l'égalité  (3)  croissant,  l'un 
et  l'autre,  au  delà  de  toute  limite.  Celte  objection  est  d'au- 

tant  plus  spécieuse  que  nous  voulons  montrer  que  ~  ad- 

1  n 

met  une  limite.  Mais  nous  allons  reconnaître  que  cette  hy- 
pothèse est  inadmissible,  si,  comme  nous  le  supposons 
formellement,  les  racines  de  l'équation  génératrice  sont  des 
nombres  incommensurables. 

En  effet,  le  second  membre  de  (3)  peut  s'écrire 

l  Y" 

ta2  A2v 

Y  '    •  (*) 

1  " 
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Si  l'on  suppose  que  =—  croisse  au  delà  de  toute  limite,  =- 

a  pour  limite  zéro  et  la  limite  de  l'expression  (i)  est  —  — . 

Cette  limite  est  toujours  égale  à  celle  du  premier  membre 
de  (3),  c'est-à-dire  égale  à  zéro. 

Ainsi,  dans  le  cas  singulier  qui  nous  occupe,  il  faut  sup- 
poser que  l'on  a  u2  =  o. 

Mais  l'égalité  (ï„  =  <j.vi;'"  -f-  \j-1x"n, 

devient  alors  p„  —-  mx'", 

et  l'on  a  (30  =  f/.15 

p1  =  ljix'; 
et  par  suite  p0œ'  =  $t.  (5) 

Les  nombres  (S0,  (3t  qui  sont,  avec  a0  et  aiy  les  valeurs  ini- 
tiales données,  sont,  bien  entendu,  des  quantités  commen- 
surables,et  l'égalité  (5)  donnerait  pour  x  une  valeur  com- 
mensurable,  ce  que  nous  ne  supposons  pas.  Ainsi  u2  est  une 
quantité  nécessairement  différente  de  zéro,  et,  pour  n  =  x> , 

X  A 

=£■  a  une  limite  bien  déterminée  et  éçale  à  — . 
Y,  &  |*s 

Nous  allons  maintenant  préciser  la  valeur  de  — — . 

XIII.  —  Dans  le  problème  qui  nous  occupe  les  données 
sont  :  1°  les  coefficients  p  et  q  de  l'équation  (G),  équation 
dont  nous  désignons  les  racines  par  x  et  x" -,  2°  les  con- 
stantes initiales  x0,  cq  qui  permettent  le  calcul,  par  voie  récur- 
rente, des  fonctions  a2,  a3,  ...,ot„;  3°  les  constantes  initiales 
60,  p{  qui,  de  la  môme  façon  permettent  le  calcul  de  (32,  %, 

...,  s, 

Les  paramètres  que  nous  avons  introduits  A,,  A2;  a,,  y.2;  sont 
liés  à  ces  données  par  les  égalités  suivantes  : 

a0  =  A4  -f-  A2, 

a,  =  l^x  -j-  A,œ"  ; 
et  fï0  =  l*i  +  V-%* 

h  ='MX'  -f  \LtX". 

On  déduit  de  ces  relations,  par  combinaison, 

'•1    gi       *<>•*' 

V-%         Pi  —  p0œ 
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Telle  est  la  valeur  de  — -,  valeur  qui    est  incommensu- 


rable, si  le  déterminant 


aoai 

est  différent  de  zéro.  Il  faut  observer  d'ailleurs  que  cette 
condition  est  nécessairement  remplie  dans  l'hypothèse  où 
nous  nous  sommes  placé.  En  effet,  si  l'ou  a 

<*oPi  —  aifr>  =  O, 

toutes  les  fractions 

X0         Xt        X„  Xn 

»       "\r     '         v    '        •  *  '     '      ~ry      '       *  •  ' 

0  L  1  L 1  L  n 

ont  la  même  valeur.  Nous  supposerons  donc  que  les  quatre 
constantes  initiales,  qu'on  peut  choisir  arbitrairement,  pour 
développer,  par  notre  méthode,  une  irrationnelle  du  second 
degré,  ne  forment  pas  une  proportion.  Avec  cette  réserve, 
nous  pourrons  maintenant  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  la  base  de  cette  théorie  : 

■y 
Théorème   fondamental.  —   La    fraction  -rr-^-,    pour 

n  =  oo  ,  a  une  valeur  limite  bien  déterminée,  savoir  celle  de 

a,  —  ancc' 


Dans  cette  expression,  a0,  at  ;  p0,  [5X  sont  des  nombres  arbitraires, 
mais  non  en  proportion,  et  x  désigne  la  plus  petite  des  racines 
de  l'équation  génératrice,  équation  ayant  des  racines  réelles  et 
incommensurables.  (A  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  II.  Le  Pont. 


Nous  nous  proposons,  dans  cette  note,  d'établir  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

I.  —  Les   coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  n   qui  n'a  que 

—  3   points  doubles   différents,   s'expriment 
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rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  X  et  de  l'expression 

k  =  jVu  (X)  -f  ey/Tj}) 
t  et  ]    désignant    une   racine  carrée   et  une   racine  cubique  de 
l'unité;  u  (/.)  et  v  (X)  des-  fonctions  entières  de  X. 

II.  —  Les   coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  n  qui  n'a  que 

(n  —  i)(n  —  2) 

4  points  doubles  différents  s  expriment  ration- 
nellement au  moyen  d'un  paramètre  X  e/  de  /a  racine  carrée 
d'une  fonction  k. 

Soit  /^y)  =  o 

i»j  i-  v  /.    1»    1  <  1    1  (»  —  0(n  — 2) 

1  équation  d  une  courbe  lin  d  ordre  n  possédant - 

—  3  points  doubles  D. 

Par  les  points  D  et  par  un  point  quelconque  P  pris  arbi- 
trairement sur  la  courbe    C„,  nous   pouvons  toujours   faire 

passer  une  courbe  d'ordre  (n  —  3)  :  car  le  nombre  * — 

—  2  de  ces  points  est  moindre  d'une  unité  que  le  nombre 

(11  —  i)(n  —  2)  11."- 
- 1    de  points  nécessaires  pour  déterminer 

cette  courbe. 

Soient  cp  (x,y)  =  o,        <]>  (x,y)  =  o, 

les  équations  de  deux  courbes  C'M_3  et  Cn_3  d'ordre  (n  —  3) 

passant  par  le  point  P  et  les  points  D.  L'équation 

<p(a?,y)  4-  X|(ac,y)  =0,  (l) 

où  À  est  un  paramètre  variable,  représente  un  faisceau  de 
courbes  C„_3  d'ordre  (n  —  3),  ayant  pour  points  fondamen- 
taux le  point  P  et  les  points  D.  Chacune  de  ces  courbes 
rencontre  la  courbe  C„  en  trois  autres  points.   Donc 

A  chaque  valeur  du  paramètre  X  correspondent  trois  points 
de  la  courbe  C„,  et  a  chaque  point  de  C„  correspond  une 
seule  valeur  X, 

Nous  pouvons  de  môme  par  les  points  doubles  Lî  et  n  points 
fixes  Qt,  Q2,  .  .  .  Qn,  choisis  arbitrairement  sur  la  courbe 
C,   taire  passer  un  faisceau  de  courbes  Cn_j  d'ordre  (n —  2): 
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p  étant  un  paramètre  variable,  et 

/.  (x>2/)  =  o        «  (x,y)  =  o, 
désignant  deux  courbes  quelconques  Gr„_2  et  C"M_2,  d'ordre 
(n  —  2)    passant  par  les  points  D  et  par   les  points  Q;  et 
chaque  courbe  de  ce  faisceau  rencontre  C„  en  quatre  autres 
points.  Donc 

A  chaque  valeur  du  paramètre  p  correspondent  quatre 
points  de  la  courbe  C„,  et  à  chaque  point  de  C„  correspond 
une  seule  valeur  de  p. 

Par  suite,  à  chaque  valeur  de  X  correspondent  trois  valeurs 
de  p,  et  à  chaque  valeur  de  p  correspondent  quatre  valeurs 
de  X;  X  et  p  sont  donc  liés  par  une  équation  de  la  forme 
F(X,p)  =  co0(X)p3  +  3(0^»  +  3cos(X)p  +  ws(X)  =  o,     (3) 
les  w  (X)  étant  des  polynômes  entiers  du  quatrième  degré 
en  X. 

Ceci  posé,  d'après  la  détermination  de  nos  courbes  C„_2 
(  t  Gn-3,  lf  s  équations 

f(x,y)  +  mx,y]  =0  7\xaj)  -f  pco(œ,y)  =  o  f(x,y)  =  o 
n'ont  qu'une  solution  en  x  et  en  y,  excepté  quand  x  et  y 
correspondent  aux  points  fondamentaux  des  faisceaux  Cn_2 
el  Cn_3.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  delà  courbe 
G„  s'exprimeront  donc  rationnellement  en  X  etenp,  c'est-à- 
dire  en  X  et  en  k:  car  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  une 
somme  de  fonctions  k.     c.  q.  f.  d. 

Le  second  théorème  se  démontre  de  la    même  manière: 

On  prend  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  (n  —  3)  déter- 
miné par  les  points  doubles  de  C„  et  deux  points  fixes  arbi- 
traires ¥y  et  P2  de  cette  courbe  :  un  second  faisceau  de 
courbes  d'ordre  (n  —  2)  aura  pour  points  fondamentaux  les 
points  doubles  de  C„  et  (n  -f-  1),  points  choisis  à  volonté  sur 
la  courbe.  Chaque  courbe  C„_3  rencontre  G„  en  quatre  nou- 
veaux points,  chaque  courbe  C„_.2  la  rencontre  en  cinq,  et 
l'équation  F(À.p)  =  o 

est  du  quatrième  degré  en  X  et  du  cinquième  en  p,  et  aura 
ses  coefficients  entiers  et  rationnels.  On  pourra  toujours,  par 
une  substitution  rationnelle,  exprimer  les  quatre  valeurs  de  p 
qui  satisfont  à  cette  équation,  au  moyen  des  sommes  trois  à 
trois  des  racines  d'une  équation  bicubique  : 
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H(x,P)  =  o,(xy  +  30^  +  3«,(X)j*«  +  e,(X)  =  0, 

oii  les  6(X)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X  ;  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Remarque.   —    Lorsqu'une  courbe    d'ordre   n  a  moins  de 

(n  —  i  )(n  —  2)  .  , 
4  points  doubles,  ses  coordonnées  ne  peu- 
vent plus  s'exprimer  rationnellement  au  moyen  d'un  para- 
mètre et  de  fonctions  algébriques  de  ce  paramètre. 

En  effet,  soit —    —  p  le  nombre  des  points 

doubles  de  la  courbe  Cn  :  le  faisceau  des  courbes  C„_3  aura 
pour  points  fondamentaux  les  points  doubles  et  (p  —  2), 
points  fixes  arbitraires  de  G„;  celui  des  courbes  C,,_2  sera 
défini  par  les  points  doubles  de  C„  et  (n  -\-  p  —  3),  points 
pris  à  volonté  sur  cette  courbe,  et  l'équation 

F(X,p)=o 
sera  de  degré  p  en  p  et  de  degré  (p  -f-  1)  en  X.  Pour  p  >  4, 
p  ne  peut  plus  s'exprimer  par  des  fonctions  algébriques  des 
coefficients  de  cette  équation,  et  par  iuite,  x  et  y  ne  peu- 
vent plus  être  rationnels  par  rapport  à  X  et  à  une  fonction 
algébrique  de  X. 

Nouscroyons  utile,  en  terminant, derappelerqu'unecourbe 

,,1  , ,       (n  —  0(n  — 2)      •  1  j    i_i 

d  ordre  n  possédant  points  doubles  est  quar- 

rable  par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques,  et  par 
les  fonctions  circulaires  inverses;  qu'une  courbe  d'ordre  n 

possédant  ~ — 1  points  doubles  est  quarrable 

par  les    fonctions   elliptiques.     (Voir   Laurent,    Théorie  des 

fonctions  elliptiques.) 

Enfin,  M.  Schwarlz  a  fait  voir  que  les   coordonnées  d'un 

(n  —  i)(n  —  2) 
point  d'une  courbe  d'ordre  n  qui  présente 

—  2  points  doubles,  s'expriment  ralionnellemeut  au  moyen 
d'un  paramétre  et  de  la  racine  curée  d'une  fonction  entière 
du  cinquième  ou  du  sixième  degré  de  ce  paramètre.  (Voir 
Journal  de  Liouville,  1.SN0.) 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  1882 

Solution  par  M.  H.  Le  Pont. 


On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan  : 

1°  Trouver  le  nombre  des  cercles  oscillateurs  à  l'ellipse  tels 
que  chacune  des  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ces  différents 
cercles  passent  par  le  point  P  ; 

2°  Trouver  pour  chacune  des  positions  du  point  P  combien 
de  ces  cercles  sont  réels  ; 

3°  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  l'ellipse  et  des  cer- 
cles oscillateurs  sont  sur  un  même  cercle  C  ; 

4°  Trouver  l'enveloppe  E  de  ces  cercles  G,  quand  le  point  P 
décrit  l'ellipse  donnée  ; 

5°  La  courbe  E  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une 
série  de  cercles  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle  fixe  et  dont 
les  centres  sont  une  conique.  Chercher  de  combien  de  manières 
différentes  est  susceptible  ce  mode  de  génération. 

Soient  g.  +  £.  -  ,  (i) 

l'ellipse  donnée,  et  (x0,  y0)  les  coordonnées  du  point  P.  L'é- 
quation d'un  cercle  tangent  à  l'ellipse   aux  points  (;,  yj)  et 
tel  que  la  corde  commune  passe  par  le  point  P  est 
f%x       yj       \[-l(x  —  xn)       T)(y  —  y,)  1  /  if         \ 

tar+^r-vL — iï »     J-/lU+^~v 

Déterminant  k  pour  la  condition  que  le  contact  soit  du  se- 
cond ordre,  c'est-à-dire  que  la  corde  d'intersection  passe  par 
le  point  (;,  y;),  il  vient 

_    1(1  —  œ0)   _  Y|(v)  —  y0) 
a2  b2 

ce  qui  donne  pour  équation  du  cercle  osculateur 

(te    |    'M  \rl{-v  —  Xo)         •'/.'/  —  Vo)  1 

\a2  "^  b2  A        a2  b2        J 

_  p  \(*  -  x0)  7i(vi  —  y0)l(x2        y2  \ 

~l      ~a~*<  b2       \\W '*"¥'"    )     {) 
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Les  coefficients  de  x2  et  de  y2  étant  égaux  dans  cette  équa- 
tion, nous  avons  entre  ;  et  v\  la  relation 

c2  désignant  suivant  l'usage  la  quantité  a2  —  62. 

On  voit  que  les  points  de  contact  des  cercles  osculateurs 
considérés  et  de  l'ellipse  sont  les  points  d'intersection  rie 
cette  courbe  et  du  cercle  G. 

Le  nombre  des  cercles  osculateurs  réels  ou  imaginaires 
satisfaisant  à  la  question  est  évidemment  le  même  que  le 
nombre  des  normales  réelles  ou  imaginaires  menées  à  l'el- 
lipse donnée  par  le  centre  (X,  Y)  : 

*=-£.■£,       Y=-^l|l,  (4) 

2    a2  202 

du  cercle  (J.  Remplaçant  alors  dans   l'équation  de  la  déve- 
loppée de  cette  ellipse 

(oXj~"+(6Y)~  =  CT 
X  et  Y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x0  et  dey0,   il   vient 


fè-)*+(-fr)*-  <s> 


C'est  la  développée  de  l'ellipse 

x2  y2      _  +a2b2 


b2      '     a2  c4 

Nous  avons  dune  :  lorsque  le  point  P  est  à  l'intérieur  de 
cette  développée,  quatre  cercles  osculateurs  réels:  trois 
cercles  réels  lorsque  le  point  P  esl  sur  la  courbe,  et  deux 
seulement  lorsqu'il  est  à  l'exU" rieur, 

L'enveloppe  des  cercles  G,  quand  le  point  P  décrit  l'ellipse 
donnée,  s'obtient  en  éliminant  .ru  et    y0  entre  les  équations 
x\  y\__  _L  =  _  IL 

a2      '"    b2    '  xn  y0 

et  L'équation  (3),  ce  qui  donne  L'équation 

(i'est  l'inverse  de  l'ellipse  donnée  en  prenant  son  centre 
pour  pôle  et  pour  module  le  carré  de  sa  dislance  focale.  Si 
nous  remarquons  que  le  point  1'  décrivant  l'ellipse  donnée, 
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le  centre  (X,  Y)  du  cercle  G  décrit  l'ellipse 
X2        Y2  c4 

nous  voyons  que  la  courbe  E  est  l'enveloppe  d'un  système 
de  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  et  dont  les  centres 
sont  sur  une  conique;  car  les  cercles  G  peuvent  être  consi- 
dérés comme  coupant  à  angle  droit  un  cercle  de  rayon  nul 
concentrique  à  l'ellipse. 

Ge  mode  de  génération  n'est   d'ailleurs    possible  que    de 
cette  seule  manière,  Considérons  en  effet  un  cercle  fixe 

x*  ~\~  V2  "T~  2mx  ~\~  2nV  — ?'2  —  °>  (8) 

et  un  cercle  quelconque  le  coupant  à  angle  droit 

x2  -f  y2  -f  2P{x  -f  m)  -f-  2q(y  +  n)  -f  r*  =  o,     (9) 
dont  le  centre  (  —  p,  —  q)  décrit  la  conique 

L(x  -f  u)*  -f  2M(œ  -f  u)(y  -f-  v)  -f  N(y  -f  y)2  =  i .     (10) 
Nous  obtiendrons  l'enveloppe  de  ce  cercle  en  éliminant  p 
et  q  entre  les  équations 

L(p  —  u)2  +  2M(p  —  u)(q  —  v)  -f  ]%  —  v)2  =  i  ) 
L(p  —  ti)  +  M(g  —  t?)   _  _  M(p  —  u)  -f  N(?  —  y)      >  (11; 
a?  -f-  m  ?/  -f-  n  ) 

et  l'équation  (9),  ce  qui  donne 

j(.x2  +  y2  +  r2)  -f  2[x  +  m)  +  u  (y  +  n]jv/LN  —  M2 

=  ±  \/^(y  +  «)2  —  2M(œ  +  »»)(y  +  m)  +  N(a;  -f  m)2 
Élevant  au  carré  et  identifiant  avec  l'équation 

<" +»•>■=  *  (£.  +  ■£.). 

nous  obtenons  d'abord 

w  r=  o,     i'  =  o,     m  =  o,    n  =  o,     M  =  o, 

ce  qui  résultait  à  priori  de  la  symétrie  des  courbes   E  et  S, 

c4  c4 

et  par  suite        /•  =  o,     L  =  — —  IN,  = , 

1  4O2  4a2 

ce  qui  nous  donne  les  cercles  et  l'ellipse  indiqués  précédem- 
ment. 
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QUESTION  395 

Solution  par  M.  Lelieuvriî,  élève  au  Lycée  de  Rouen. 


xa  y2 

On  donné  une  ellipse  — —  -f-  -j—  =  i  et  un  point  P  de  coor- 

données  a,  p.  On  mène  les  tangentes  PA  et  PB  à  l'ellipse,  puis 
les  normales  AI  et  IB  en  A  et  B.  /)«  />om£  I  on  me'/je  /es  deux 
autres  normales  \G  et  ID  eJ  les  tangentes  en  Ce/  D  gui  se 
coupent  en  M.  -/°  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M  ai'ec 
ce//es  f/e  P;  2°  lieu  de  M  quand  P  se  déplace,  de  façon  que  les 
normales  AI  e£  IB  fassent  toujours  un  angle  droit. 

Établissons  d'abord  le  théorème  suivant  :  Le  produit  des 
ordonnées  à  l'origine  de  deux  quelconques  des  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  les  pieds  des  quatre  normales 
menées  d'un  point  à   une  ellipse,  est  égal  à    —  6\    et  le 

b2 
produit  de  leurs  coefficients  angulaires  =  — - . 

En  effet,  les  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un  point 
pq  à  une  ellipse  sont  sur  l'hyperbole 

(a2  —  b*)xii  -f-  b*qx  —  a2py  =o. 

Soient  ij  —  kx  —  h  =  o  et  y  —  tx  —  s  =  o  les  deux  droites 
qui  forment  un  des  systèmes  de  sécantes  communes  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole;  l'équation  d'une  conique  passant 
par  les  intersections  de  l'ellipse  et  de  ces  deux  droites 
est  de  la   forme 

a2y2  +  b2x2  —  a2b2  -f-  l(y  —  kx  —  h)(y  —  tx  —  s)  =  o. 

En  identifiant  cette  équation   et  celle  de  l'hyperbole,  on 

aura  des  équations  qui  donneront  /.-,  h,  t  et  s.  D'ailleurs,  en 

remarquant  que  l'équation  de  l'hyperbole  ne  contient  pas  de 

terme  en  x2,  en  y2  ni  de  ternie  constant,  on  a  de  suite 

a2  -f-  X  =  o  d'où  À  =  —  a2, 

b2 
b2  -j-  \kt  =  o  ou  kt  =  — -, 

et  \hs  —  a2b2  =  o  ou  fis  =  —  h\ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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Or,  supposons  que  l'une  des  droites,  AB,  soit  la  polaire  du 

point  <xp.  Son  équation  sera 

a*py  +  b*tLX  —  a^b2  =  o 

62a        ,    b* 
ou  y= x  A . 

L'ordonnée  à  l'origine  est  — ;  donc  celle  de  la  droite  CD 

P 
est  —  p,  puisque  leur  produit  est  —  b2.  De  même  le  coeffi- 

cient  angulaire  de  CD  = —  =. l—. 

a262a  a 

Donc  l'équation  de  la  droite  CD  est 

f5  y       x 

y  =  — —  x  —  6  ou - =  i . 

J  a  P  8  a 

Alors  il  est  facile  d'avoir  les  coordonnées  du  point  M  qui 

est  le  pôle  de  CD.  Car  si  x0y0   sont  ces  coordonnées,  CD  a 

aussi  pour  équation 

a2M  +  b2xtix  =  a2b2, 

b2x0        ,     b2 

y  = : —  «H — ; 

a-y0  Vo 

d'où,  en  identifiant, 

JL  =  J!!^L  11=  _  p. 

a    '  "   a2î/0  '  y0 

b*  a2 

S  a 

Alors,    si   les  normales  AI  et  BI  se   déplacent  en  faisant 

toujours  entre  elles  un    angle  droit,  il  en  est  de  même  des 

tangentes  PA  et  PB,  et  par  suite  le  point  P  décrit  le  cercle 

lieu  des  sommets  des  angles    droits  circonscrits  à  l'ellipse  ; 

par  suite  ses  coordonnées  sont  liées  par  la  relation 

a2  -f  p2  =  a2  -j-  b2  ; 

—  — 

Donc  le  lieu  du  point  M  a  pour  équation 

a4         64  ,    , 

—  +—  =a1  +  b\ 
x2        y 

Cette    équation    représente    une  courbe   symétrique   par 

rapport  aux  axes  et  présentant  quatre  asymptotes  paiallèles 
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deux  à  deux  aux  axes  et  dont  les  équations  sont 
,  b*  fl2 

y  =rfc  -7=         ce  =  ± 


\/V  -f-  62  y/a2  +  y2 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Cazemajon,    Desplnns, 
à  Marseille;  Houdry,  à  Melun;  Carlier,  à  Angoulème. 


QUESTION  39 

Solution  par  M.  Ivauffmann,  élève  au  Lycée  de  Bordeaux. 


On  considère  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymptotes  les  droites 
Ox,  Oy.  Soit  M  un  point  de  cette  courbe.  On  mène  une  parallèle 
à  Ox  qui  rencontre  Oy  en  un  point  I.  Soit  Q  le  symétrique  de  P 
par  rapport  à  M.  Par  Q  on  mène  une  parallèle  à  Oy  qui  ren- 
contre H  en  R  e£  par  R  on  mène  une  parallèle  D  à  Ox. 

On  propose  de  démontrer  que  toute  transversale  D'  menée  par 
M  rencontre  QR  e£  H  en  des  pointe  équidisiants  de  D.  Sort  T 
/e  pom£  où  /a  tangente  en  S  rencontre  Oy  :  démontrer  que  la 
parallèle  à  D'  menée  par  T  e/  QR  se  coupent  sur  Ox. 

1°  Pour  démontrer  la  première  partie  il  nous  sullit  de  dé- 
montrer que  E  est  le  milieu  de  AS.  (Le  lecteur  est  prié  de 
faire  la  figure.) 

Par  S  je  mène  des  parallèles  à  Ox  et  à  Oy.  La  première 
coupe  QR  en  F,  la  seconde  O.e  en  I. 

Les  deux  triangles  GMP,  MQA  sont  égaux. 

DoncPG=AQ.  I  es  triangles  égaux  GMP,  SIK  me  donnent 
PG  =  SI.  Donc  Si  =  AQ  =  BF. 

Comme  le  point  R  est  le  milieu  de  QB,R  sera  aussi  le  milieu 
de  AF  ;  ce  qui  nous  montre  que  E  es!  le  milieu  de  AS  ; 

£°  Je  mène  BT.  Les  triangles  OBT.  SIK  sont  semblables. 
Comme  S  est  le  milieu  de  TT',OT  =  zSl  :  IK  =  PM  ;  donc 
OB  =  PQ  =  2IK.  Les  droites  BT  et  SK  sont  deux  parallèles. 

Nota.  —  T.a  même  question  aété  n  solue  par  MM.  de  Kerdrel,àKeruzoret; 

Clément,  à  Rouen;  Callé  a  Grenoble. 
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QUESTION  43 


Solution    par  M.   Callé,  élève  de   Mathématiques   spéciales  au  Lycée  de 

Grenoble. 


On  donne  une  droite  terminée  aux  points  P  et  Q;  soit  R  un 
point  pris  sur  PQ;  du  point  P  comme  centre  avec  PR  pour 
rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  du  point  Q  avec  QR,  un  autre 
cercle;  on  mène  une  tangente  commune  à  ces  cercles,  et  Ion 
demande  de  démontrer  que  le  lieu  décrit  par  les  points  de  con- 
tact est  l'ensemble  de  deux  quartiques.  (G.  L.) 

Prenons  PQ  pour  axe  des  x,  et  pour  axe  des  y  la  perpen- 
diculaire en  son  milieu.  Soit  PQ  =  ia. 


Les  équations  des  deux  cercles  sont 

{x  —  af  +  if  =  p2  ;  (x  +  af  y*  =  (2a  -  p)*. 

Les  tangentes  au  point  (cp)   aux  deux   cercles  sont  respec- 
tivement 
(x  —  a)  cos  cp  -J-  y  sin  cp  =  p  ;  (x  —  a)  cos  9  -\-  y  sin  cp  =  2a  —  p. 

Exprimons  qu'elles  se  confondent;  pour  cela,  on  doit  avoir 
p  =  a  (1  —  cos  cp)  ;   ou  p  —  ia  =  —  a  (  1  -j-  cos  cp)  ; 
ce  qui  représente   deux    limaçons    de  Pascal  égaux,  ayant 
respectivement   un   point  de    rebroussement,  aux  points  P 
etQ. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  deux  cercles  satis- 
faisant aux  conditions  énoncées,  et  la  tangente  commune 
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à  ces  deux    cercles;  du  milieu  de  PQ  abaissons  une    per- 
pendiculaire sur   la  tangente  :    cette  droite   est  égale   à  la 

PQ 

demi-somme  des  rayons,  c'est-a-dire  à  .    Donc,    le    lieu 

demandé  se  compose  des  podaires    des   points  P  et  Q  par 
rapport  au  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 


QUESTION  43 

Solution  par  M.  KAUFFMANN,au  Lycée  de  Bordeaux. 


On  donne  une  droite  terminée  aux  points  P  et  Q.  Soit  R  un 
point  pris  sur  PQ.  Du  point  P  comme  centre  avec  PR  pour 
rayon  on  décrit  un  cercle  et  du  point  $  avec  cpR  un  autre  cercle  ; 
on  mène  une  tangente  commune  à  ces  deux  cercles,  et  l'on  demande 
di  démontrer  que  le  lieu  décrit  par  les  points  de  contact  est 
l'ensemble  de  deux  quar tiques. 

Soient  A  etC  deux  points  du  lieu,  A  étant  sur  la  circonfé- 
rence décrite  du  point  P  comme  centre  et  G  sur  la  circon- 
férence décrite  du  point  Q.  Soit  M  le  milieu  de  PQ.  La  per- 
pendiculaire MB  abaissée  du  point  M   sur  AG  est   égale   à 

AP  -f-QG         PQ    c.         .  .  „  .       ,  iri 
! — - —  =  — — .  Si  par  le  point  M  je  mené  une  parallèle 

à  AC,  le  lieu  du  point  G-  sera  un  cercle  et  comme  la  longueur 
CG  est  égale  à  MB,  c'est-à-dire  est  constante,  le  lieu  du  point 
C  est  un  limaçon.  On  démontrerait  de  môme  que  le  lieu  du 
point  A  est  un  limaçon. 

Le  lieu  décrit  par  les  points  A  et  G  est  l'ensemble  des 
deux  quartiques. 
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VARIETES  H 


Supposons  que  deux  nombres  un,  un-\  soient  liés  par  l'é- 
quation de  récurrence 

Un  =    2K„_1     -f-     I  (À) 

et  proposons-nous  de  trouver  u,,  qui  est  une  fonction  de  n 
et  de  la  donnée  initiale  u0.  Il  est  facile  de  faire  rentrer  (A) 
dans  les  équations  récurrentes  proprement  dites,  ou  équa- 
tions de  La  grange,  que  nous  avons  étudiées  récemment  dans 
ce  journal  (**). 

En  effet,  l'équation  (A)  donne  la  suivante  : 

Un-l  =  2W„_2-f    I.  (A) 

La  combinaison  des  relations  (A),  (A')  donne  l'égalité 

Un   3W„_!  -f"  2W„_2  =  O.  (B) 

L'équation  génératrice  est  donc 

z*—3z  +2=0. 
dont  les  racines  sont  i  et  2.  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (B)  est  donc,  d'après  le  théorème  de  Lagrange,  auquel 
nous  avons  fait  allusion  tout  à  l'heure, 
un  =\   .   1*  +  <;.2><; 

OU,  U      =  À  -f"  [J.2".  (C) 

Dans  cette  égalité  les  paramètres  À  et  jj.  ne  sont  pas  deux 
constantes  arbitraires,  parce  que,  d'après  l'équation  (A),  on  a 

Uy  =   2UQ    -f     1 . 

Or,  l'égalité  (C)  donne 

U0    =     A    -j-    U, 

et,  M4  =  X  -J-  2(a. 

On  a  donc,         A  -j-  2jjl  =  2A  -j-  2a  +  1, 
ou  À  =  —  1. 

Ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équalion  (A),  avec  le  seul 


(*j  A  propos  de  cet  article,  on  peut  consulter:  Récréations  mathématiques 
par  M.  Ed.  Lucas,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Suint-Louis. 
(2  vol.,  chez  Gauthier-Viliars.) 

(**)  Voir  Journal,  p.  193. 
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paramètre  arbitraire  qu'elle  exige,  est 

W„  =  [J.2n  —   i . 

Le  cas  le  plus  simple  que  l'on  puisse  imaginer  est  celui 
où  la  constante  initiale  u0  est  nulle. 

Dans  cette  hypothèse  on  a 

X  -f  <j.  =  o, 
et,  par  suite,  \j.  =  i . 

L'intégrale  de  (A)  est  alors  une  fonction  de  n,  bien  définie  et 
correspondant  à  la  formule 

l(„  =  2"  —  i. 

Cette  application  d'idées  plus  générales  que  nous  avons 
développées  ici  (loc.  cit.),  nous  a  été  iuspirée  par  une  lettre 
que  nous  avons  reçue,  eu  ees  temps  derniers,  du  professeur 
N.  Claus. 

Demandant,  pour  une  fois,  la  permission  de  quitter  un 
instant  le  ton  grave  ordinaire  aux  articles  de  ce  journal, 
nous  dirons  quelques  mots  de  cette  lettre  et  du  sujet  dont 
elle  nous  entretenait.  Nous  laisserons  ensuite  à  nos  lecteurs 
le  mérite  de  faire  le  rapprochement  nécessaire  entre  le  cal- 
cul qui  précède  et  l'application  ingénieuse  qui  suit. 

La  lettre  du  professeur  X.  Claus  est  relative  à  un  jeu 
qui  constitue  une  intéressante  récréation  mathématique 
qu'il  a  nommée  la  tour  d'Hanoi.  Les  pions,  de  grandeur  iné- 
gale, sont  au  nombre  de  huit  et  forment  une  tour  quand  ils 
sont  superposés  en  nombre  :  i,  2.  3.  ...  8  ;  mais  dans  un 
ordre  décroissant,  quand  ou  va  de  la  base  au  sommet.  Trois 
clous  verticaux  étant  donnés,  le  problème  proposé  consiste  à 
déplacer  la  tour  donnée  de  façon  que  les  matériaux  trans- 
portés soient  toujours  situés  dans  l'ordre  décroissant. 

Le  jeu  est  toujours  possible,  et  demande  deux  fois  plus  de 
temps  chaque  fuis  que  l'on  ajoute  un  étage  à  la  four. 

Pour  une  four  de  d(  u\  étages  il  f'aiil   trois  coups,  au  mi- 
nimum :  2*  —  1  ; 
pour  une  Jour  de  trois  étages,  sept  coups,  au  minimum: 

•  >  'ï      ?       - 

*  l       > 

en  général,  pour  une  tour  de  p  étages  il  faut,  au  minimum, 

un  nombre  de  coups  égal  a 

2''—  '•  G.   L. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


86.  —  Si  l'équation 

xn  —  aAxn-{  -f-  a2xn-2  — +  a"  =  o. 

n'admet  que  des  racines  entières  ei  positives, 
1°  L'expression 

g»  (*  +  ai  +  q2  +  •  •  •  +  ««)  (î  +  2at  +  4a2  +  •  •  •  +  2"0n) 

6" 
représente  un  nombre  entier,  décomposable  en  une  somme 
de  a„  carrés; 
2°  L'expression 

tt*(i  +«»+■••  +^.)2 
4« 

représente  un  nombre  entier  décomposable  en  une  somme 
de  a„  cubes  ; 

3°  Le  nombre  a  l  {i  -\-  2ai  -\-  ...  -j-  2nan)  est    décompo- 
sable en  une  somme  algébrique  de    2nan    carrés. 

(Laisant.) 

87.  —  Trouver  le  terme  général  de  la  série 

6,     210.     7140,     242556   .  . . 
qui  renferme,  dans  leur  ordre  de  grandeur  croissante,  tous 
les   nombres    qui    sont,  à   la  fois,  triangulaires  et  doubles 
d'un  triangulaire.  (S.  Iiéalis.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


IMPRIMERIE   CENTRALE    DES   CHEMINS    DE    FER.    —   IMPRIMERIE  CHAIX. 
RUE  BEROÈRE,   20,    PARIS     —     25976-3. 
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